
ÓÄÊ 51.681.3

Ñ.Ë. ÊÐÛÂÛÉ

ÊÎÌÁÈÍÀÒÎÐÍÛÉ ÌÅÒÎÄ ÐÅØÅÍÈß ÑÈÑÒÅÌ
ËÈÍÅÉÍÛÕ ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÈÉ

Àííîòàöèÿ. Ðàññìîòðåíû êîìáèíàòîðíûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ áàçèñà ìíîæåñòâà ðåøåíèé
ñèñòåì ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé â îáëàñòè äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë è óëó÷øåííûé ìåòîä ïî-
ñòðîåíèÿ ìèíèìàëüíîãî ïîðîæäàþùåãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé â îáëàñòè íàòóðàëüíûõ ÷è-
ñåë. Äàí êðàòêèé îáçîð ýòèõ ìåòîäîâ â äðóãèõ äèñêðåòíûõ îáëàñòÿõ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ëèíåéíûå îãðàíè÷åíèÿ, ëèíåéíûå äèîôàíòîâûå îãðàíè÷åíèÿ, áàçèñ
ìíîæåñòâà ðåøåíèé.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðèâîäèòñÿ êðàòêèé îáçîð ôàêòîâ, ñâÿçàííûõ ñ ðåøåíèåì

ïðîáëåìû âûïîëíèìîñòè ìíîæåñòâà îãðàíè÷åíèé, à òàêæå àëãîðèòìîâ ïîñòðîå-

íèÿ áàçèñà ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñèñòåì ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé è ìèíèìàëüíîãî

ïîðîæäàþùåãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé â îáëàñòè äåéñòâèòåëüíûõ è íàòóðàëüíûõ ÷è-

ñåë ñîîòâåòñòâåííî. Ñòàòüÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ðàáîò [1–8]. Â îñíîâå ðàñ-

ñìàòðèâàåìûõ àëãîðèòìîâ ëåæèò TSS-ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ìèíèìàëüíîãî ïîðîæäàþ-

ùåãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñèñòåì ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ äèîôàíòîâûõ óðàâíåíèé

â ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N [1]. Ê òàêîãî ðîäà ñèñòåìàì è ìåòîäàì èõ ðå-

øåíèé ñâîäÿòñÿ çàäà÷è ïðîåêòèðîâàíèÿ êîìïüþòåðíûõ ñåòåé, ìàòåìàòè÷åñêèõ

èãð [9, 10], êðèïòîãðàôèè [11], àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíîé óíèôèêàöèè [12],

ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ öèêëîâ [13] è ìíîãèå äðóãèå çàäà÷è.

Èçâåñòíî, ÷òî ïðîöåññ ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ íåîäíîðîäíûõ óðàâíåíèé

èëè ñèñòåìû ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ è íåîäíîðîäíûõ íåðàâåíñòâ ìîæåò áûòü ñâå-

äåí ê ðåøåíèþ ñèñòåì ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé (ÑËÎÓ), îñíîâíîå ìå-

ñòî êîòîðûì óäåëåíî â íàñòîÿùåé ñòàòüå. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå

òàêîå ñâåäåíèå óâåëè÷èâàåò ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà, ÷òî ñêàçûâàåòñÿ íà ýô-

ôåêòèâíîñòè âû÷èñëåíèé.

ÏÐÎÁËÅÌÀ ÂÛÏÎËÍÈÌÎÑÒÈ ÑÈÑÒÅÌÛ ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÈÉ

Îñíîâíûì ïîíÿòèåì, íåîáõîäèìûì äëÿ ôîðìóëèðîâêè ïðîáëåìû âûïîëíèìîñòè,

ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå n-àðíîãî îòíîøåíèÿ, çàäàííîãî íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå D.

Ìíîæåñòâî âñåõ îòíîøåíèé íà D îáîçíà÷èì RD .

ßçûêîì îãðàíè÷åíèé L íà D íàçûâàåòñÿ íåêîòîðîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî

L RD� .

Îïðåäåëåíèå 1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà D è ïðîèçâîëüíîãî ÿçûêà

îãðàíè÷åíèé L íà D ïðîáëåìîé âûïîëíèìîñòè îãðàíè÷åíèé (Constraint

Satisfaction Problem) CSP L( ) íàçûâàåòñÿ ðåøåíèå ñëåäóþùåé êîìáèíàòîðíîé

ïðîáëåìû [14].

Äàíà òðîéêà P V D C� ( , , ), â êîòîðîé V — ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ, C — êî-

íå÷íîå ìíîæåñòâî îãðàíè÷åíèé { , , }C C p1 � , êàæäîå îãðàíè÷åíèå C Ci � — ýòî

ïàðà ( , )s Ri i , ãäå si — n-êà ïåðåìåííûõ äëèíû n , à R Li � — ni -àðíîå îòíîøåíèå

íà D, íàçûâàåìîå îòíîøåíèåì îãðàíè÷åíèÿ.

Îïðåäåëèòü, ñóùåñòâóåò ëè ðåøåíèå îãðàíè÷åíèÿ, ò.å. ôóíêöèÿ � :V D� òà-

êàÿ, ÷òî � �( , )s R C, ãäå s n� ( , , )� �1 � , n-êà ( ( ), , ( ))� � � �1 � n R� , è åñëè ñóùå-

ñòâóåò, òî êàêàÿ ñëîæíîñòü íàõîæäåíèÿ òàêîãî ðåøåíèÿ?
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Ìíîæåñòâî D â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ ïðîáëåìû. Ìíîæåñòâî

âñåõ ðåøåíèé CSP âèäà P V D C� ( , , ) îáîçíà÷àåòñÿ Sol( )P .

Åñëè ìíîæåñòâî D ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë � èëè ìíî-

æåñòâîì ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë �, òî òàêàÿ îáëàñòü íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé îá-

ëàñòüþ. À åñëè ìíîæåñòâî D íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíîé îáëàñòüþ, òî îíî ÿâëÿåòñÿ

îäíèì èç ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâ: Z — ìíîæåñòâîì öåëûõ ÷èñåë, N — ìíîæåñ-

òâîì íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, Zm — êîëüöîì âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ ñîñòàâíîãî ÷èñëà

m , Fp — ïîëåì âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ ïðîñòîãî ÷èñëà p èëè îáëàñòüþ { , }0 1 .

Äëÿ òîãî ÷òîáû âûÿâèòü âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü CSP, íåîáõîäèìî

îïðåäåëèòü, êàêèì îáðàçîì êîäèðóåòñÿ ïðîáëåìà â âèäå êîíå÷íîé ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè ñèìâîëîâ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âî âñåõ ñëó÷àÿõ ïðåäñòàâëåíèå âûáðà-

íî òàê, ÷òî ñëîæíîñòü îïðåäåëåíèÿ äîïóñêà äàííîãî îãðàíè÷åíèÿ òàêîé n-êè çíà-

÷åíèé ïåðåìåííûõ èç ñâîåé îáëàñòè îãðàíè÷åíèé ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíîé

ôóíêöèåé îò äëèíû ïðåäñòàâëåíèÿ. Âñå ñëîæíîñòíûå îöåíêè, ïðèâîäèìûå íèæå,

îòíîñÿòñÿ ê àðèôìåòè÷åñêîé ìîäåëè ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé.

Îïðåäåëåíèå 2. ßçûê îãðàíè÷åíèé L íàçûâàåòñÿ ïîëèíîìèàëüíûì, åñëè

CSP L( )� ìîæåò áûòü ðåøåíà â ïîëèíîìèàëüíîì âðåìåíè äëÿ êàæäîãî êîíå÷íîãî

ïîäìíîæåñòâà � �L L .

ßçûê îãðàíè÷åíèé L íàçûâàåòñÿ NP-ïîëíûì, åñëè CSP L( )� ÿâëÿåòñÿ NP-ïî-

ëíîé ïðîáëåìîé äëÿ íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî ïîäìíîæåñòâà � �L L .

Îòìåòèì, ÷òî îòíîøåíèÿ ÿçûêà îãðàíè÷åíèé L ìîãóò ïðåäñòàâëÿòüñÿ ðàç-

ëè÷íûìè ñïîñîáàìè, íàïðèìåð ñèñòåìîé óðàâíåíèé, ýëåìåíòàìè êîòîðûõ ÿâëÿ-

þòñÿ ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû.

Ïóñòü D — ïðîèçâîëüíàÿ îáëàñòü è L L� lin — ÿçûê îãðàíè÷åíèé, ñîñòîÿ-

ùèé èç òàêèõ îòíîøåíèé íà D, ýëåìåíòàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ âñå ðåøåíèÿ íåêî-

òîðîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íàä D.

Ïðîèçâîëüíîå îòíîøåíèå èç L lin , à òàêæå ïðîèçâîëüíàÿ ïðîáëåìà CSP L( )lin

ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû íåêîòîðîé ñèñòåìîé ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (ÑËÓ) íàä D:

S

L x a x a x b

L x a x a x b

q q

q q�

� � � �

� � � �

1 11 1 1 1

2 21 1 2 2

( ) ,

( ) ,

�

�

������������

�L x a x a x bp p pq q p( ) .� � � �

	




�
�

�

�
�

1 1

(1)

Çäåñü a b Dij i, � ; x Di � , ãäå D Z N F Zp m�{ , , , , { , }, , }� � 0 1 — îäíà èç îáëàñòåé.

Ðåøåíèåì ÑËÓ íàçûâàåòñÿ òàêîé âåêòîð c c c cq� ( , , , )1 2 � , êîòîðûé ïðè

ïîäñòàíîâêå âìåñòî x j çíà÷åíèé c j â L xi ( ) äàåò òîæäåñòâà L c bi i( )  äëÿ âñåõ

i p�1 2, , ,� . ÑËÓ íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíîé (ÑËÎÓ), åñëè âñå bi ðàâíû íóëþ;

â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ÑËÓ íàçûâàåòñÿ íåîäíîðîäíîé (ÑËÍÓ).

Ïóñòü S åñòü ÑËÎÓ è e1 1 0 0 0� ( , , , , )� , e2 0 1 0 0� ( , , , , ),� � , eq � ( , ,..., , )0 0 0 1 —

åäèíè÷íûå âåêòîðû èç ìíîæåñòâà D q , êîòîðûå íàçûâàþòñÿ âåêòîðàìè êàíîíè÷åñêîãî

áàçèñà ìíîæåñòâà D q . Ââåäåì íà ìíîæåñòâå D q îòíîøåíèå ïîðÿäêà �� , êîòîðîå

îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè x x xq� ( , , )1 � , y y y Dq
q� �( , , )1 � , òî

x y�� òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x yi i� äëÿ âñåõ i q�1, ,� . Ýòî îòíîøåíèå ÿâ-

ëÿåòñÿ ÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì.

Ïóñòü M — ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû S . Ïîñêîëüêó ýòà ñèñòåìà îäíî-

ðîäíàÿ, òî íóëåâîé âåêòîð âñåãäà ÿâëÿåòñÿ åå ðåøåíèåì. Ýòî ðåøåíèå áóäåì íà-

çûâàòü òðèâèàëüíûì, à ëþáîå ðåøåíèå ñèñòåìû S , îòëè÷íîå îò òðèâèàëüíîãî,

íàçîâåì íåòðèâèàëüíûì ðåøåíèåì.
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ÑËÎÓ S íàçîâåì íåñîâìåñòíîé, åñëè ìíîæåñòâî M ñîñòîèò òîëüêî èç òðèâè-

àëüíîãî ðåøåíèÿ, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñèñòåìó íàçîâåì ñîâìåñòíîé.

Ðàññìîòðèì êðàòêèé îáçîð ÿçûêîâ ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé íàä íåïðåðûâíû-

ìè è äèñêðåòíûìè îáëàñòÿìè.

ÑÈÑÒÅÌÛ ËÈÍÅÉÍÛÕ ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÈÉ ÍÀÄ ÏÎËÅÌ �

Îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ. Ïóñòü äàíî ëèíåéíîå îäíîðîäíîå óðàâíåíèå (ËÎÓ)

a x a x a xq q1 1 2 2 0� � � �� , (2)

ãäå a R i qi � �, , , ,1 2 � .

Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ïðåäïîëîæèì, ÷òî a1 0� , òîãäà, êîìáèíèðóÿ ýòîò

êîýôôèöèåíò ñ îñòàëüíûìè, ïîñòðîèì ìíîæåñòâî âåêòîðîâ

s a a s a a1 2 1 2 3 10 0 0 0 0 0 0 0� � � �( , , , , , , ), ( , , , , , ), ,,� � �

s a a s a aq q q q� � �� � � �2 1 1 1 10 0 0 0 0 0 0 0( , , , , , , ), ( , , , , , , )� � .

Î÷åâèäíî, ÷òî ïîñòðîåííûå âåêòîðû ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ (2). Åñëè

íåêîòîðûå êîýôôèöèåíòû â ËÎÓ ðàâíû íóëþ, òî ýòî ìíîæåñòâî âåêòîðîâ, êî-

òîðîå áóäåì íàçûâàòü TSS-ìíîæåñòâîì, ïîïîëíÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè âåêòî-

ðàìè êàíîíè÷åñêîãî áàçèñà.

Ëåììà 1. TSS-ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì ìíîæåñòâà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2).

Ñëîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ TSS-ìíîæåñòâà ïðîïîðöèîíàëüíà âåëè÷èíå q 2 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü s b b bq� ( , , , )1 2 � — ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå (2), òîãäà

s
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b
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s
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a

q
q

q q
� � � � � �

� � �
�

2

1
1

3

1
2

1
1 1

2 2 3 3

1

0�
�

, , , ,0 0�
�

�
�
�

�

�
�
� �

�
� � � ��

�
�
�

�

�
�
� �

a b a b a b a b

a

q q1 1 2 2 3 3

1

0 0 0 0 0 0
�

� �, , , , ( , , , ) .

Îòñþäà ïîëó÷àåì

s
b

a
s

b

a
s

b

a
s

q
q� � � � � �

2

1
1

3

1
2

1
1� .

Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè s TSS-ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì

ìíîæåñòâà ðåøåíèé (2).

Ñëîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ îäíîé êîìáèíàöèè òðåáóåò q øàãîâ, à âñåõ òàêèõ âåê-

òîðîâ q �1. Ñëåäîâàòåëüíî, ñëîæíîñòü ïîñòðîåíèå âñåãî TSS-ìíîæåñòâà ñîñòàâ-

ëÿåò O q( )2 .

Ëåììà äîêàçàíà.

Ïðèìåð 1. Íàéòè áàçèñ ìíîæåñòâà ðåøåíèé ËÎÓ

12 15 0 7 0 4 01 2 3 4, , , ,x x x x� � � � .

Ñîãëàñíî äîêàçàííîìó âûøå ýòîò áàçèñ ñîñòàâëÿþò âåêòîðû

s s s1 2 315 12 0 0 0 7 0 12 0 0 4 0 0 1� � � � � �( , ; , ; ; ), ( , ; ; , ; ), ( , ; ; ; , )2 .

Òàê, ðåøåíèå s � � �( ; ; ; )4 1 1 10 â ýòîì áàçèñå èìååò ïðåäñòàâëåíèå

s s s s� � �
1

12

1

12

10

12
1 2 3

, , ,
.

Ñèñòåìû îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé. Ïóñòü äàíà ÑËÎÓ S âèäà (1). Ðàññìîò-

ðèì ìíîæåñòâî âåêòîðîâ êàíîíè÷åñêîãî áàçèñà � �M e en0 1{ , , }� è ïåðâîå óðàâ-
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íåíèå L x a x a x a xq q1 11 1 12 2 1 0( ) � � � � �� ñèñòåìû S . Ïîñòðîèì áàçèñ

B e em1 1� { , , }� ìíîæåñòâà âñåõ ðåøåíèé ýòîãî ËÎÓ îïèñàííûì âûøå ñïîñî-

áîì. Âîçüìåì ôóíêöèþ L x a x a xq q2 21 1 2( ) � � �� è ðàññìîòðèì ËÎÓ âèäà

L e y L e y L e ym m2 1 1 2 2 2 2 0( ) ( ) ( )� � � �� . (3)

Çàìåòèì, ÷òî åñëè âñå L ei2 0( ) � , òî óðàâíåíèå L x2 0( ) � èç (1) ëèíåéíî âûðà-

æàåòñÿ ÷åðåç L x1 ( ) è åãî ìîæíî óäàëèòü èç ÑËÎÓ S . Ïîýòîìó áóäåì ïðåäïî-

ëàãàòü, ÷òî âñå óðàâíåíèÿ â S ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Íàéäåì áàçèñ � � �B r r rm{ , , , }1 2 1� ìíîæåñòâà ðåøåíèé ËÎÓ (3) âûøåîïè-

ñàííûì ñïîñîáîì è ïîñòðîèì ïî âåêòîðàì èç �B ñîîòâåòñòâóþùèå êîìáèíàöèè

âåêòîðîâ èç B1. Îáîçíà÷èì ýòî ìíîæåñòâî M s s sm� �{ , , , }1 2 1� .

Ëåììà 2. Ìíîæåñòâî M ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì ìíîæåñòâà ðåøåíèé ÑËÎÓ

S
L x a x a x

L x a x a x

q q

q q

�
� � � �

� � � �

	


�

�

1 11 1 1

2 21 1 2

0

0

( ) ,

( ) .

�

��
(4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî âñå ýëåìåíòû èç M ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè

ÑËÎÓ S . Ïóñòü x x xq� ( , , )1 � — ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå ÑËÎÓ (4), òîãäà â ñèëó

ëåììû 1

x d e d em m� � �1 1 � ,

ãäå e B i mi � �1 1, , ,� . Ïîäñòàâëÿÿ x â L x2 ( ) èç (4), ïîëó÷àåì ËÎÓ

d L e d L e c d c dm m m m1 2 1 2 1 1 0( ) ( )� � � � � �� � , (5)

ò.å. âåêòîð ( , , , )d d dm1 2 � ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ËÎÓ (5) è, ñëåäîâàòåëüíî, îí

ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå íåîòðèöàòåëüíîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè âåêòîðîâ èç �B :

( , , )d d f r f rm m m1 1 1 1 1� �� � � � � .
Íî òîãäà

x d e d e f s f sm m m m� � � � � � � � � �1 1 1 1 1 1� � ,

à ýòî çíà÷èò, ÷òî x ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå íåîòðèöàòåëüíîé ëèíåéíîé êîìáèíà-

öèè âåêòîðîâ èç M . Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âåêòîðà x ïîëó÷àåì ñïðàâåäëè-

âîñòü ëåììû.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü M — TSS-ìíîæåñòâî, ïîñòðîåííîå îïèñàííûì âûøå ñïîñî-

áîì äëÿ ÑËÎÓ S . Òîãäà M ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì ìíîæåñòâà âñåõ ðåøåíèé ýòîé ÑËÎÓ.

Ñëîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ áàçèñà ïðîïîðöèîíàëüíà âåëè÷èíå pq 2 , ãäå p — ÷èñ-

ëî óðàâíåíèé, à q — êîëè÷åñòâî íåèçâåñòíûõ â CËÎÓ.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ èíäóêöèåé ïî ÷èñëó k óðàâíåíèé â ÑËÎÓ S .

Áàçèñ èíäóêöèè (k � 2) èìååò ìåñòî â ñèëó ëåììû 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òåî-

ðåìà ñïðàâåäëèâà äëÿ âñåõ k p� . Òîãäà TSS-ìíîæåñòâî ðåøåíèé ÑËÎÓ �S , ñîñòî-

ÿùåé èç ïåðâûõ p �1 óðàâíåíèÿ, â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè ÿâëÿåòñÿ áàçè-

ñîì ìíîæåñòâà ðåøåíèé �S .

Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå èñïîëüçóåìûì ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåì-

ìû 2, èìååì ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû. Îöåíêà âðåìåííîé ñëîæíî-

ñòè, ïðèâåäåííàÿ â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû, î÷åâèäíûì îáðàçîì âûòåêàåò èç

ïîñòðîåíèé TSS-ìíîæåñòâà è ëåììû 1.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðèìåð 2. Íàéòè áàçèñ ìíîæåñòâà ðåøåíèé ÑËÎÓ

S

x x x x x

x x x x�

� � � � �

� � � �

21 11 0 2 3 0

0 5 0 2 1 0 1

1 2 3 4 5

1 2 3 4

, , , ,

, , , ,

, , .

3 0

01 0 2 5 2 0 0

5

1 2 3 4 5

x

x x x x x

�

� � � � �

	



�

�
�
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Ðåøåíèå. Áàçèñîì ìíîæåñòâà ðåøåíèé ïåðâîãî ËÎÓ ýòîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ

s s1 211 21 0 0 0 0 0 1 0 0� � �( , ; , ; ; ; ), ( ; ; ; ; ) ,

s s3 41 0 0 21 0 2 3 0 0 0 21� � � �( ; ; ; , ; ), ( , ; ; ; ; , ) .

Íàõîäèì L s2 1 013( ) ,� , L s2 2 1( ) � , L s2 3 0 5( ) ,� , L s2 4 3 88( ) ,� è ñòðîèì ËÎÓ

013 1 0 5 3 88 01 2 3 4, , ,y y y y� � � � . Áàçèñ ìíîæåñòâà ðåøåíèé ýòîãî ËÎÓ ñîñòîèò

èç âåêòîðîâ r1 1 013 0 0� �( ; , ; ; ), r2 0 5 0 013 0� �( , ; ; , ; ), r3 3 88 0 0 013� �( , ; ; ; , ) . Ïîëó-

÷àåì âåêòîðû ìíîæåñòâà ðåøåíèé äëÿ ïåðâûõ äâóõ óðàâíåíèé èç S , ñîîòâåò-

ñòâóþùèå âåêòîðàì r r r1 2 3, , :

� � � � � �s s s1 1 2013 11 21 013 0 0, ( , ; , ; , ; ; ) ,

� � � � �s s s2 1 30 5 013 0 42 105 0 0 273 0, , ( , ; , ; ; , ; ) ,

� � � � �s s s3 1 43 88 013 3 969 8148 0 0 0 273, , ( , ; , ; ; ; , ) .

Íàõîäèì çíà÷åíèÿ L s3 1 0 215( ) ,� � � , L s3 2 0 588( ) ,� � , L s3 3 0 3969( ) ,� � , ñòðîèì ËÎÓ

0 215 0 588 0 3969 01 2 3, , ,y y y� � � è ïîëó÷àåì åãî ðåøåíèÿ: � �r1 0 588 0 215 0( , ; , ; ) ,

� �r2 0 3969 0 0 215( , ; ; , ) . Ñòðîèì ñîîòâåòñòâóþùèå èì âåêòîðû áàçèñà ìíîæåñòâà

ðåøåíèé ÑËÎÓ S

m s s1 1 20 588 0 215 0 7371 1 46055 0 7644 0 05� � � � � � �, , ( , ; , ; , ; , 8695 0; ) ,

m s s2 1 30 3969 0 215 1289925 2 58531 0 051597� � � � � � �, , ( , ; , ; , ; ; , )0 0 058695 .

Ñèñòåìû íåîäíîðîäíûõ óðàâíåíèé. Ïóñòü äàíî ÑËÍÓ âèäà (1). Ñ èñïîëü-

çîâàíèåì ìåòîäà ðåøåíèÿ ÑËÎÓ ïðèâåäåì ÑËÍÓ (1) ê âèäó

� �

� � � � �

� � � �
S

L x a x a x b x

L x a x a x

q q

q q

1 11 1 1 1 0

2 21 1 2

0( ) ,

( )

�

� b x

L x a x a x b xp p pq q p

2 0

1 1 0

0

0

�

� � � � �

	

,

( ) .

���������������

�




�
�

�

�
�

(6)

Ïóñòü B s s sm� { , , , }1 2 � — áàçèñ ìíîæåñòâà ðåøåíèé ÑËÎÓ (6). Ðàçîáúåì

ìíîæåñòâî B íà äâà ïîäìíîæåñòâà:

B s B s d d di i i i iq0 1 2 0� � �{ : ( , , , , )}� ,

B s B s d d d dj j j j jq1 1 2� � �{ : ( , , , , )}� ,

ãäå d � 0 . Åñëè ìíîæåñòâî B1 íå èìååò âåêòîðà, â êîòîðîì d �1, òî ðàç-
äåëèì âñå êîîðäèíàòû âåêòîðà s Bj � 1 íà ÷èñëî d . Ïîëó÷èì âåêòîð

� �
�

�
�
�

�

�
�
�s

d

d

d

d

d

d
j

j j jq1 2
1, , , ,� . Òîãäà îáùåå ðåøåíèå ÑËÍÓ (1) ïðèìåò âèä

x s c s c sj i r ir� �� � � � � �1 1 � ,

ãäå �� �
�

�
�
�

�

�
�
�s

d

d

d

d

d

d
j

j j jq1 2
, , ,� — ÷àñòíîå ðåøåíèå ÑËÍÓ èç (1), à � �s di i( ,1

d di iq2 , , )� îáðàçóþòñÿ èç âåêòîðîâ ìíîæåñòâà B0 ïóòåì îòáðàñûâàíèÿ ïî-

ñëåäíåé êîîðäèíàòû.

Äåéñòâèòåëüíî, ìíîæåñòâî B0 ñîñòàâëÿþò âåêòîðû, ÿâëÿþùèåñÿ áàçèñîì
ìíîæåñòâà âñåõ ðåøåíèé ÑËÎÓ, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ÑËÍÓ (1) â ñèëó òåîðå-
ìû 1. Âåêòîðû èç ìíîæåñòâà B1 — ýòî ÷àñòíûå ðåøåíèÿ òàêîé ÑËÍÓ. Ïî ëþáî-
ìó âåêòîðó ýòîãî ìíîæåñòâà â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè ñòðîèì âåêòîð ��s j . Îäíàêî
ñòîèò îáðàòèòü âíèìàíèå íà ïîðÿäîê ïîñòðîåíèÿ âåêòîðîâ èç ìíîæåñòâà B. Ïðî-
èëëþñòðèðóåì ýòî íà ïðèìåðå.
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Ïðèìåð 3. Ïîñòðîèì ìíîæåñòâî ðåøåíèé ÑËÍÓ

� �

� � � � � � �

� � � � � � �

�

S

L x x y z u

L x x y z u

L

1

2

3

3 4 5 6 2

2 3 2 1

( ) ,

( ) ,

(x x y z u) .� � � � �

	



�

�
� 2 1

ÑËÎÓ S äëÿ ñèñòåìû �S ïðèíèìàåò âèä

S

L x x y z u x

L x x y z u x

L

�

� � � � � � �

� � � � � �
1 0

2 0

3 4 5 6 2 0

2 3 2 0

( ) ,

( ) ,

3 02 0( ) .x x y z u x� � � � � �

	



�

�
�

Ñòðîèì áàçèñ ìíîæåñòâà ðåøåíèé ÑËÎÓ S ïðèâåäåííûì âûøå ìåòîäîì. Äëÿ

ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû TSS-ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç òàêèõ âåêòîðîâ:

s s1 24 3 0 0 0 5 0 3 0 0� � �( , , , , ), ( , , , , ), s3 2 0 0 1 0� �( , , , , ) , s4 2 0 0 0 3� �( , , , , ) .

Çàìåòèì, ÷òî ïåðâûå òðè âåêòîðà ñîñòàâëÿþò áàçèñ ìíîæåñòâà ðåøåíèé ËÎÓ,

ñîîòâåòñòâóþùåãî ïåðâîìó óðàâíåíèþ ñèñòåìû �S , à ïîñëåäíèé âåêòîð, ïðåîá-

ðàçîâàííûé ê âèäó ( / , , , , )�2 3 0 0 0 1 , — ÷àñòíîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ. Åñëè

óïîðÿäî÷èâàòü âåêòîðû-ðåøåíèÿ ÑËÎÓ S íà êàæäîì øàãå âû÷èñëåíèé òàê,

÷òîáû âíà÷àëå ñòîÿëè âåêòîðû-ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ÑËÎÓ äëÿ �S , òî

ýòî íåïîñðåäñòâåííî ïðèâîäèò ê áàçèñó ìíîæåñòâà ðåøåíèé áåç äîïîëíèòåëü-

íûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîñòðîåííûõ âåêòîðîâ.

Ñëåäóÿ ýòîìó ïîðÿäêó, íàõîäèì çíà÷åíèÿ L x2 ( ) íà âåêòîðàõ s1, s2 , s3 , s4 :

1 4 3 1, , ,� � , îòêóäà ïîëó÷àåì óðàâíåíèå w w w w1 2 3 44 3 0� � �– . Ðåøåíèÿ ýòîãî

óðàâíåíèÿ èìåþò âèä ( , , , )4 1 0 0� , ( , , , )� �3 0 1 0 , ( , , , )� �1 0 0 1 . Ýòèì ðåøåíèÿì ñî-

îòâåòñòâóþò ðåøåíèÿ ñèñòåìû ïåðâûõ äâóõ óðàâíåíèé (ïîñëå ñîêðàùåíèÿ íà

ÍÎÄ èõ êîîðäèíàò)

� � � � � �s s s1 1 24 7 4 1 0 0( , , , , ) ,

� � � � � � �s s s2 1 33 14 9 0 1 0( , , , , ) ,

� � � � � � �s s s3 1 4 2 1 0 0 1( , , , , ) .

Çíà÷åíèÿ L x3 ( ) íà ýòèõ âåêòîðàõ ðàâíû �10 21 4, , , îòêóäà ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

� � � �10 21 4 01 2 3w w w . Ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ èìåþò âèä ( , , )21 10 0 , ( , , )4 0 10 .

Ýòèì ðåøåíèÿì ñîîòâåòñòâóþò ðåøåíèÿ âñåé ñèñòåìû (ïîñëå ñîêðàùåíèÿ íà

�1, ò.å. ÍÎÄ èõ êîîðäèíàò): ( , , , , )7 6 21 10 0 , ( , , , , )4 3 2 0 5� .

Òàêèì îáðàçîì, áàçèñ ìíîæåñòâà ðåøåíèé ÑËÍÓ ñîñòîèò èç âåêòîðîâ

B s0 1 7 6 21 10 0� �{ ( , , , , )} è B s1 2 4 3 2 0 5� � �{ ( , , , , )}. Òîãäà �� � �
�

�
�

�

�
�s2

4

5

3

5

2

5
0, , , —

÷àñòíîå ðåøåíèå ÑËÍÓ. Ñëåäîâàòåëüíî, îáùåå ðåøåíèå èìååò âèä x s cs� �� � �2 1,

ãäå ñ �� — ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî, à � �s1 7 6 21 10( , , , ).

ÑÈÑÒÅÌÛ ËÈÍÅÉÍÛÕ ÍÅÐÀÂÅÍÑÒÂ

Ñèñòåìû ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ íåðàâåíñòâ (ÑËÎÍ). Ðàññìîòðèì ÑËÎÍ

� �

� � � � �

� � � � �
S

L x a x a x

L x a x a x

q q

q q

1 11 1 1

2 21 1 2

0

0

( ) ,

( ) ,

�

�

������������

�� � � � �

	




�
�

�

�
�L x a x a xp p pq q( ) .1 1 0

(7)
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Ïðåîáðàçóåì ýòó ñèñòåìó ê ÑËÎÓ, ââîäÿ p äîïîëíèòåëüíûõ íåèçâåñòíûõ:

S

L x a x a x y

L x a x a x y

q q

q q�

� � � � �

� � � � �

1 11 1 1 1

2 21 1 2 2

0( ) ,

( )

�

� 0

01 1

,

( ) .

��������������

�L x a x a x yp p pq q p� � � � �

	




�
�

�

�
�

Ïîñòðîèì áàçèñ B ìíîæåñòâà ðåøåíèé ýòîé ÑËÎÓ, ñëåäóÿ ïîðÿäêó ãåíåðàöèè,

îïðåäåëåííîìó âûøå, è ðàçîáüåì ýòî ìíîæåñòâî íà äâà ïîäìíîæåñòâà:

B s sk0 1� { , , }� è B r rm1 1� { , , }� . Âêëþ÷àþòñÿ â ïåðâîå ïîäìíîæåñòâî âåêòî-

ðû, ïîñëåäíèå p êîîðäèíàò êîòîðûõ ðàâíû íóëþ, à âî âòîðîå ïîäìíîæåñòâî —

âåêòîðû, ïîñëåäíèå p êîîðäèíàò êîòîðûõ íåîòðèöàòåëüíû. Îòáðàñûâàÿ â âåêòî-

ðàõ ïîäìíîæåñòâ B0 è B1 ïîñëåäíèå p êîîðäèíàò, ïîëó÷àåì áàçèñ ìíîæåñòâà

ðåøåíèé èñõîäíîé ÑËÎÍ.

Ïðèìåð 4. Ïîñòðîèì ìíîæåñòâî ðåøåíèé ÑËÎÍ
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ÑËÎÓ S äëÿ ñèñòåìû �S ïðèíèìàåò âèä

S

L x x y z u y

L x x y z u y�

� � � � � � � � �
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1 1
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3 4 5 6 0 0 0

2 3 2 0
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( ) 2
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0 0
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( ) .L x x y z u y

Ñòðîèì áàçèñ ìíîæåñòâà ðåøåíèé ÑËÎÓ �S ïðèâåäåííûì âûøå ìåòîäîì. Äëÿ

ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû TSS-ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç òàêèõ âåêòîðîâ:

( , , , , , , ), ( , , , , , , )�4 3 0 0 0 0 0 5 0 3 0 0 0 0 , ( , , , , , , )�6 0 0 3 0 0 0 ,

( , , , , , , )�1 0 0 0 3 0 0 , ( , , , , , , ), ( , , , , , , )0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 .

Ïåðâûå òðè âåêòîðà ñîñòàâëÿþò áàçèñ ìíîæåñòâà ðåøåíèé ËÎÓ, ñîîòâåòñòâó-

þùåãî ïåðâîìó íåðàâåíñòâó ñèñòåìû S , à ïîñëåäíèå òðè âåêòîðà ïðåäñòàâëÿ-

þò ÷àñòíûå ðåøåíèÿ ïåðâîãî íåðàâåíñòâà ýòîé ñèñòåìû.

Ñëåäóÿ óñòàíîâëåííîìó âûøå ïîðÿäêó ðåøåíèé, íàõîäèì çíà÷åíèÿ L x2 ( ) íà

ýòèõ âåêòîðàõ: 1 4 9 2 1 0, , , , ,� � � , îòêóäà ïîëó÷àåì óðàâíåíèå w w w1 2 34 9� � �
� � � �2 0 04 5 6w w w . Ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ èìåþò âèä ( , , , , , )4 1 0 0 0 0� ,

( , , , , , )9 0 1 0 0 0 , ( , , , , , )2 0 0 1 0 0 , ( , , , , , )1 0 0 0 1 0 , ( , , , , , )0 0 0 0 0 1 . Èì ñîîòâåòñòâóþò òàêèå

ðåøåíèÿ ñèñòåìû ïåðâûõ äâóõ óðàâíåíèé (ïîñëå ñîêðàùåíèÿ íà èõ ÍÎÄ):

( , , , , , , ), ( , , , , , , ), ( , , , , ,� � � � �7 4 1 0 0 0 0 14 9 0 1 0 0 0 3 2 0 0 1 0, )0 ,

( , , , , , , ), ( , , , , , , )� 4 3 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 .

Çíà÷åíèÿ L x3 ( ) íà ýòèõ âåêòîðàõ ðàâíû � � � �10 21 5 7 1, , , , . Îòñþäà ïîëó÷àåì

óðàâíåíèå � � � � � �10 21 5 7 01 2 3 4 5w w w w w . Ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ èìåþò

âèä ( , , , , )21 10 0 0 0 , ( , , , , )�1 0 2 0 0 , ( , , , , )�7 0 0 10 0 , ( , , , , )�1 0 0 0 10 . Èì ñîîòâåòñòâóþò

ñëåäóþùèå ðåøåíèÿ:

( , , , , , , ), ( , , , , , , )7 6 21 10 0 0 0 1 0 1 0 2 0 0 ,

( , , , , , , ), ( , , , , , , )9 2 7 0 0 10 0 7 4 1 0 0 0 10� .
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Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

B0 7 6 21 10 0 0 0� {( , , , , , , )},

B1 1 0 1 0 2 0 0 9 2 7 0 0 10 0 7 4 1 0 0 0� �{( , , , , , , ), ( , , , , , , ), ( , , , , , , )}10 .

Áàçèñ ìíîæåñòâà ðåøåíèé âñåé ñèñòåìû èìååò âèä

( , , , ), ( , , , ), ( , , , ), ( , , , )7 6 21 10 1 0 1 0 9 2 7 0 7 4 1 0� .

Ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåîäíîðîäíûõ íåðàâåíñòâ (ÑËÍÍ). ÑËÍÍ ñâîäèòñÿ

ê ÑËÎÓ ïóòåì ââåäåíèÿ p �1 äîïîëíèòåëüíûõ íåèçâåñòíûõ, ãäå p — êîëè÷åñòâî

íåðàâåíñòâ â ÑËÍÍ. Ïóñòü èìååì ÑËÍÍ

� �

� � � � �

� � � � �
S

L x a x a x b

L x a x a x b

q q

q q

1 11 1 1 1

2 21 1 2 2

( ) ,

( )

�

� ,

( ) .

������������

�� � � � �

	




�
�

�

�
�L x a x a x bp p pq q p1 1

Ýòîé ÑËÍÍ ñîîòâåòñòâóåò ÑËÎÓ âèäà

S

L x a x a x y b x

L x a x a

q q

�

� � � � � � �

� � � �

1 11 1 1 1 1 0

2 21 1 2

0( ) ,

( )

�

� q q

p p pq q

x y b x

L x a x a x

� � �

� � � �

2 2 0

1 1

0,

( )

����������������

� � � �

	




�
�

�

�
� y b xp p 0 0.

Ïîñòðîèì áàçèñ B ìíîæåñòâà ðåøåíèé ÑËÎÓ S è åãî ïîäìíîæåñòâà B0 è B1.

Åñëè â ìíîæåñòâå B1 íåò âåêòîðîâ, â êîòîðûõ ïîñëåäíèå p �1 êîîðäèíàò èìå-

þò ðàçíûå çíàêè, òî ÑËÍÍ �S ñîâìåñòíà. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó çíà÷åíèÿ

äîïîëíèòåëüíûõ íåèçâåñòíûõ äîëæíû áûòü íåîòðèöàòåëüíûìè, òî ïîëó÷èòü

òàêèå ðåøåíèÿ èç âåêòîðîâ ìíîæåñòâà B1 íåâîçìîæíî. Åñëè æå òàêèå âåêòîðû

èìåþòñÿ, òî ÑËÍÍ ñîâìåñòíà.

Ïîñòðîåíèå áàçèñà ìíîæåñòâà ðåøåíèé ÑËÎÍ áåç ââåäåíèÿ äîïîëíè-
òåëüíûõ íåèçâåñòíûõ. Ïðè ââåäåíèè äîïîëíèòåëüíûõ íåèçâåñòíûõ, êàê îòìå÷à-

ëîñü ðàíåå, óâåëè÷èâàåòñÿ ðàçìåðíîñòü âåêòîðîâ-ðåøåíèé, ÷òî ñêàçûâàåòñÿ íà

ýôôåêòèâíîñòè âû÷èñëåíèé. Àíàëèç ïðîöåññà ïîñòðîåíèÿ áàçèñà ìíîæåñòâà ðå-

øåíèé ÑËÎÍ ïîêàçûâàåò, ÷òî ÿâíî ââîäèòü äîïîëíèòåëüíûå p íåèçâåñòíûõ íåò

íåîáõîäèìîñòè, íî äëÿ ïðàâèëüíîñòè ïîñòðîåíèÿ áàçèñà ìíîæåñòâà ðåøåíèé

ÑËÎÍ íåîáõîäèìî ââîäèòü äîïîëíèòåëüíî âñåãî äâà âåêòîðû òîé æå ðàçìåðíîñ-

òè, ÷òî è ðàçìåðíîñòü ÑËÎÍ. Îáúÿñíèì ýòî íà ïðèìåðå.

Ïðèìåð 5. Ðàññìîòðèì ÑËÎÍ èç ïðèìåðà 4:

� �

� � � � � � �

� � � � � �

�

S

L x x y z u

L x x y z u

L x

1

2

3

3 4 5 6 0

2 3 2 0

( ) ,

( ) ,

( ) .� � � � �

	



�

�
� x y z u2 0

Ñòðîèì TSS-ðåøåíèÿ äëÿ ïåðâîãî íåðàâåíñòâà � �L x1 0( ) :

( , , , ), ( , , , ), ( , , , )� �4 3 0 0 5 0 3 0 6 0 0 3 .

Äîïîëíèì ýòî ìíîæåñòâî äâóìÿ âåêòîðàìè âèäà ( , , , )�1 0 0 0 è ( , , , )0 0 0 0 è ïîëó-

÷èì ìíîæåñòâî âåêòîðîâ

( , , , ), ( , , , ), ( , , , )� �4 3 0 0 5 0 3 0 6 0 0 3 ,

( , , , ), ( , , , )�1 0 0 0 0 0 0 0 .
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Çàìåòèì, ÷òî ïåðâûå òðè âåêòîðà ñîñòàâëÿþò áàçèñ ìíîæåñòâà ðåøåíèé ËÎÓ, ñî-

îòâåòñòâóþùåãî ïåðâîìó íåðàâåíñòâó ñèñòåìû S , ÷åòâåðòûé — ÷àñòíîå ðåøåíèå

ïåðâîãî ËÍÓ ýòîé ñèñòåìû, ïÿòûé — çàãîòîâêà íà ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî.

Ñëåäóÿ óñòàíîâëåííîìó âûøå ïîðÿäêó ðåøåíèé, íàõîäèì çíà÷åíèÿ �L x2 ( ) íà

ïåðâûõ ÷åòûðåõ âåêòîðàõ: 1 4 9 2, , ,� � , à íà íóëåâîì âåêòîðå çíà÷åíèþ �L x2 ( ) ïðè-

ïèñûâàåì �1. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì óðàâíåíèå w w w w w1 2 3 4 54 9 2 0� � � � � . Ðå-

øåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ èìåþò âèä ( , , , , )4 1 0 0 0� , ( , , , , )9 0 1 0 0 , ( , , , , )2 0 0 1 0 ,

( , , , , )1 0 0 0 1 . Ýòèì ðåøåíèÿì ñîîòâåòñòâóþò ðåøåíèÿ ñèñòåìû ïåðâûõ äâóõ

íåðàâåíñòâ (ïîñëå ñîêðàùåíèÿ íà èõ ÍÎÄ):

( , , , ), ( , , , ), ( , , , ), ( , , , )� � � � � �7 4 1 0 14 9 0 1 3 2 0 0 4 3 0 0 .

Ïîñêîëüêó � �L x3 0( ) — ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî â ñèñòåìå, òî äîïîëíÿåì ýòè âåê-

òîðû òîëüêî îäíèì: ( , , , )�1 0 0 0 , òàê êàê çàãîòîâêè íà ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî äå-

ëàòü íå ñëåäóåò. Íàõîäèì çíà÷åíèÿ �L x3 ( ) òàêèì æå îáðàçîì: � � � �10 21 5 7 1, , , , .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì óðàâíåíèå � � � � � �10 21 5 7 01 2 3 4 5w w w w w . Ðåøåíèÿ

ýòîãî óðàâíåíèÿ èìåþò âèä ( , , , , )21 10 0 0 0 , ( , , , , )�1 0 2 0 0 , ( , , , , )�7 0 0 10 0 ,

( , , , , )�1 0 0 0 10 , à èì ñîîòâåòñòâóþò ðåøåíèÿ

( , , , ), ( , , , ), ( , , , , ), ( , , , )7 6 21 10 1 0 1 0 9 2 7 0 0 7 4 1 0� .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì áàçèñ ìíîæåñòâà ðåøåíèé âñåé ñèñòåìû:

( , , , ), ( , , , ), ( , , , ), ( , , , )7 6 21 10 1 0 1 0 9 2 7 0 7 4 1 0� .

Åñëè ïðîñëåäèòü ïîðÿäîê ïîñòðîåíèÿ áàçèñà, òî ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ðåøå-

íèå ( , , , )7 6 21 10 åñòü ðåøåíèåì ÑËÎÓ, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ÑËÎÍ, à îñòàëüíûå

ðåøåíèÿ — ýòî ÷àñòíûå ðåøåíèÿ ÑËÎÍ.

Ðåçþìèðóÿ ýòîò ñïîñîá, îòìåòèì, ÷òî äîïîëíèòåëüíûå âåêòîðû è çíà÷åíèÿ íà

ýòèõ âåêòîðàõ ôèãóðèðóþò âî âñåõ íåðàâåíñòâàõ, êðîìå ïîñëåäíåãî. Ïðè îáðàáîòêå

ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ê TSS-ðåøåíèÿì ïåðâûõ p �1 íåðàâåíñòâ äîáàâëÿåòñÿ òîëü-

êî îäèí âåêòîð, èìåþùèé ïåðâóþ êîîðäèíàòó �1, à îñòàëüíûå êîîðäèíàòû íóëåâûå.

ÑÈÑÒÅÌÛ ËÈÍÅÉÍÛÕ ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÈÉ Â ÌÍÎÆÅÑÒÂÅ ÍÀÒÓÐÀËÜÍÛÕ ×ÈÑÅË

Ñèñòåìû ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé íàä îáëàñòüþ N ðàññìàòðèâàëèñü âî ìíîãèõ

ïóáëèêàöèÿõ â ñâÿçè ñ âàæíîñòüþ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ òàêîãî òèïà îãðàíè÷åíèé

[16–22]. TSS-ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ìèíèìàëüíîãî ïîðîæäàþùåãî ìíîæåñòâà ðåøå-

íèé (TSS-ìíîæåñòâà) ñèñòåì ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ äèîôàíòîâûõ óðàâíåíèé

(ÑËÎÄÓ) áûë ïðåäëîæåí â ðàáîòå [1]. Íàïîìíèì êðàòêî ñóòü ýòîãî ìåòîäà

è îäíó èç ìîäèôèêàöèé, óëó÷øàþùóþ åãî áûñòðîäåéñòâèå.

Ìåòîä ïîñòðîåíèÿ TSS-ìíîæåñòâà äëÿ ÑËÎÄÓ, èñïîëüçóåìûé çäåñü, è àëãî-

ðèòì åãî ðåàëèçàöèè ïîäðîáíî îïèñàíû â ðàáîòàõ [1, 2, 15], ïîýòîìó ïðèâåäåì

ëèøü íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ.

Ïóñòü äàíà ÑËÎÄÓ âèäà (1). Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âåêòîðîâ êàíîíè÷åñêîãî

áàçèñà � �M e eq0 1{ , , }� è ïåðâîå óðàâíåíèå L x a x a x a xq q1 11 1 12 2 1 0( ) � � � � ��

ñèñòåìû S . Ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè L x1 ( ) ðàçîáüåì ýëåìåíòû ìíîæåñòâà �M 0 íà òðè

ãðóïïû: M e L e
1
0 0

1
0 0� �{ | ( ) }, M e L e

1 1 0� � �� �{ | ( ) } è M e L e1 1 0� � �� �{ | ( ) }.

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè îäíî èç ìíîæåñòâ (íàïðèìåð, M M
1
0

1
�

� èëè M M
1
0

1�
� )

ïóñòî, òî óðàâíåíèå L x1 0( ) � íå èìååò íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé â ìíîæåñòâå íà-

òóðàëüíûõ ÷èñåë. Äîïóñòèì, ÷òî äâà èç ìíîæåñòâ M M M
1
0

1 1, ,� � íåïóñòû. Òîãäà

ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

� � � � � � �� �M M e e L e e L e e e M e Mij ij i j j i j i1 1
0

1 1 1 1� { | ( ) ( ) , , }.
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Èñïîëüçóÿ ôóíêöèþ L x2 ( ), ðàçîáüåì ýëåìåíòû ìíîæåñòâà �M1, êàê è ìíîæåñò-

âà �M 0 , íà òðè ãðóïïû: M e L e
2
0 0

2
0 0� �{ | ( ) }, M e L e

2 2 0� � �� �{ | ( ) } è M 2
� �

� �� �{ | ( ) }e L e2 0 . Äîïóñòèì, ÷òî õîòÿ áû äâà èç ýòèõ ìíîæåñòâ íåïóñòû.

Òîãäà ïîñòðîèì ìíîæåñòâî

� � � � � � �� �M M e e L e e L e e e M e Mij ij i j j i j i2 2
0

2 2 2 2� { | ( ) ( ) , , }.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêèì ñïîñîáîì ïîñòðîåíî ìíîæåñòâî �M j èç ìíîæåñòâ

M e L ej r j r
0 0 0 0� �{ | ( ) }, M e L ej i j i

� � �� �{ | ( ) }0 è M e L ej s j s
� � �� �{ | ( ) }0 ñ ïî-

ìîùüþ ôóíêöèè L xj ( ) è ýòî ìíîæåñòâî íåïóñòî. Íåïîñðåäñòâåííî èç ýòèõ ïî-

ñòðîåíèé âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå [1, 2].

Òåîðåìà 2. Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà �M j ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñèñòåìû óðàâíå-

íèé L x L x L xj1 20 0 0( ) & ( ) & & ( )� � �� .

Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 3. Ìíîæåñòâî �M j íàçîâåì óñå÷åííûì ìíîæåñòâîì ðåøåíèé

ñèñòåìû � � � � �S L x L x L xj1 20 0 0( ) & ( ) & & ( )� .

Ïóñòü � � � �M e ej k{ , , }1 � — óñå÷åííîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû �S , à M j —

ìíîæåñòâî âñåõ åå ðåøåíèé. Òîãäà èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 3. Äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x M Mj j� �\ ñóùåñòâóåò ïðåäñòàâëåíèå

â âèäå íåîòðèöàòåëüíîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè âèäà

tx b e b el k� � � � �1 1 � , (8)

ãäå t b N t e M i ki i j, , , , , ,� � � � � �0 1 � .

Èç ýòîé òåîðåìû âûòåêàåò êðèòåðèé ïðîâåðêè ñîâìåñòíîñòè ÑËÎÄÓ.

Òåîðåìà 4. Ñèñòåìà S L x L x L x L xp p� � � � ��1 2 10 0 0 0( ) & ( ) & & ( ) & ( )�

ñîâìåñòíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà � � �M p .
Çàìåòèì, ÷òî êàæäûé âåêòîð óñå÷åííîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé ìîæíî ðàçäå-

ëèòü íà ÍÎÄ åãî êîîðäèíàò, åñëè ýòîò ÍÎÄ îòëè÷åí îò åäèíèöû. Ýòî ïîçâîëÿåò

óìåíüøèòü âåëè÷èíó êîîðäèíàò ýòèõ âåêòîðîâ è áîëåå ýôôåêòèâíî ïðîâîäèòü

âû÷èñëåíèÿ.

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî óñå÷åííûå ìíîæåñòâà ðåøåíèé çàâèñÿò îò ïîðÿäêà ðàñ-

ïîëîæåíèÿ óðàâíåíèé ñèñòåìû. Èñêëþ÷åíèå «ëèøíèõ» âåêòîðîâ èç óñå÷åííîãî

ìíîæåñòâà ðåøåíèé áàçèðóåòñÿ íà ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü S — CËÎÄÓ âèäà (1) è �M p — åå óñå÷åííîå ìíîæåñòâî

ðåøåíèé, ñîñòîÿùåå èç k ýëåìåíòîâ. Òîãäà ëþáîé âåêòîð x èç �M p òàêîé, ÷òî

tx e M xi p�� � � � \ { }, i k� �1 2 1, , ,� , t N� è t � 0, èìååò ïðåäñòàâëåíèå âèäà

mx b e b e b ek k� � � � � � �� �1 1 2 2 1 1� ,

ãäå m N m b N e M i ki i p� � � � � � �, , , , , , ,0 1 2 1� .

Èç ýòîé òåîðåìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ïðîñòóþ ïðîöåäóðó î÷èñòêè óñå÷åí-

íîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé: âåêòîð x óäàëÿåòñÿ èç óñå÷åííîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé,

åñëè x áîëüøå èëè åãî ïðîèçâåäåíèå tx áîëüøå íåêîòîðîãî ðåøåíèÿ èç îñòàâøèõñÿ

âåêòîðîâ óñå÷åííîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé. Â êà÷åñòâå ìíîæèòåëÿ t ìîæíî èñïîëü-

çîâàòü, â ÷àñòíîñòè, ìàêñèìàëüíóþ êîîðäèíàòó âåêòîðîâ òåêóùåãî óñå÷åííîãî

ìíîæåñòâà ðåøåíèé. Âûïîëíåíèå ïðîöåäóðû î÷èñòêè ãàðàíòèðóåò íåçàâèñèìîñòü

ðåçóëüòèðóþùåãî TSS-ìíîæåñòâà îò ïîðÿäêà ñëåäîâàíèÿ óðàâíåíèé â ÑËÎÄÓ.

Õàðàêòåðèñòèêó ñâîéñòâ óñå÷åííîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé ÑËÎÄÓ, ïîñòðîåí-

íîãî òàêèì ñïîñîáîì, äàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, ïðè ýòîì äîïóñòèì, ÷òî

ÑËÎÄÓ S ñîâìåñòíà è � � � � �M e e ek{ , , , }1 2 � — åå óñå÷åííîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé.
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Òåîðåìà 6. 1. Âåêòîðû óñå÷åííîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé ÿâëÿþòñÿ ìèíèìàëü-

íûìè ðåøåíèÿìè ÑËÎÄÓ S , ò.å. åå áàçèñíûìè ðåøåíèÿìè.

2. Ïóñòü x x x xq� ( , , , )1 2 � — ìèíèìàëüíîå ðåøåíèå ÑËÎÄÓ S è

� � � � � � � �M e e eq q k k{ ( , , ), ( , , ), , ( , ,1 11 1 2 21 2 1� � � � � �� � � � kq )} — åå óñå÷åí-

íîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé. Òîãäà èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî � � � �x x k
i

i
i j

ijmax max
,

� ,

ãäå � ij — êîîðäèíàòû âåêòîðîâ � � �e Mi , i k j q� �1 1 2, , ; , , ,� � .

3. Ñëîæíîñòü àëãîðèòìà îïðåäåëåíèÿ ñîâìåñòíîñòè ÑËÎÄÓ èìååò ýêñïî-

íåíöèàëüíóþ ñëîæíîñòü ïî ÷èñëó óðàâíåíèé â ñèñòåìå.

Ïîñêîëüêó ðåçóëüòèðóþùåå TSS-ìíîæåñòâî ðåøåíèé íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà

ñëåäîâàíèÿ óðàâíåíèé â ñèñòåìå, òî ñóùåñòâóåò âîçìîæíîñòü âûáîðà óðàâíåíèÿ

â ÑËÎÄÓ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ÷èñëî ïðîìåæóòî÷íûõ âåêòîðîâ íà êàæäîì øàãå

âû÷èñëåíèé áûëî ìèíèìàëüíûì. Äåéñòâèòåëüíî, ÷èñëî ïðîìåæóòî÷íûõ âåêòî-

ðîâ çàâèñèò îò âåëè÷èíû rs k� , ãäå r — ÷èñëî ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé, s — ÷èñ-

ëî îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé, k — ÷èñëî íóëåâûõ çíà÷åíèé. Âû÷èñëÿÿ çíà÷åíèÿ

äëÿ âñåõ óðàâíåíèé âåëè÷èíû rs k� , âûáèðàåì óðàâíåíèå ñ ìèíèìàëüíûì çíà÷å-

íèåì rs k� (â ýòîì ñëó÷àå r s k, , ðàâíû ÷èñëó ïîëîæèòåëüíûõ, îòðèöàòåëüíûõ è

íóëåâûõ êîýôôèöèåíòîâ â óðàâíåíèè) è ñòðîèì äëÿ íåãî TSS-ìíîæåñòâî ðåøå-

íèé. Çàòåì íà ýòèõ âåêòîðàõ íàõîäèì çíà÷åíèÿ îñòàëüíûõ óðàâíåíèé è âûáèðàåì

óðàâíåíèå äëÿ êîìáèíèðîâàíèÿ ñ ìèíèìàëüíûì çíà÷åíèåì rs k� .

Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòîò ïðîöåññ ïðèìåðîì.

Ïðèìåð 6. Ðàññìîòðèì ÑËÎÄÓ

S

L x x x x x x x

L x x x x
�

� � � � � � �

� � �
1 1 2 3 4 5 6

2 1 2

2 1 3 1 4 2 0

1 0 2

( ) ,

( ) 3 4 5 6

3 1 2 3 4 5 6

3 2 1 0

3 1 1 0 1 2 0

� � � �

� � � � � � � �

x x x

L x x x x x x x

L

,

( ) ,

4 1 2 3 4 5 64 1 1 2 0 1 0( ) .x x x x x x x� � � � � � �

	




�
�

�

�
�

Åñëè âû÷èñëÿòü TSS-ìíîæåñòâî â ïîðÿäêå ñëåäîâàíèÿ óðàâíåíèé â ñèñòåìå,

òî ÷èñëî TSS-ðåøåíèé ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñîñòàâèò 8 � �rs k , ãäå r � 4, s � 2, k � 0

(ïåðâûé ñòîëáåö), äëÿ âòîðîãî óðàâíåíèÿ òàêèõ ðåøåíèé áóäåò ñåìü (âòîðîé

ñòîëáåö). Çäåñü ñòîëáöû ñîäåðæàò çíà÷åíèÿ íà TSS-ðåøåíèÿõ óðàâíåíèé

L L L2 3 4, , äëÿ ïåðâîãî âûáîðà è L L L1 3 4, , — äëÿ âòîðîãî âûáîðà.

Íà âòîðîì øàãå âû÷èñëåíèé îïòèìàëüíûì áóäåò âûáîð ÷åòâåðòîãî óðàâíåíèÿ,

ïîñêîëüêó ÷èñëî êîìáèíàöèé ñîñòàâëÿåò 10, à äëÿ äðóãèõ óðàâíåíèé — 12. Îêîí÷à-

òåëüíîå TSS-ìíîæåñòâî âêëþ÷àåò äâà ðåøåíèÿ: ( , , , , , )16 15 89 0 76 10 è

( , , , , , )2 0 3 5 7 5 .

Ïðîâåäåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçûâàþò, ÷òî êîëè÷åñòâî ïðîìåæóòî÷íûõ

âû÷èñëåíèé ïðè ïîñòðîåíèè ìèíèìàëüíîãî ïîðîæäàþùåãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé

ÑËÎÄÓ ìîãóò ñóùåñòâåííî óìåíüøàòüñÿ. Íàïðèìåð, äëÿ ïðèâåäåííîé íèæå
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Ðåøåíèÿ L x1 0( ) � L2 L3 L4

(1, 2, 0, 0, 0, 0) 1 � 1 6

(0, 3, 1, 0, 0, 0) � 2 4 2

(0, 1, 0, 1, 0, 0) � 3 1 � 1

(0, 2, 0, 0, 0, 1) 1 4 3

(2, 0, 0, 0, 1, 0) 4 � 7 8

(0, 0, 4, 0, 3, 0) � 2 1 � 4

(0, 0, 0, 4, 1, 0) � 10 � 1 � 8

(0, 0, 0, 0, 1, 2) 4 3 2

Ðåøåíèÿ L x2 0( ) � L1 L3 L4

(2, 0, 1, 0, 0, 0) 7 � 5 7

(0, 1, 0, 0, 0, 0) � 1 1 1

(0, 0, 1, 0, 1, 0) � 1 1 � 1

(0, 2, 1, 0, 0, 2) 7 5 1

(3, 0, 0, 1, 0, 0) 7 � 9 10

(0, 0, 0, 2, 3, 0) � 10 � 3 � 6

(0, 0, 0, 1, 0, 3) 7 6 1



ìàòðèöû ÑËÎÄÓ

� � � � � � � � � � �

� � � � �

1 1 1 2 0 3 4 5 3 1 4 3 1 4 1 4 4 2 4 3 5 0 4 3 2

2 3 4 3 3 1 1 4 3 4 1 0 2 0 2 2 4 1 4 1 1 2 2 3 5

2 3 2 0 3 2 5 4 5 3 3 3 3 5 0 2 1 5 3 0 2 5 2 4

� � � � �

� � � � � 1

4 1 4 3 3 3 2 1 3 4 4 4 2 2 3 4 2 3 2 2 5 4 3 2 4

1 1 3 4 3 2 3 3

� � � � � � � � � �

� � � � � � 1 5 4 3 4 1 0 1 4 1 2 2 2 4 3 5 5

3 3 1 3 4 3 1 3 2 1 3 4 3 3 4 3

� � � � � � � �

� � � � � � � � �5 0 2 1 4 3 1 2 4

4 2 4 2 5 3 2 1 5 4 2 1 4 1 5 3 3 4 3 2 5 0 4 2 2

1 3

� � �

� � � � � � � � �

� �1 4 0 4 4 0 3 1 3 1 3 1 5 1 4 0 4 5 4 3 1 3 2

0 1 3 1 0 4 3 2 1 2 5

� � � � � � � � � � �

� � � � � 0 5 1 3 4 4 1 4 0 1 3 1 0 5

2 1 1 1 2 4 2 3 0 0 1 1 0 3 2 1 5 2 3

� � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � �

�

1 1 5 4 2 1

5 2 1 5 0 4 0 5 0 1 2 5 4 2 0 2 5 0 1 0 2 4 1 2 4

3 3 4 4 0 4 3 1 3 4 3 3 1 5 3 2 4 4 0 3 1 0 2 2 2

2 4 3 4 5 3 2 1 2 2 4 5 1 2 0

� � � � � � � � � �

� � � � � 3 2 4 0 1 2 4 3 2 2

5 5 2 2 5 3 1 4 0 4 5 2 4 5 0 3 2 2 2 1 0 3 1 4 1

� �

� � � � � � � � � � � �

�4 1 3 1 4 2 0 1 0 2 4 3 3 2 2 2 0 3 3 3 0 1 5 5 2� � � � � � � �

â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ óëó÷-

øåííîãî TSS-àëãîðèòìà [15]

ãåíåðèðóåòñÿ 780 òûñÿ÷ êîì-

áèíàöèé, à åãî ïðèìåíåíèå

áåç óëó÷øåíèÿ ãåíåðèðóåò

35883 òûñÿ÷è êîìáèíàöèé.

Â ðåçóëüòàòå èìååì òàêèå

âðåìåííûå õàðàêòåðèñòèêè:

â ïåðâîì ñëó÷àå òðåáóåòñÿ

2493 ìñåê, à âî âòîðîì —

123 578 ìñåê.

Îöåíêè ñëîæíîñòè ðåøå-

íèÿ CSP àëãîðèòìîâ â ïåðå-

÷èñëåííûõ âûøå îáëàñòÿõ îòðàæåíû â òàáëèöå.

Îòíîñèòåëüíî îáëàñòè Zm — êîëüöà âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m — çàìåòèì, ÷òî â

ñëó÷àå ðàçëîæåíèÿ ìîäóëÿ m íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè ñëîæíîñòü ðåøåíèÿ CSP

ïðèíàäëåæèò êëàcñó ïîëèíîìèàëüíîé ñëîæíîñòè.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ïðèâåäåííûå îöåíêè âðåìåííûõ ñëîæíîñòåé àëãîðèòìîâ ìîæíî óòî÷íÿòü,

åñëè ïðîñëåæèâàòü âñå äåòàëè ïðîöåññà âû÷èñëåíèé, ïðîèñõîäÿùåãî â TSS-àë-

ãîðèòìå. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ìû îãðàíè÷èëèñü óñòàíîâëåíèåì òîëüêî âåðõíèõ

îöåíîê âðåìåííîé ñëîæíîñòè (ò.å. ñëîæíîñòüþ ðåøåíèÿ â íàèõóäøåì ñëó÷àå)

ýòèõ àëãîðèòìîâ. Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ìîäóëÿ m ñëîæíîñòüþ âû÷èñëåíèÿ

ÍÎÄ â ïîëÿõ è êîëüöàõ âû÷åòîâ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, òîãäà îöåíêà àëãîðèòìîâ

ðåøåíèÿ ñèñòåì â òàêèõ ïîëÿõ óïðîùàåòñÿ. Òàê, íàïðèìåð, â ïîëå F2 , êîòîðîå

÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ â ïðèëîæåíèÿõ, íåîáõîäèìîñòü âû÷èñëåíèÿ ÍÎÄ âîîáùå

îòïàäàåò.

Ýêñïåðèìåíòàëüíûå âåðñèè ñîîòâåòñòâóþùèõ àëãîðèòìîâ ïîñòðîåíèÿ ïðåä-

áàçèñîâ è áàçèñîâ äëÿ ïåðå÷èñëåííûõ âûøå îáëàñòåé áûëè ðåàëèçîâàíû â ÿçûêå

C � � . Ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî TSS-àëãîðèòì íàä ìíîæåñòâîì íàòóðàëüíûõ

÷èñåë äîñòàòî÷íî áûñòðî ðàáîòàåò â ñëó÷àå ðàçðåæåííûõ ìàòðèö ñèñòåì.
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Ò à á ë è ö à

Îáëàñòü Ìíîæåñòâà
Ñëîæíîñòü

CSP-ðåøåíèÿ
Ññûëêè íà
ïóáëèêàöèè

Íåïðåðûâíàÿ
� P [23]

� P [23]

Äèñêðåòíàÿ

N NP [3, 4, 5, 16]

Zm NP [7]

{ , }0 1 NP [5]

Fp P [6]

Z P [8]
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