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Àííîòàöèÿ. Äëÿ çàäà÷ ôàêòîðèçàöèè èíôîðìàöèè ïðîàíàëèçèðîâàíà ñâÿçü ñâîéñòâ äè-
ôóíêöèîíàëüíîñòè è òåðíàðíûõ îòíîøåíèé. Íàéäåíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ïðîèçâîëü-
íûå n-àðíûå îòíîøåíèÿ èíäóöèðóþò ìóëüòèàëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû ñ åäèíûì íîñèòåëåì
â âèäå äåêàðòîâîãî êóáà. Ðàññìîòðåíà àêñèîìàòèêà ìóëüòèãðóïï. Ñôîðìóëèðîâàíû è äî-
êàçàíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ãðóïï íà êëàññàõ ýêâèâàëåíòíîñòåé. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû
ïðîäóöèðîâàíèÿ ìóëüòèãðóïï è ñëó÷àåâ, êîãäà åäèíîãî íîñèòåëÿ íå ñóùåñòâóåò.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãðàíóëÿöèîííîå èñ÷èñëåíèå, ìóëüòèàëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà, òåðíàðíîå
îòíîøåíèå, äèôóíêöèîíàëüíîñòü, ìóëüòèãðóïïà, ôàêòîð-ìíîæåñòâî.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ãåíåçèñ çàäà÷ ïîèñêà äîñòàòî÷íîé (â èäåàëå íåîáõîäèìîé) ñòåïåíè òî÷-

íîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ äàííûõ (èíôîðìàöèè, çíàíèé) äëÿ èõ îáðàáîòêè,

õðàíåíèÿ è èíòåðïðåòàöèè ëåæèò â îáëàñòè êîìïðîìèññîâ, ïîñêîëüêó ïðî-

òèâîðå÷èâîñòü êðèòåðèåâ — îäèí èç êëþ÷åâûõ ôàêòîðîâ, îïðåäåëÿþùèõ

â èòîãå è êîððåêòíîñòü, è âàëèäíîñòü ðåçóëüòàòîâ. Íåðàçëè÷èìîñòü è ñõî-

äñòâî, ìàòåìàòè÷åñêîé ýêñïëèêàöèåé êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî

îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè è òîëåðàíòíîñòè, íåðåäêî ÿâëÿþòñÿ áàçèñîì

äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñèñòåì, íàïðàâëåííûõ íà ñîãëàñîâàíèå íåäîñòàòî÷íîñòè è

èçáûòî÷íîñòè [1–3]. Ðàçâèâàåìîå â íàñòîÿùåå âðåìÿ ãðàíóëÿöèîííîå èñ-

÷èñëåíèå [4–7] ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâëÿòü íåêîòîðîå «öåëîå» ñåìåéñòâàìè

êëàññîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ, â ñâîþ î÷åðåäü, ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ýëå-

ìåíòîâ, íåðàçëè÷èìûõ èñõîäÿ èç âíóòðåííèõ (ñóùíîñòíûõ), âíåøíèõ

(ñòðóêòóðíûõ) èëè êîíòåêñòíûõ (ïðåäìåòíî-îðèåíòèðîâàííûõ) ñâîéñòâ.

Èíà÷å ãîâîðÿ, ãðàíóëÿöèîííîå èñ÷èñëåíèå — èíñòðóìåíòàðèé, ïðåäíàçíà-

÷åííûé äëÿ îãðóáëåíèÿ–äåòàëèçàöèè äàííûõ, èõ ñòðàòèôèöèðîâàííîé

ñòðóêòóðèçàöèè è âûÿâëåíèÿ ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííûõ îòíîøåíèé.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ìåòîäû ãðàíóëÿöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ — ñóòü ìåæäèñ-

öèïëèíàðíûõ èññëåäîâàíèé, ïðîâîäèìûõ, ïðåæäå âñåãî, â ðàìêàõ èíòåðâàëüíî-

ãî àíàëèçà [8], «ãðóáûõ» (rough sets) ìíîæåñòâ [9, 10], âû÷èñëèòåëüíîãî èíòåë-

ëåêòà [11, 12], ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà áàç äàííûõ ñ êîíòåêñòíûì ïîèñêîì,

óíèâåðñàëüíîãî øêàëèðîâàíèÿ, êëàñòåðíûõ è ïîäîáíûõ ìåòîäîâ [12–14]. Òà-

êèì îáðàçîì, îñíîâíûå èäåè, ïîäõîäû è ïðèíöèïû âçÿòû èç ðàçëè÷íûõ îòðàñ-

ëåé çíàíèé, ïîýòîìó, ñ îäíîé ñòîðîíû (è ýòî íå ÿâëÿåòñÿ íåîæèäàííîñòüþ), ðÿä

èññëåäîâàíèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèøü ïåðåíîñ èçâåñòíûõ ïîëîæåíèé â íîâóþ

ñôåðó, ñ äðóãîé (ñëåäóåò ýòî îñîáî îòìåòèòü) — òåðìèíîëîãèÿ è àêñèîìàòèêà

ãðàíóëÿöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ íàõîäèòñÿ ëèøü â ñòàäèè ñòàíîâëåíèÿ. Ïîýòîìó

íàñóùíîé ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìà îáîáùåíèé, áûòü ìîæåò, äàæå ìåòàìàòåìàòè÷åñ-

êèõ, ÷òî ñîçäàñò ïðåäïîñûëêè äëÿ êîíñòðóêòèâíîãî ðàçâèòèÿ äàííîãî íàïðàâëå-

íèÿ. Â êà÷åñòâå îäíîãî èç âîçìîæíûõ «ÿçûêîâ» ãðàíóëÿöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ

ìîæíî óêàçàòü ìóëüòèàëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû [15–18], îáîáùàþùèå ðåçóëüòà-
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òû òðàäèöèîííûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì [19] è ïîçâîëÿþùèå äëÿ ðàçëè÷íûõ

ìàòåìàòè÷åñêèõ ñòðóêòóð ñèíòåçèðîâàòü è èäåíòèôèöèðîâàòü àëãåáðû, ìîäåëè

è àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû ñ íîñèòåëÿìè, îáúåäèíÿþùèìè ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ

ðàçëè÷íîé ïðèðîäû, à â êîíå÷íîì ñ÷åòå — îïåðèðîâàòü ãðàíóëàìè (êëàññàìè

ýêâèâàëåíòíîñòåé), íå äåëàÿ ðàçëè÷èé ìåæäó îòäåëüíûìè ïðåäñòàâèòåëÿìè

ýòèõ êëàññîâ.

Ó÷åò ñ òðåáóåìîé ñòåïåíüþ îáîáùåíèÿ (îãðóáëåíèÿ) äàííûõ èëè èõ êîíêðå-

òèçàöèè (äåòàëèçàöèè) â ôîðìàòå àíàëèçà âíóòðåííèõ (íåÿâíûõ) ðåãóëÿðíîñòåé,

ïðîäóöèðóåìûõ ïðèðîäîé, è âíåøíèõ (çàäàííûõ) ñâÿçåé, ôàêòè÷åñêè îïðåäåëÿå-

ìûõ ðåøàåìîé çàäà÷åé, ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ïîñòðîåíèÿ ýôôåêòèâ-

íûõ ñèñòåì êëàññèôèêàöèè. Åñëè ïðè êëàññèôèêàöèè âîçìóùàþùèå âîçäåéñòâèÿ

ìîæíî àäåêâàòíî ìîäåëèðîâàòü íåêîòîðîé ìàòåìàòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé, òî

ñ ó÷åòîì åå ñâîéñòâ íåðåäêî ìîæíî ïîëó÷àòü èíâàðèàíòíûå èëè ýêâèâàðèàíòíûå

îïèñàíèÿ, êîòîðûå íàðÿäó ñ ñèñòåìàòèçàöèåé îáåñïå÷èâàþò íàäåæíîå ðàñïîçíà-

âàíèå. Îäíîé èç íàèáîëåå âàæíûõ ñòðóêòóð ìîäåëèðîâàíèÿ âîçìóùàþùèõ âîç-

äåéñòâèé ÿâëÿåòñÿ ãðóïïà, ñîõðàíÿþùàÿ îáðàòèìîñòü òðàíñôîðìàöèé èíôîðìà-

öèè. Ïðè ýòîì àïïàðàò ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï ïðåäîñòàâëÿåò øèðîêèå âîçìîæíîñ-

òè äëÿ ïîñòðîåíèÿ èíâàðèàíòíûõ è ýêâèâàðèàíòíûõ îòîáðàæåíèé. Îäíàêî

âîïðîñû èñïîëüçîâàíèÿ ãðóïïîâûõ ñâîéñòâ íà ôàêòîð-ìíîæåñòâàõ äî íàñòîÿùå-

ãî âðåìåíè îñòàþòñÿ îòêðûòûìè. Â êà÷åñòâå òèïè÷íîãî ïðèìåðà íåîáõîäèìîñòè

ðåøåíèÿ çàäà÷ òàêîãî òèïà ìîæíî ñ÷èòàòü àíàëèç èçîáðàæåíèé â óñëîâèÿõ ãåîìåò-

ðè÷åñêèõ òðàíñôîðìàöèé, èíäóöèðîâàííûõ èçìåíåíèåì âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ

è/èëè îðèåíòàöèè îáúåêòà è âèäåîäàò÷èêà. Ôàêòîð-ìíîæåñòâîì â äàííîé ñèòóàöèè

ÿâëÿþòñÿ ðåçóëüòàòû ñåãìåíòàöèè îòäåëüíûõ âèäåîêàäðîâ.

Öåëü íàñòîÿùåé ñòàòüè — îñâåùåíèå ðàçâèòèÿ ìóëüòèàëãåáðàè÷åñêèõ ñèñ-

òåì â ïëàíå èññëåäîâàíèÿ óñëîâèé èíäóöèðîâàíèÿ ãðóïïîâîé ñòðóêòóðû íà ðàç-

áèåíèÿõ ìíîæåñòâ ïðîèçâîëüíîé ïðèðîäû.

ÄÈÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÎÑÒÜ È ÒÅÐÍÀÐÍÛÅ ÎÒÍÎØÅÍÈß

Ïóñòü íà äåêàðòîâîì ïðîèçâåäåíèè A B� ïðîèçâîëüíûõ ìíîæåñòâ A B, çàäàíî

îòíîøåíèå T x y( , ) . Åñëè îíî äèôóíêöèîíàëüíî, ò.å. T TT T� �1 , òî ýòî îòíîøå-

íèå èíäóöèðóåò è íà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, è íà îáëàñòè çíà÷åíèé îòíîøåíèÿ

ýêâèâàëåíòíîñòè, ôàêòîð-ìíîæåñòâà ïî êîòîðûì ðàâíîìîùíû. Èç äèôóíêöèî-

íàëüíîñòè ñëåäóåò
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1

1

1

1 .

Â êîíå÷íîì âàðèàíòå îòíîøåíèå T x y( , ) çàäàíî ìàòðèöåé AT . Åñëè íà ìåñòàõ

( , ), ( , ), ( , )i j k j k l ýòîé ìàòðèöû ñòîÿò åäèíèöû, òî è íà ìåñòå ( , )i l òîæå áóäåò

åäèíèöà. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòè «÷åòûðåõóãîëüíèêè» ïåðåíóìåðàöèåé ýëåìåíòîâ

ìíîæåñòâ A è B ìîãóò áûòü òðàíñôîðìèðîâàíû â åäèíè÷íûå 2 2� «êâàäðàòû»

è ïîìåùåíû â ëþáîå ìåñòî ìàòðèöû AT . ßñíî è òî, ÷òî ïîäîáíûå ìàòðèöû

ìîãóò áûòü ïðèâåäåíû ê áëî÷íîìó âèäó

28 ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2014, òîì 50, ¹ 4



m1

�����

m2

�����

... mr

�����



�

�
�
�
�
�
�
�
�
�

�

�
�
�
�
�
�
�
�
�

1 � 1 0 � � � � � � � � 0

� � � �

1 � 1 0 � � � � � � � � 0

0 0 1 � 1 0 � � � � � 0

� � � � � �

� � 1 � 1 0 � � � � � 0

� � � � � � � � � � � � �

� � 1 � 1 0 � 0

� � � � � � �

� � 1 � 1 0 � 0

� � 0 � 0 0 � 0

� � � � � � �

0 � 0 � � � � 0 � 0 0 � 0

Çäåñü áëîêè ñîñòîÿò òîëüêî èç åäèíèö, èìåþò ðàçìåðû ( , )n mi i , i r�1, , è

n nii

r

� �
1

, m mii

r

� �
1

, n card A� { } , m card B� { } .

Ïîñêîëüêó ëþáàÿ ïåðåíóìåðàöèÿ — ýòî äåéñòâèå íåêîòîðîé ïåðåñòàíîâêè

S n , ãäå n � ÷èñëî ýëåìåíòîâ, ëþáóþ (n m� )-ìàòðèöó ìîæíî òðàíñôîðìèðîâàòü

ïðèìåíåíèåì äâóõ ïåðåñòàíîâîê: S n è S m . Ðåçóëüòàò ýòîé òðàíñôîðìàöèè ïðî-

èçâîëüíîé ìàòðèöû A áóäåì îáîçíà÷àòü S An m, ( ) . Îòñþäà âûòåêàåò ñïðàâåäëè-

âîñòü ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå 1. Äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî äèôóíêöèîíàëüíîãî îòíîøåíèÿ T x y( , )

âñåãäà íàéäóòñÿ äâå ïåðåñòàíîâêè, äëÿ êîòîðûõ S An m T, ( ) èìååò áëî÷íûé âèä.

Îòìåòèì, ÷òî îòíîøåíèå äèôóíêöèîíàëüíîñòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìîäåëü

� � �{ }, ( , )A B T x y (íàçîâåì åå äèôóíêöèîíàëüíîé). Íî èç âûøåñêàçàííîãî ñëåäó-

åò, ÷òî íà êëàññàõ ýêâèâàëåíòíîñòè ïîðîæäàåòñÿ ìóëüòèìîäåëü, â êîòîðîé ìóëüòè-

îòíîøåíèå åäèíñòâåííî è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîñòåéøóþ ýêâèâàëåíòíîñòü —

ýêâèâàëåíòíîñòü ðàâåíñòâà

I x y
x y

x y
( , )

, ,

, .
� �

�


�
�

1

0

Îòñþäà âûòåêàåò ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå 1. Ëþáàÿ äèôóíêöèîíàëüíàÿ ìîäåëü âñåãäà èíäóöèðóåò ìóëüòè-

ìîäåëü â âèäå ýêâèâàëåíòíîñòè ðàâåíñòâà.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè ó äâóõ äèôóíêöèîíàëüíûõ ìîäåëåé ÷èñëî áëîêîâ â ìàòðèöàõ

S An m T1 1 1, ( ) è S An m T2 2 2, ( ) ñîâïàäàåò (à ïðèðîäà ìíîæåñòâ, ôîðìèðóþùèõ èõ íîñè-

òåëü, íåñóùåñòâåííà), òî èíäóöèðóåòñÿ îäíà è òà æå ìóëüòèìîäåëü â âèäå ýêâèâàëåí-

òíîñòè ðàâåíñòâà, ÷òî ôàêòè÷åñêè îçíà÷àåò èõ àëãåáðàè÷åñêóþ íåðàçëè÷èìîñòü.

Ââåäåì îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïîðÿäêîì îòíîøåíèÿ äèôóíêöèîíàëüíîñòè T è ñîîòâåò-

ñòâóþùåé åé ìîäåëè äèôóíêöèîíàëüíîñòè íàçîâåì ÷èñëî áëîêîâ â ìàòðèöå

S An m T, ( ) è îáîçíà÷èì åãî �( )T .

Îïðåäåëåíèå 2. Äâà îòíîøåíèÿ äèôóíêöèîíàëüíîñòè T1 è T2 è ñîîòâåòñòâó-

þùèå èì ìîäåëè áóäåì íàçûâàòü èçîìîðôíûìè, åñëè îíè ïîðîæäàþò îäíó è òó

æå ìóëüòèìîäåëü â âèäå ýêâèâàëåíòíîñòè ðàâåíñòâà.

Èñõîäÿ èç ýòîãî ñôîðìóëèðóåì ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå 2. Äâå äèôóíêöèîíàëüíîñòè T1 è T2 (äèôóíêöèîíàëüíûå ìîäåëè) èçî-

ìîðôíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà � �( ) ( )T T1 2� , ò.å. T T T T1 2 1 2~ ( ) ( )� �� � .

ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2014, òîì 50, ¹ 3 29

�
�
�

��
n1

�
�
�

��
n2

�

�
�
�

��
nr

�

�

�
�
�
�
�
�
�

�

�
�
�
�
�
�
�



Ðàññìîòðèì, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ïðîèçâîëüíîå òåðíàðíîå îòíîøåíèå

F x y z( , , ) íà A B C� � èíäóöèðóåò ìóëüòèñèñòåìó ñ åäèíûì íîñèòåëåì. Ïîñêîëü-

êó ïðîèçâîëüíîå òåðíàðíîå îòíîøåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñåìåéñòâà áèíàðíûõ,

ñðåäè êîòîðûõ íà óðîâíå ìóëüòèñèñòåì òîëüêî äèôóíêöèîíàëüíûå îòíîøåíèÿ

ôîðìèðóþò åäèíûé íîñèòåëü ñ òî÷íîñòüþ äî ïðèðîäû ýëåìåíòîâ, òî åñòåñòâåííî

ïðåäïîëàãàòü, ÷òî èìåííî ýòî ñâîéñòâî äîëæíî áûòü îïðåäåëÿþùèì.

Îïðåäåëåíèå 3. Òåðíàðíîå îòíîøåíèå F x y z( , , ) íà A B C� � ÿâëÿåòñÿ óñå-

÷åííî-äèôóíêöèîíàëüíûì ïî àðãóìåíòó x , åñëè ñîîòâåòñòâóþùåå ñå÷åíèå (ïðè

ëþáîì ôèêñèðîâàííîì x A� îòíîøåíèå F x y z( , , ) òðàêòóåòñÿ êàê áèíàðíîå îòíî-

øåíèå, çàäàííîå íà B C� ) ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì äèôóíêöèîíàëüíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 4. Òåðíàðíîå îòíîøåíèå F x y z( , , ) íà A B C� � íàçûâàåòñÿ

âïîëíå äèôóíêöèîíàëüíûì, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ óñå÷åííî-äèôóíêöèîíàëüíûì ïî

êàæäîìó ñâîåìó àðãóìåíòó.

Ëåììà 1. Ïóñòü T x y1 ( , ) è T x y2 ( , ) — äèôóíêöèîíàëüíûå îòíîøåíèÿ íà

A B� . Òîãäà åñëè � �x x A1 2, , � �y B èìååò ìåñòî T x y T x y1 1 1 2( , ) ( , )� �
T x y2 1( , ) �� T x y2 2( , ) , òî T T1 2~ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì íåîáõîäèìîñòü. Åñëè � �y B äëÿ êàêèõ-òî

x x A1 2, � èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî T x y T x y1 1 1 2( , ) ( , )� , òî ýëåìåíòû x1 è x2 ïðè-

íàäëåæàò îäíîìó êëàññó ýêâèâàëåíòíîñòè, êîòîðûå èíäóöèðóþòñÿ îòíîøåíèåì

T1 íà ìíîæåñòâå A , ò.å. x x
T

1 2

1

~ (ñèìâîë ~
T1

îçíà÷àåò ýêâèâàëåíòíîñòü îòíîñèòåëü-

íî T1). Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî T x y T x y2 1 2 2( , ) ( , )� , ò.å. x x
T

1 2

2

~ . Çíà÷èò, êëàññ ýê-

âèâàëåíòíîñòè A T1 1/ , ñîäåðæàùèé ýëåìåíòû x1 è x2 , ïðèíàäëåæèò êëàññó

A T1 2/ , ñîäåðæàùåìó ýòè æå ýëåìåíòû. Íî óñëîâèå ëåììû ñïðàâåäëèâî è äëÿ

ïðîòèâîïîëîæíîé ñèòóàöèè; ñëåäîâàòåëüíî, A T A T A T A T1 1 1 2 1 2 1 1/ / , / /� �
èëè A T A T1 1 1 2/ /� . Òàêèì îáðàçîì, ðàçáèåíèÿ, èíäóöèðóåìûå íà ìíîæåñòâå A

äèôóíêöèîíàëüíîñòÿìè T1 è T2 , ñîâïàäàþò, îòêóäà ñëåäóåò ñîâïàäåíèå ìîùíîñ-

òåé ðàçáèåíèé card A T card A T{ / } { / }1 1 1 2� . Ñëåäîâàòåëüíî, T T1 2~ .

Äîñòàòî÷íîñòü î÷åâèäíà: óñëîâèå ëåììû 1 îçíà÷àåò ñîâïàäåíèå ðàçáèåíèé

{ / }A T1 è { / }A T2 , íî äèôóíêöèîíàëüíîñòè T1 è T2 â ñëó÷àå èõ èçîìîðôèçìà èìå-

þò îäèíàêîâûå ðàçáèåíèÿ, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Çàìå÷àíèå 1. Â ñëó÷àå êîíå÷íîñòè ìíîæåñòâ A è B óñëîâèå ëåììû 1 îçíà÷à-

åò ðàâåíñòâî êîëè÷åñòâà åäèíè÷íûõ áëîêîâ â ìàòðèöàõ AT1
è AT2

, ò.å.

� �( ) ( )T T1 2� . Ýòà ñèòóàöèÿ ðàññìîòðåíà â ñèëó ïðàêòè÷åñêîé âàæíîñòè. Îäíàêî

åñëè ìíîæåñòâà A è B ïðîèçâîëüíû, òî â óñëîâèÿõ îäíîé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ

äâóõ îòíîøåíèé äèôóíêöèîíàëüíîñòè êîíå÷íîñòüþ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, è ëåì-

ìà 1 ñïðàâåäëèâà â îáùåì ñëó÷àå. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äâóõ îòíîøåíèé äèôóí-

êöèîíàëüíîñòè, èìåþùèõ îäíó îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ, êðèòåðèåì èçîìîðôèçìà

ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå ëåììû 1.

Ëåììà 1 ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü óñëîâèÿ, ñîãëàñíî êîòîðûì ïðîèçâîëüíîå òåð-

íàðíîå îòíîøåíèå, çàäàííîå íà äåêàðòîâîì ïðîèçâåäåíèè ïðîèçâîëüíûõ ìíî-

æåñòâ A B, è C, èíäóöèðóåò ìóëüòèàëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó ñ åäèíûì íîñèòåëåì,

ò.å. ìóëüòèîòíîøåíèå, îïðåäåëåííîå íà äåêàðòîâîì êóáå íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà,

÷òî ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ ìóëüòèãðóïï.

Óòâåðæäåíèå 2. Ïðîèçâîëüíîå òåðíàðíîå îòíîøåíèå F x y z( , , ) íà A B C� �
èìååò âñå èçîìîðôíûå îäèí äðóãîìó ñå÷åíèÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî âïîëíå

äèôóíêöèîíàëüíî, è äëÿ ëþáûõ x x A1 2, ,� y y B1 2, � è z C� èìåþò ìåñòî óñëîâèÿ:

i) F x y z F x y z F x y z F x y z( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )1 1 1 2 2 1 2 2� � � ;

ii) F x y z F x y z F x y z F x y z( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )1 1 2 1 1 2 2 2� � � .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì äîñòàòî÷íîñòü. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî åñëè

òåðíàðíîå îòíîøåíèå F x y z( , , ) ÿâëÿåòñÿ âïîëíå äèôóíêöèîíàëüíûì, òî âñå ñå÷å-

íèÿ ÿâëÿþòñÿ îòíîøåíèÿìè äèôóíêöèîíàëüíîñòè, çàäàííûìè íà îäíîé îáëàñòè

îïðåäåëåíèÿ.

Èç óñëîâèÿ i) âèäíî, ÷òî îíî âêëþ÷àåò äâà ñå÷åíèÿ: F x y z( , , )1 è F x y z( , , )2 ,

ïîëíîñòüþ óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì ëåììû 1, òàê êàê ýòî óñëîâèå ôàêòè÷åñêè

ïðåäñòàâëÿåò óñëîâèå ëåììû 1 äëÿ ýòèõ ñå÷åíèé. Íî ïîñêîëüêó óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ

êðèòåðèåì èçîìîðôèçìà, òî äëÿ ëþáûõ x x A1 2, � èìååì èçîìîðôèçì

F x y z F x y z( , , ) ~ ( , , )1 2 . Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, èç óñëîâèÿ ii) èìååì

F x y z F x y z( , , ) ~ ( , , )1 2 .

Åñëè îáîçíà÷èòü ðàçáèåíèÿ, èíäóöèðóåìûå íåêîòîðûì îòíîøåíèåì F íà ìíî-

æåñòâàõ A B, è C ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç { / }A F , { / }B F , { / }C F , òî èç

F x y z F x y z( , , ) ~ ( , , )1 2 ñëåäóåò, ÷òî ìîùíîñòè ðàçáèåíèé { / }B F è { / }C F ñîâïà-

äàþò è íå çàâèñÿò îò âûáîðà ýëåìåíòà x , ò.å. card B F card C F{ / } { / }� .

Àíàëîãè÷íî èç óñëîâèÿ F x y z F x y z( , , ) ~ ( , , )1 2 èìååì card A F card C F{ / } { / }� ;

íî òîãäà card A F card B F card C F{ / } { / } { / }� � , ÷òî è îçíà÷àåò âìåñòå ñ âïîëíå

äèôóíêöèîíàëüíîñòüþ îòíîøåíèÿ F x y z( , , ) èçîìîðôèçì âñåõ åãî ñå÷åíèé. Äîñòà-

òî÷íîñòü äîêàçàíà.

Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó íåîáõîäèìîñòè. Åñëè âñå ñå÷åíèÿ èçîìîðôíû, òî

âïîëíå-äèôóíêöèîíàëüíîñòü âûïîëíÿåòñÿ, ïîñêîëüêó card A F card B F{ / } { / }� �
� card C F{ / } . Îòñþäà ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå âçàèìíî-îäíîçíà÷íîãî ñîîòâåòñòâèÿ

ìåæäó ìíîæåñòâàìè êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòåé, ÷òî ïîðîæäàåò äèôóíêöèîíàëüíîñòè

â êàæäîì ñå÷åíèè. Óñëîâèÿ i) è ii) áóäóò âûïîëíÿòüñÿ êàê êðèòåðèè èçîìîðôèçìà.

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

ÌÓËÜÒÈÀËÃÅÁÐÀÈ×ÅÑÊÈÅ ÑÈÑÒÅÌÛ Ñ ÅÄÈÍÛÌ ÍÎÑÈÒÅËÅÌ

Â ÂÈÄÅ ÄÅÊÀÐÒÎÂÎÃÎ ÊÓÁÀ

Ïóñòü äàíî n-àðíîå îòíîøåíèå S , çàäàííîå íà äåêàðòîâîì ïðîèçâåäåíèè ïðî-

èçâîëüíûõ ìíîæåñòâ A An1� �� . Ðàçîáüåì íàáîð ìíîæåñòâ { }Ai i
n
�1

íà k íåïó-

ñòûõ ÷àñòåé ñëåäóþùèì îáðàçîì: â ïåðâóþ ÷àñòü âõîäÿò ìàòðèöà A1 è êà-

êèå-òî îñòàâøèåñÿ ýëåìåíòû. Âî âòîðóþ ÷àñòü âõîäÿò ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò

èç íîìåðîâ Ai , êîòîðûé íå âîøåë â ïåðâóþ ÷àñòü, è êàêèå-òî ýëåìåíòû èç

îñòàòêà, íå âîøåäøèå â ïåðâóþ ÷àñòü. Â òðåòüþ ÷àñòü âõîäÿò ìèíèìàëüíûé

ýëåìåíò èç íîìåðîâ Ai , íå âîøåäøèé â ïåðâûå äâå ÷àñòè, è êàêèå-òî ýëåìåí-

òû îñòàòêà è ò.ä. Îòñþäà íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî íà äåêàðòîâîì ïðîèçâåäåíèè

ìíîæåñòâ B Bk1� �� , ãäå B j — äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ Ai , âõîäÿ-

ùèõ â j-þ ÷àñòü è ðàñïîëîæåííûõ â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ íîìåðîâ. Çàäàííûì

n-àðíûì îòíîøåíèåì S èíäóöèðóåòñÿ íåêîòîðîå k-àðíîå îòíîøåíèå, çàâèñÿ-

ùåå îò ñïîñîáà ðàçáèåíèÿ íà k ÷àñòåé. Âñå òàêèå ðàçáèåíèÿ îáðàçóþò

ìíîæåñòâî, ýëåìåíò êîòîðîãî îáîçíà÷èì pk .

Îïðåäåëåíèå 5. Ôàêòîð-îòíîøåíèåì k-ãî ïîðÿäêà äàííîãî ïðîèçâîëüíîãî

n-àðíîãî îòíîøåíèÿ S íàçîâåì k-àðíîå îòíîøåíèå, èíäóöèðóåìîå èñõîäíûì îò-

íîøåíèåì ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîãî ðàçáèåíèÿ pk îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ A An1� ��

íà k ÷àñòåé, è îáîçíà÷èì åãî �( ) /p Sk .

Äàëåå ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 3. Ïóñòü äàíî ïðîèçâîëüíîå n-àðíîå îòíîøåíèå S , çàäàííîå íà äå-

êàðòîâîì ïðîèçâåäåíèè ïðîèçâîëüíûõ ìíîæåñòâ A An1� �� . Òîãäà èì èíäóöèðóåòñÿ

òåðíàðíîå ìóëüòèîòíîøåíèå ñ åäèíûì íîñèòåëåì (íà äåêàðòîâîì êóáå íåêîòîðîãî

ìíîæåñòâà) â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå p3 íàáîðà ìíî-

æåñòâ { }Ai i
n
�1

òàêîå, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùåå åìó ôàêòîð-îòíîøåíèå òðåòüåãî ïîðÿäêà

�( ) /p S3 óäîâëåòâîðÿåò êàê òåðíàðíîå îòíîøåíèå óñëîâèÿì óòâåðæäåíèÿ 2.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì äîñòàòî÷íîñòü. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè

ñóùåñòâóåò íåêîòîðîå ðàçáèåíèå p3 íàáîðà A A An1 2, � �� , òî ñîîòâåòñòâóþùåå

åìó ôàêòîð-îòíîøåíèå òðåòüåãî ïîðÿäêà �( ) /p S3 , èíäóöèðóåìîå îòíîøåíèåì

S , çàäàíî íà äåêàðòîâîì ïðîèçâåäåíèè ìíîæåñòâ B B B1 2 3� � , ãäå

B A Ai i iri� � �1 � , i �{ , , }1 2 3 , à íàáîð A A Ai i iri1 2, � �� âõîäèò â íàáîð

A A An1 2, � �� â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ íîìåðîâ, ò.å. i i iri1 2, � �� , ri — ìîùíîñòü

i-é ÷àñòè ðàçáèåíèÿ p3 , ïðè ýòîì r r r r r r n1 2 3 1 2 30, , ,� � � � .

Ïîñêîëüêó òåðíàðíîå îòíîøåíèå �( ) /p S3 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì óòâåð-

æäåíèÿ 2, îíî èìååò âñå èçîìîðôíûå îäèí äðóãîìó ñå÷åíèÿ. Ïðè ýòîì òåðíàðíîå

îòíîøåíèå �( ) /p S3 èíäóöèðóåò íà êàæäîì èç ìíîæåñòâ B B B1 2 3, , ðàâíîìîù-

íûå ðàçáèåíèÿ èëè ôàêòè÷åñêè îäíî ðàçáèåíèå ñ òî÷íîñòüþ äî ñîñòàâà ýëåìåí-

òîâ. Òîãäà èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

card B p S card B p S card B p{ / [ ( ) / ]} { / [ ( ) / ]} { / [ (1 3 2 3 3� � �� � 3 ) / ]}S . (1)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâà { / [ ( ) / ]}B p Si � 3 ìîæíî âçàèìíî-îäíîçíà÷íî

îòîáðàçèòü íà íåêîòîðîå ìíîæåñòâî C , íà äåêàðòîâîì êóáå C 3êîòîðîãî çàäà-

íî òåðíàðíîå ìóëüòèîòíîøåíèå, èíäóöèðóåìîå �( ) /p S3 è ôàêòè÷åñêè ïîðîæ-

äåííîå ïðîèçâîëüíûì îòíîøåíèåì S . Äîñòàòî÷íîñòü äîêàçàíà.

Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó íåîáõîäèìîñòè. Åñëè S ïîðîæäàåò íåêîòîðîå

òåðíàðíîå ìóëüòèîòíîøåíèå íà äåêàðòîâîì êóáå êàêîãî-òî ìíîæåñòâà êëàññîâ

ýêâèâàëåíòíîñòè C, òî ñóùåñòâóåò íåêîòîðîå ðàçáèåíèå p3 íàáîðà ýëåìåíòîâ

A A An1 2, � �� . Ýòî îçíà÷àåò âûïîëíåíèå ðàâåíñòâ (1) äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàç-

áèåíèþ p3 ìíîæåñòâ B B B1 2 3, , . Íî èç óòâåðæäåíèÿ 2 ñëåäóåò, ÷òî ýòè ðàâåíñòâà

îáåñïå÷èâàþò èçîìîðôèçì âñåõ ñå÷åíèé òåðíàðíîãî ìóëüòèîòíîøåíèÿ, èíäóöè-

ðóåìîãî S , ò.å. âûïîëíåíèÿ óñëîâèé âïîëíå äèôóíêöèîíàëüíîñòè è óñëîâèé i), ii)

óòâåðæäåíèÿ 2, ÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, òåðíàðíîå ìóëüòèîòíîøåíèå ñ åäèíûì íîñèòåëåì ìîæåò ïî-

ðîæäàòüñÿ íå òîëüêî èñõîäíûì òåðíàðíûì îòíîøåíèåì, íî è ïðîèçâîëüíûì

n-àpíûì. Ñôîðìóëèðóåì ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå 3. Ëþáîå n-àðíîå îòíîøåíèå èíäóöèðóåò íà êëàññàõ ýêâèâàëåíò-

íîñòè âñå îòíîøåíèÿ ïî àðíîñòè îò åäèíèöû äî n .

Ôîðìèðîâàíèå ëþáîé ìóëüòèàëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû òðåáóåò ýêñïåðèìåí-

òàëüíîé ïðîâåðêè óñëîâèé åå ñóùåñòâîâàíèÿ, ò.å. íåîáõîäèìî óìåòü îïåðèðîâàòü

äàííûìè íåïîñðåäñòâåííî íà óðîâíå èñõîäíîãî n-àðíîãî îòíîøåíèÿ. Â ñâÿçè

ñ ýòèì ïîëó÷åííûå ðàíåå ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâèì â ÿâíîì (êîîðäèíàòíîì) âèäå.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ. Ðàññìîòðèì êîðòåæ ýëåìåíòîâ x xn1� �� . Åãî ìîæíî

ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè ðàçáèòü íà m ÷àñòåé ñ ñîõðàíåíèåì íîìåðà ýëåìåíòà xi .

Íà ðèñ. 1 ñõåìàòè÷íî ïîêàçàíî òàêîå ðàçáèåíèå. Çäåñü âûäåëåíû ïîçèöèè, êîòî-

ðûå çàíèìàþò ýëåìåíòû x x xik ik ikrk1 2
, � �� , ïðè÷åì òàêàÿ èíäåêñàöèÿ ïîä÷åðêèâà-

åò, ÷òî âàæíû íå ñàìè ýëåìåíòû êîðòåæà, à íîìåðà àðãóìåíòîâ, âõîäÿùèõ â k-þ

÷àñòü: i i ik k krk1 2
, � �� . Ââåäåì ïðåîáðàçîâàíèå f x x x xk ik ik ikrk

( ) { , }� � �
1 2

� , ãäå x

åñòü êîðòåæ x xn1� �� . Òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå îñóùåñòâëÿåò âûáîðêó ýëåìåíòîâ
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Ðèñ. 1. Ñõåìà ðàçáèåíèÿ êîðòåæà



ñ ôèêñàöèåé èõ íîìåðîâ, íàïðèìåð ðàçáèåíèå êîðòåæà x x x x x x� { , , , , }1 2 3 4 5 íà

äâå ÷àñòè: { , , }x x x1 3 5 è { , }x x2 4 , ò.å. f x x x x1 1 3 5( ) { , , }� , f x x x2 2 4( ) { , }� ,

x f x f x� { ( ), ( )}1 2 . Êðîìå òîãî, åñëè x, y A A A A A� � � � �1 2 3 4 5 , òî

{ ( ), ( )} { , , , , }f x f y x y x y x1 2 1 2 3 4 5� . Â îáùåì ñëó÷àå â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðîâåäåí-

íûìè ðàññóæäåíèÿìè èìååì

� � � � � � 	 � �x x x A A f x f x f x Am n m m1 2 1 1 1 2 2 1, { ( ), ( ), ..., ( )}� � ��An .

Òåïåðü ìîæíî âåðíóòüñÿ ê êîîðäèíàòíîé ôîðìóëèðîâêå èñêîìûõ óñëîâèé.

Ëåììà 2. Åñëè äëÿ n-àðíîãî îòíîøåíèÿ S , çàäàííîãî íà äåêàðòîâîì ïðîèç-

âåäåíèè ïðîèçâîëüíûõ ìíîæåñòâ A A An1 2� � �� , ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå p3 òà-

êîå, ÷òî

B A A A r1 11 12 1 1
� � � �� ,

B A A A r2 21 22 2 2
� � � �� ,

B A A A r3 31 32 3 3
� � � �� ,

ãäå r r r n1 2 3� � � , è äëÿ ëþáûõ x y y, ,1 2 , z z A A An1 2 1 2, � � � �� âûïîëíÿåòñÿ

èìïëèêàöèÿ

S f x f y f z

S f x f y f z

( ( ), ( ), ( )) ;

( ( ), ( ), ( )) ;

1 2 1 3 1

1 2 2 3 1

1

1

�

�

S f x f y f z

S f x f y f z

( ( ), ( ), ( ))

( ( ), ( ), (

1 2 2 3 2

1 2 1 3 2

1�

�

�
�

�
�

	 )) �1 ,

òîãäà èíäóöèðîâàííîå òåðíàðíîå îòíîøåíèå �( ) /p S3 íà B B B1 2 3� � ÿâëÿåòñÿ

óñå÷åííî-äèôóíêöèîíàëüíûì ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó x B� 1 .

Ñïðàâåäëèâîñòü ëåììû î÷åâèäíà. Èç îïðåäåëåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèé f f f1 2 3, ,

ñ ó÷åòîì èìïëèêàöèè â óñëîâèè ëåììû ñëåäóåò äèôóíêöèîíàëüíîñòü �( ) /p S3 .

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî åñëè áóäóò ñïðàâåäëèâû èìïëèêàöèè ïî äðóãèì àð-

ãóìåíòàì, òî èç ëåììû 2 ñëåäóåò óñå÷åííàÿ äèôóíêöèîíàëüíîñòü �( ) /p S3 ïî

îñòàëüíûì àðãóìåíòàì, ò.å. èíäóöèðîâàííîå òåðíàðíîå îòíîøåíèå �( ) /p S3 ÿâ-

ëÿåòñÿ âïîëíå äèôóíêöèîíàëüíûì. Â èòîãå ñôîðìóëèðóåì êîîðäèíàòíóþ

ôîðìóëèðîâêó óòâåðæäåíèÿ 3.

Óòâåðæäåíèå 4. Ïðîèçâîëüíîå n-àðíîå îòíîøåíèå S èíäóöèðóåò òåðíàðíóþ

ìóëüòèñèñòåìó ñ åäèíûì íîñèòåëåì, åñëè ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå p3 , óäîâëåòâî-

ðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

i) äëÿ ëþáûõ x y y z z A A An, , , ,1 2 1 2 1 2� � � �� ñïðàâåäëèâà èìïëèêàöèÿ

S f x f y f z

S f x f y f z

( ( ), ( ), ( )) ;

( ( ), ( ), ( )) ;

1 2 1 3 1

1 2 2 3 1

1

1

�

�

S f x f y f z

S f x f y f z

( ( ), ( ), ( ))

( ( ), ( ), (

1 2 2 3 2

1 2 1 3 2

1�

�

�
�

�
�

	 )) �1;

ii) äëÿ ëþáûõ x x y z z A A An1 2 1 2 1 2, , , , � � � �� ñïðàâåäëèâà èìïëèêàöèÿ

S f x f y f z

S f x f y f z

( ( ), ( ), ( )) ;

( ( ), ( ), ( )) ;

1 1 2 3 1

1 2 2 3 1

1

1

�

�

S f x f y f z

S f x f y f z

( ( ), ( ), ( ))

( ( ), ( ), (

1 2 2 3 2

1 1 2 3 2

1�

�

�
�

�
�

	 )) �1;

iii) äëÿ ëþáûõ x x y y z A A An1 2 1 2 1 2, , , , � � � �� ñïðàâåäëèâà èìïëèêàöèÿ
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S f x f y f z

S f x f y f z

( ( ), ( ), ( )) ;

( ( ), ( ), ( )) ;

1 1 2 1 3

1 2 2 1 3

1

1

�

�

S f x f y f z

S f x f y f z

( ( ), ( ), ( ))

( ( ), ( ), (

1 2 2 2 3

1 1 2 2 3

1�

�

�
�

�
�

	 )) �1;

iv) äëÿ ëþáûõ x x y y z A A An1 2 1 2 1 2, , , , � � � �� èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

S f x f y f z S f x f y f z( ( ), ( ), ( )) ( ( ), ( ), ( ))1 1 2 1 3 1 1 2 2 3� �

� �S f x f y f z S f x f y f z( ( ), ( ), ( )) ( ( ), ( ), ( )),1 2 2 1 3 1 2 2 2 3

S f x f y f z S f x f y f z( ( ), ( ), ( )) ( ( ), ( ), ( ))1 1 2 1 3 1 2 2 1 3� �

� �S f x f y f z S f x f y f z( ( ), ( ), ( )) ( ( ), ( ), ( )).1 1 2 2 3 1 2 2 2 3

Ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷íî î÷åâèäíà. Èìïëèêàöèè i)– iii) ðàñ-

ñìîòðåíû âûøå, à óñëîâèÿ iv) åñòü íå ÷òî èíîå, êàê óñëîâèÿ óòâåðæäåíèÿ 2 îá

èçîìîðôèçìå ñå÷åíèé òåðíàðíîãî îòíîøåíèÿ.

Îòìåòèì ïðàêòè÷åñêóþ âàæíîñòü óòâåðæäåíèÿ 4, ïîñêîëüêó îíî â ÿâíîì

âèäå óêàçûâàåò ñïîñîá ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòà ïðè ïîñòðîåíèè è îáîñíîâàíèè

ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè.

Ïîêàæåì, ÷òî èíäóöèðóåìûå íà êëàññàõ ýêâèâàëåíòíîñòåé îòíîøåíèÿ íå äî-

ïóñêàþò äàëüíåéøåé ïðîöåäóðû ôàêòîðèçàöèè. Äåéñòâèòåëüíî, ñëåäñòâèå 3

îçíà÷àåò, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî n-àðíîãî îòíî-

øåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå A A An1 2� � �� ïðîèçâîëüíûõ

ìíîæåñòâ Ai , i n�1, , ðàçáèòü íàáîð { , , }A An1 � â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà íà íåïåðå-

ñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà ìîæíî ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè, à èõ êîëè÷åñòâî âàðü-

èðóåòñÿ îò åäèíèöû äî n . Äîïóñòèì, n-àðíîå îòíîøåíèå S èíäóöèðóåò k-àðíîå

îòíîøåíèå F íà äåêàðòîâîì ïðîèçâåäåíèè ìíîæåñòâ âèäà

B A A A

B A A A

r

r

1 11 12 1

2 21 22 2

1

2

� � � �

� � � �

�

�

;

;
.....................................

,B A A Ak k k krk
� � � �




�
��

�
�
� 1 2 �

ãäå r r r nk1 2� � � �� . Ñîõðàíÿÿ îáîçíà÷åíèÿ, èñïîëüçóåìûå â óòâåðæäåíèè 4,

èìååì n f n f n f nk� { ( ), ( ), , ( )}1 2 � . Òîãäà îòíîøåíèå F , ôàêòè÷åñêè çàäàííîå

íà äåêàðòîâîì ïðîèçâåäåíèè B B Bk1 2� � �� íà êàæäîì èç ìíîæåñòâ Bi , i k�1, ,

èíäóöèðóåò ïðîöåäóðó ôàêòîðèçàöèè òàêóþ, ÷òî b bmi

F

mjm m
~ , ãäå bmjm

�Bm ,

à m�{1, ,� k} , åñëè èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

F b b b b F b b b bi i mi ki i i mj km k m
( , , , , , ) ( , , , , ,1 2 1 21 2 1 2

� � � �� ik
) (2)

äëÿ ëþáîãî íàáîðà ýëåìåíòîâ

{ , , , , , }b b b b B B B Bi m i m i ki m mm m k1 1 1 1 2 11 1 1
� � �� � � �� �

� � � � � 1 � �� Bk .

Òàêèì îáðàçîì, èíäóöèðóåòñÿ k-àðíîå ìóëüòèîòíîøåíèå M P Fk( ) / , êîòîðîå

íå äîïóñêàåò äàëüíåéøåé ïðîöåäóðû ôàêòîðèçàöèè, ò.å. íà êàæäîì ìåñòå îò-

íîøåíèÿ M P Fk( ) / êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòåé ñîñòîÿò èç îäíîãî ýëåìåíòà.

Ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì ýòîò ôàêò áîëåå òî÷íî.
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Îáîçíà÷èì { / }B Fm m
k

�1
êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòåé, êîòîðûå èíäóöèðóþòñÿ

íà ìíîæåñòâàõ { }Bm m
k

�1
âñëåäñòâèå îòíîøåíèÿ F , ò.å. ìóëüòèîòíîøåíèå

M P Fk( ) / çàäàíî íà äåêàðòîâîì ïðîèçâåäåíèè B F B F B Fk1 2/ / /� � �� . Ñïðà-

âåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 5. Åñëè äëÿ êàêîãî-ëèáî ôèêñèðîâàííîãî m�{1, ,� k} íàéäóò-

ñÿ äâà ýëåìåíòà b Fm ( ) , �b Fm ( ) �B Fm / , äëÿ êîòîðûõ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

M P F b F b F b Fk m k( ) / ( ( ), , ( ), , ( ))1 � � �

� �M P F b F b F b Fk m k( ) / ( ( , , ( ), , ( ))1 � � , (3)

ãäå {b F b F b F b Fm m k1 1 1( ), , ( ), ( ), , ( )� �� � } — ïðîèçâîëüíûé íàáîð, ïðèíàäëå-

æàùèé äåêàðòîâîìó ïðîèçâåäåíèþ B F B F B F B Fm m k1 1 1/ / / /� � � � �� �� � ,

òî b F b Fm m( ) ( )� � .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (3). Ïðè ýòîì b Fm ( )

è �b Fm ( ) — êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòåé. Âûáåðåì ïî ïðåäñòàâèòåëþ îò êàæäîãî

êëàññà bmim
�b Fm ( ) è � � �b b Fmi mm

( ) . Àíàëîãè÷íî âûáåðåì ïðîèçâîëüíûõ ïðåä-

ñòàâèòåëåé îò îñòàëüíûõ êëàññîâ, ò.å. b b Fi1 11
� ( ),�, b b Fm i mm� ��

� �1 11
( )

� �� ��
b b Fm i mm1 11

( ) , ... , b b Fki kk
� ( ) . Òîãäà íà îñíîâàíèè (3) èìååò ìåñòî ðàâå-

íñòâî (2) äëÿ îòíîøåíèÿ F , ò.å.

F b b b F b b bi mi ki i mi kim k m k
( , , , , ) ( , , , , )1 11 1

� � � �� �

èëè b bmi
F

mim m
~ � , ò.å. ýëåìåíòû bmim

, �bmim
ïðèíàäëåæàò îáîèì êëàññàì ýêâèâàëåíò-

íîñòåé b Fm ( ) è b Fm� ( ) . Ñëåäîâàòåëüíî, îíè ïåðåñåêàþòñÿ: b F b Fm m( ) ( )� � � � ,

íî âûïîëíåíèå ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà äëÿ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòåé îçíà÷àåò èõ ñîâ-

ïàäåíèå. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Èç óòâåðæäåíèÿ 5 âûòåêàåò ñëåäóþùåå: äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n-àðíîãî îòíî-

øåíèÿ S êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòåé, ôîðìèðóþùèåñÿ íà äåêàðòîâûõ ïðîèçâåäåíè-

ÿõ ìíîæåñòâ èç íàáîðà A An1, ,� , ÿâëÿþòñÿ ìàêñèìàëüíî ïîëíûìè. Ìóëüòèñè-

ñòåìû, èíäóöèðóþùèåñÿ îòíîøåíèåì S è â òî æå âðåìÿ ÿâëÿþùèåñÿ îòíîøåíèÿ-

ìè, «ðàçëè÷àþò» íà ëþáîì ìåñòå ñâîèõ àðãóìåíòîâ âñå ýëåìåíòû, è â ýòîì

ñìûñëå ïðîöåäóðà ôàêòîðèçàöèè ÿâëÿåòñÿ îêîí÷àòåëüíîé.

ÀÊÑÈÎÌÀÒÈÊÀ ÌÓËÜÒÈÃÐÓÏÏ

Îäíà èç ðåàëèçàöèé ìóëüòèñèñòåì — ðàñïðîñòðàíåíèå ñâîéñòâ òðàäèöèîííûõ

ìàòåìàòè÷åñêèõ ñòðóêòóð íà ôàêòîð-ìíîæåñòâà. Ïðè èçó÷åíèè ðàçëè÷íûõ èí-

ôîðìàöèîííûõ ñðåä âàæíîå çíà÷åíèå èìååò îáðàòèìîñòü òåõ èëè èíûõ èñêóñ-

ñòâåííûõ èëè ïðèðîäíûõ ñâîéñòâ, îïðåäåëÿþùèõ èõ ôóíêöèîíàëüíîñòü, àäåê-

âàòíîñòü è ò.ï. Èíà÷å ãîâîðÿ, ìóëüòèãðóïïû êàê èíñòðóìåíò èçó÷åíèÿ ðàçáèå-

íèé ìíîæåñòâ ïðîèçâîëüíîé ïðèðîäû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îáúåêò, èìåþùèé è

òåîðåòè÷åñêîå, è ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå. Ïîñêîëüêó ëþáàÿ áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ

ðàâíîñèëüíà òåðíàðíîìó îòíîøåíèþ, íà÷íåì ñ àíàëèçà ñâîéñòâ ìóëüòèãðóïï.

Ëåììà 3. Ïðîèçâîëüíîå òåðíàðíîå îòíîøåíèå S , çàäàííîå íà äåêàðòîâîì

êóáå íåïóñòîãî ìíîæåñòâà G ýëåìåíòîâ ïðîèçâîëüíîé ïðèðîäû, èíäóöèðóåò

ãðóïïîâóþ îïåðàöèþ, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé ñòàíîâèòñÿ ãðóïïîé, åñëè îíî óäîâ-

ëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

i) � � � � �a b G c G S a b c, ! : ( , , ) 1 ;

ii) � �a b c c c c c G, , , , , , :1 2 3 4 S a b c S ñ ñ c S b c c( , , ) ( , , ) ( , , )1 1 2 3� � �
� � 	S a c c( , , )3 4 1 S ñ ñ c( , , )1 4 1� ;

iii) � � � �a G e S e a a: ( , , ) 1 ;
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iv) � � � � �� �a G a G S a a e1 1 1: ( , , ) ;

v) � � � 	 �a b G S a b c S b a c, : ( , , ) ( , , )1 1 â ñëó÷àå, êîãäà èíäóöèðóåìàÿ îò-

íîøåíèåì S ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ñâîéñòâî i) ëåììû 3 — ýòî îïèñà-

íèå çàêîíà êîìïîçèöèè íà ÿçûêå òåðíàðíîãî îòíîøåíèÿ S . Äåéñòâèòåëüíî, åñëè

äëÿ ïðîèçâîëüíûõ a è b èç G íàéäåòñÿ åäèíñòâåííûé ýëåìåíò ñ èç G, óäîâëåòâî-

ðÿþùèé ðàâåíñòâó S a b c( , , ) �1 , òî åãî ìîæíî ñîïîñòàâèòü ýëåìåíòàì a è b èç G,

ñ÷èòàÿ ýòî ðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíûì ãðóïïîâîé îïåðàöèè ab ñ� .

Ðàññìîòðèì òåïåðü àññîöèàòèâíîñòü. Åñëè èìååò ìåñòî èìïëèêàöèÿ ii), òî

ðàññìîòðåííàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü òåðíàðíîãî îòíîøåíèÿ è ãðóïïîâîé îïåðàöèè

îáåñïå÷èâàåò ýêâèâàëåíòíîñòü ïàð ðàâåíñòâ ab ñ� 1 è

S a b c( , , )1 1� , (4)

à òàêæå ðàâåíñòâà ñ ñ ñ1 2� è ðàâåíñòâà

S ñ ñ c( , , )1 2 1� , (5)

ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

( )ab c ñ� 2 . (6)

Àíàëîãè÷íî ðàâåíñòâî bñ ñ� 3 ýêâèâàëåíòíî îòíîøåíèþ

S b c c( , , )3 1� , (7)

à ðàâåíñòâî añ ñ3 4� ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó

S a c c( , , )3 4 1� , (8)

ò.å. ïîëó÷àåì, ÷òî

a bc ñ( ) � 4 . (9)

Îäíàêî ñîãëàñíî ñâîéñòâó ii) èç (4), (5), (7), (8) èìååì S ñ ñ c( , , )1 4 1� . Ñðàâíèì

ýòî ðàâåíñòâî ñ (5): ïåðâûå äâà àðãóìåíòà ñîâïàäàþò, ò.å. èç ñâîéñòâà i) ëåì-

ìû 3 ñëåäóåò åäèíñòâåííîñòü ýëåìåíòà èç G , ñòîÿùåãî íà òðåòüåì ìåñòå, ò.å.

ñ ñ2 4� , íî òîãäà ñ ó÷åòîì (6) è (9) ïîëó÷èì ( ) ( )ab c a bc� , ÷òî è òðåáîâàëîñü

äîêàçàòü.

Òåïåðü íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî âûïîëíåíèå ñâîéñòâà iii) îçíà÷àåò ýêâèâàëåíò-

íîñòü ðàâåíñòâ ea a� è S e a a( , , ) �1 , ÷òî îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå ëåâîé

åäèíèöû.

Àíàëîãè÷íî ñâîéñòâî iv) îçíà÷àåò ýêâèâàëåíòíîñòü ðàâåíñòâ a a e� �1 è

S a a e( , , )� �1 1, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î ñóùåñòâîâàíèè ëåâîãî îáðàòíîãî ýëåìåíòà.

Íàêîíåö, ñâîéñòâî v) óñòàíàâëèâàåò êîììóòàòèâíîñòü îïåðàöèè, èíäóöèðóå-

ìîé îòíîøåíèåì S , òàê êàê ðàâåíñòâî S a b c( , , ) �1 ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó

ab ñ� , à ðàâåíñòâî S b a c( , , ) �1 ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó ba ñ� , îòêóäà ñëåäóåò

ab ba� , ò.å. èìååì àáåëåâó ãðóïïó. Ëåììà äîêàçàíà.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò íàéòè òå ñâîéñòâà ïðîèçâîëüíîãî n-àðíî-

ãî îòíîøåíèÿ, êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò èíäóöèðîâàíèå ýòèì îòíîøåíèÿì ìóëüòè-

ãðóïïû. Â óòâåðæäåíèè 4 íàéäåíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ n-àðíîå îòíîøåíèå S

èíäóöèðóåò òåðíàðíóþ ìóëüòèñèñòåìó ñ åäèíûì íîñèòåëåì. Èç óòâåðæäåíèÿ 5

ñëåäóåò, ÷òî èìåííî íà ýòîì ýòàïå îêîí÷àòåëüíî ôîðìèðóþòñÿ êëàññû ýêâèâà-

ëåíòíîñòåé, íà êîòîðûõ ìîæåò ôîðìèðîâàòüñÿ ãðóïïîâàÿ îïåðàöèÿ. Îñòàåòñÿ

ðàñïðîñòðàíèòü ðåçóëüòàòû ëåììû 3 íà n-àðíûå îòíîøåíèÿ.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì íîòàöèè ëåììû 2 òåðíàðíàÿ ìóëüòèñèñòåìà �( ) /p S3 (äà-

ëåå áóäåì îáîçíà÷àòü åå ÷åðåç T) çàäàíà íà äåêàðòîâîì ïðîèçâåäåíèè êëàññîâ
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B T B T B T1 2 3/ / /� � . Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ óòâåðæäåíèÿ 4, òî ìåæäó

êëàññàìè ýêâèâàëåíòíîñòåé èìååì âçàèìíî-îäíîçíà÷íûå ñîîòâåòñòâèÿ

�: / /B T B T1 2� ; �: / /B T B T2 3� ; �: / /B T B T1 3� , ò.å. ñïðàâåäëèâà ñõåìà

Àáñòðàãèðóÿñü (÷òî ÷àñòî èìååò ïðÿìîé ïðàêòè÷åñêèé ñìûñë) îò ïðèðîäû

ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâ B T ii / , ,�13 , ìîæíî àíàëèçèðîâàòü îäíî ìíîæåñòâî B , íà

äåêàðòîâîì êóáå êîòîðîãî èíäóöèðóåòñÿ òåðíàðíîå ìóëüòèîòíîøåíèå. Åñëè âû-

áðàòü ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò x x xn� � �{ }1 � èç ìíîæåñòâà A An1� �� , íà êîòîðîì

çàäàíî n-àðíîå îòíîøåíèå S , òî îòîáðàæåíèå f x1 ( ) ïåðåâîäèò åãî â ìíîæåñòâî

B1 , ò.å. f x B1 1( ) � . Îòìåòèì, ÷òî ýëåìåíò f x1 ( ) ïðèíàäëåæèò îïðåäåëåííîìó

êëàññó ýêâèâàëåíòíîñòåé B T1 / , êîòîðûé, â ñâîþ î÷åðåäü, ñîîòâåòñòâóåò îïðåäå-

ëåííîìó ýëåìåíòó ìíîæåñòâà B. Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî äëÿ ìíî-

æåñòâ B2 è B3 (ñõåìàòè÷íî ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 2). Çäåñü ïîëàãàåòñÿ, ÷òî îòî-

áðàæåíèÿ � i ñòàâÿò â ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíòó ìíîæåñòâà Bi êëàññ, êîòîðîìó îí

ïðèíàäëåæèò. Êàæäîå ìíîæåñòâî B T B T B T B Ti i ik is/ { / , ..., / , ..., / }� 1 ñîñòîèò

èç s ýëåìåíòîâ, à êàæäûé êëàññ âñëåäñòâèå îòîáðàæåíèÿ � i ïåðåõîäèò â ýëåìåíò

ìíîæåñòâà B, ñîñòîÿùåãî èç ýëåìåíòîâ C C Ci p s� � � �� � .

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðîñëåæèâàåòñÿ è îáðàòíàÿ öåïî÷êà. Ïî ïðîèçâîëüíîìó ýëå-

ìåíòó C Bp � äëÿ ëþáîãî i �{ , , }1 2 3 ìîæíî óñòàíîâèòü ñîîòâåòñòâóþùèé åìó

êëàññ B Tik / ; â ìíîæåñòâå B Ti / âûáðàòü ëþáîé ýëåìåíò ýòîãî êëàññà f xi ( ).

ßñíî, ÷òî îáðàòíûå îòîáðàæåíèÿ íå âñå îäíîçíà÷íû, à èìåííî � i
�1 — îäíîçíà÷-

íîå îòîáðàæåíèå â îòëè÷èå îò ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé � i
�1 è f i

�1 , îäíàêî

ìîæíî âûáèðàòü ëþáîé ýëåìåíò îáðàçà � i
�1 è f i

�1 . Â ðåçóëüòàòå èìååì ñõåìó,

ïðåäñòàâëåííóþ íà ðèñ. 3 äëÿ ëþáûõ ïàð íîìåðîâ i è j (i j, { , , }� 1 2 3 , i j� ,

p k m s, , { , ..., }� 1 , ïîñêîëüêó ïðè i j� âîçíèêàþùèå îòîáðàæåíèÿ íå ïðåäñòàâëÿþò

èíòåðåñà äëÿ ïðîäóöèðîâàíèÿ òåðíàðíîé ìóëüòèãðóïïû). Íà ðèñ. 3 â âèäå ñó-

ïåðïîçèöèè îòîáðàæåíèé èíäóöèðóþòñÿ ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ � ij è � ij :

� ij n nA A A A: 1 1� � � � �� � , (10)

� � � � �ij i i j j j jf f� � � �	 	 	 	 	1 1 1, (11)

� ij i jB B: � , (12)

� � � � �ij i j j j� � �	 	 	1 1, (13)

ãäå çíàê 	 ïðåäñòàâëÿåò ñèìâîë ñóïåðïîçèöèè îòîáðàæåíèé. Óêàæåì íà ðÿä

ñâîéñòâ, êîòîðûìè ýòè îòîáðàæåíèÿ îáëàäàþò.
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Ðèñ. 2. Ñõåìà èíäóöèðîâàíèÿ òåðíàðíîé ìóëüòèñèñòåìû (i � 1 3, )



Ñâîéñòâî 1. � � � � 	 � �x A A x f f xn ij j ij i1
1� � �( ) ( ( ( )) .

Ýòî ñâîéñòâî óêàçûâàåò íà ñâÿçü ìåæäó îòîáðàæåíèÿìè � ij è � ij , êîòîðîå î÷å-

âèäíî âûòåêàåò èç ðàâåíñòâ (11) è (13), óêàçûâàþùèõ íà òî, ÷òî � �ij i ij jf f� �	 	 1.

Îäíàêî ýòà ñóïåðïîçèöèÿ ýêâèâàëåíòíà èìïëèêàöèè â ñâîéñòâå 1.

Ñâîéñòâî 2. Îòîáðàæåíèÿ � ij ïîçâîëÿþò êîððåêòíûì îáðàçîì îñóùåñòâëÿòü

ëþáûå ïåðåñòàíîâêè àðãóìåíòîâ â òåðíàðíîé ìóëüòèñèñòåìå, èíäóöèðóåìîé

ïðîèçâîëüíûì n-àðíûì îòíîøåíèåì S .

Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó èìååò ìåñòî (10) è (12), òî, íàïðèìåð, ïðè

i j� �1 2, äëÿ ëþáûõ x x x A An1 2 3 1, , � � �� êîððåêòíîé ÿâëÿåòñÿ çàïèñü

S f x f x f xi( ( ), ( ( )), ( ))1 12 1 2 3 3� , ïîñêîëüêó �12 1 2( ( ))f x ïðèíàäëåæèò B2 . Âàæíî

ïîä÷åðêíóòü ñëåäóþùåå: äëÿ ëþáîãî ñå÷åíèÿ ïî àðãóìåíòàì x xn1� �� , îñóùå-

ñòâëÿåìîãî îòîáðàæåíèÿìè f i , ñ ïîìîùüþ îòîáðàæåíèé � ij â òåðíàðíîé ìóëüòè-

ñèñòåìå �( ) /p S3 åãî ìîæíî ïîìåñòèòü íà ëþáûå äâà îñòàâøèõñÿ ìåñòà. Ïîäîá-

íûå îïåðàöèè âàæíû ïðè ôîðìóëèðîâêå óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ ìóëüòèãðóïïû

íà ÿçûêå ïðîèçâîëüíîãî n-àðíîãî îòíîøåíèÿ S , êîòîðîå åå èíäóöèðóåò.

Ñâîéñòâî 3. Äëÿ ëþáîãî x A An� � �1 � ýëåìåíòû f xi ( ) è � ij if x( ( )) ñîîòâåò-

ñòâóþò îäíîìó ýëåìåíòó ìíîæåñòâà B èëè äëÿ íèõ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

� � � � �j j i j j ij if x f x( ( ( ))) ( ( ( ( ))))� .

Ýòî ñâîéñòâî î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëåäóåò èç ðèñ. 2 è îïðåäåëåíèé èñïîëüçóåìûõ

îòîáðàæåíèé. Íà îñíîâå ðàññìîòðåííûõ ñâîéñòâ ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ëåììó.

Ëåììà 4. Îòîáðàæåíèÿ � ij i jB B: � ïîçâîëÿþò ëþáîå «óñå÷åíèå» àðãóìåí-

òîâ x xn1� �� ïåðåñòàâëÿòü ñ i-ãî ìåñòà íà j-å â òåðíàðíîé ìóëüòèñèñòåìå

�( ) /p S3 , ïðè ýòîì ýëåìåíòû f x Bi i( ) � è � ij if x B( ( )) � ïðèíàäëåæàò êëàññàì

ýêâèâàëåíòíîñòåé B Tik
/ è B Tjm

/ ñîîòâåòñòâåííî ìíîæåñòâ Bi , B j , êîòîðûå ïå-

ðåõîäÿò ïðè îòîáðàæåíèÿõ � i è � j â îäèí è òîò ýëåìåíò ìíîæåñòâà B . Òàêèì

îáðàçîì, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî C B T B Tp i i j jk m
� �� �( / ) ( / ), ãäå

f x B Ti ik
( ) /� ; � ij i jf x B T

m
( ( )) /� ; C Bp � , p s�{ , , ..., }1 2 , i j, { , , }� 1 2 3 , i j� .

ÓÑËÎÂÈß ÑÓÙÅÑÒÂÎÂÀÍÈß ÌÓËÜÒÈÃÐÓÏÏ

Ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì èòîãîâûé ðåçóëüòàò, îòâå÷àþùèé íà îñíîâíîé âîïðîñ:

ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ïðîèçâîëüíîå n-àðíîå îòíîøåíèå S èíäóöèðóåò ìóëüòè-

ãðóïïó?
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Ðèñ. 3. Ñõåìà èíäóöèðîâàíèÿ òåðíàðíîé ìóëüòèñèñòåìû (îáùèé ñëó÷àé)



Òåîðåìà 1 (î ñóùåñòâîâàíèè ìóëüòèãðóïï). Ïóñòü ïðîèçâîëüíîå n-àðíîå îò-

íîøåíèå S , çàäàííîå íà äåêàðòîâîì ïðîèçâåäåíèè A A An1 2� � �� ìíîæåñòâ ïðî-

èçâîëüíîé ïðèðîäû, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì óòâåðæäåíèÿ 4 è íàáîðó ñâîéñòâ:

i) � � � � � �x y A A z S f x f y f zn, : ( ( ), ( ), ( ))1 1 2 3 1� ,

åñëè � � � �z S f x f y f z: ( ( ), ( ), ( ))1 2 3 1 , òî

� � � �3 3 3 3 3 3( ( ( ))) ( ( ( )))f z f z� � ;

ii) � � � �x y z z z z z A An, , , , , ,1 2 3 4 1 � òàêèõ, ÷òî

S f x f y f z

S f z f z f z

( ( ), ( ), ( )) ;

( ( ( ), ( ), ( ))

1 2 3 1

31 3 1 2 3 2

1�

� �

�

1

121 2 2 3 3

2 32 3 3

;

( ( ( )), ( ), ( )) ;

( ( ), ( ( )

S f y f z f z

S f y f z

�

� ), ( )) ,f z3 4 1�




�

�
�

�

�
�

ñëåäóåò S f z f z f z( ( ( ), ( ), ( )))�31 3 1 2 3 4 1� ;

iii) � � � � � � � � �x A A e A A S f e f x f xn n1 1 1 2 23 2 1� � : ( ( ), ( )), ( ( ))� ;

iv) � � � � � � � �� �x A A x A A S f x f x f en n1
1

1 1
1

2 13 2� � : ( ( ), ( )), ( ( ))� ) �1 .

Òîãäà S èíäóöèðóåò ìóëüòèñèñòåìó, îáðàçóþùóþ ãðóïïó íà êëàññàõ ýêâèâà-

ëåíòíîñòåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óòâåðæäåíèÿ 4 ñëåäóåò, ÷òî n-àðíîå îòíîøåíèå S èíäó-

öèðóåò òåðíàðíóþ ìóëüòèñèñòåìó �( ) /p S3 , çàäàííóþ íà äåêàðòîâîì êóáå ìíî-

æåñòâà B, ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé ìíîæåñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòåé. Åñëè S ,

êàê òåðíàðíîå îòíîøåíèå, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû 3, òî íà ìíîæåñòâå B

áóäåò èíäóöèðîâàòüñÿ ãðóïïîâàÿ îïåðàöèÿ, à ñàìî ìíîæåñòâî B îòíîñèòåëüíî

ýòîé îïåðàöèè áóäåò îáðàçîâûâàòü ãðóïïó íà êëàññàõ ýêâèâàëåíòíîñòåé. Ïîêà-

æåì, ÷òî òåðíàðíîå îòíîøåíèå �( ) /p S3 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû 3,

è òîãäà òåîðåìà áóäåò äîêàçàíà.

Êàê ñêàçàíî âûøå, ñóïåðïîçèöèÿ îòîáðàæåíèé f ii i i, , , ,� � �1 3, âèäà

F x f xi i i i( ) ( ( ( )))� � � ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ïðîèçâîëüíîìó ýëåìåíòó

x A An� � �1 � êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòåé, êîòîðîìó îí ïðèíàäëåæèò, ò.å. íåêîòîðûé

ýëåìåíò ìíîæåñòâà B. Â ñâîþ î÷åðåäü, ââåäåííûå ðàíåå îòîáðàæåíèÿ � ij

( , { , , }i j � 1 2 3 , i j� ) ïîçâîëÿþò ïåðåñòàâëÿòü f xi ( ) êàê àðãóìåíòû îòíîøåíèÿ S

ñ ñîõðàíåíèåì êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòåé, ÷òî äàåò âîçìîæíîñòü ïåðåñòàâëÿòü àð-

ãóìåíòû òåðíàðíîãî îòíîøåíèÿ �( ) /p S3 . Èìåííî ýòî ïîçâîëÿåò ðåøèòü

ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó.

Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ñâîéñòâî i) òåîðåìû 1. Îáîçíà÷èì F x1 ( ) �
� �� �1 1 1( ( ( )))f x a, F x f x b2 2 2 2( ) ( ( ( )))� �� � , F x3 ( ) �� �3 3 3( ( ( )))f x c� .

Òîãäà ïðîèçâîëüíîñòü ýëåìåíòîâ x y, áóäåò îçíà÷àòü ïðîèçâîëüíîñòü ýëåìåíòîâ

a è b êàê ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà B. À èç ïåðâîãî ñâîéñòâà ìóëüòèòåðíàðíîãî îòíî-

øåíèÿ �( ) /p S3 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ a b B, � ñóùåòâóåò c B� , äëÿ êîòîðîãî

[ ( ) / ]( , , )� p S a b c3 1� . Ïðè ýòîì åäèíñòâåííîñòü ýëåìåíòà c B� îáåñïå÷èâàåòñÿ

âòîðîé ÷àñòüþ ñâîéñòâà i), ïîñêîëüêó èç ðàâåíñòâ F z c3 ( ) � , F z c3 ( )� � � ñëåäóåò,

÷òî äëÿ c B�� âûïîëíÿåòñÿ [ ( ) / ]( , , )� p S a b c3 1� � , ò.å. c c� � . Òàêèì îáðàçîì,

ãðóïïîâàÿ îïåðàöèÿ íà ìíîæåñòâå B îïðåäåëåíà.

Àññîöèàòèâíîñòü ýòîé îïåðàöèè îïðåäåëÿåòñÿ ñâîéñòâîì ii). Ââåäåì ïî àíà-

ëîãèè îáîçíà÷åíèÿ F x a1 ( ) � , F y b2 ( ) � , F z c3 1 1( ) � , F z c2 ( ) � , F z c2 2 2( ) � ,

F z c3 3 3( ) � , F z c3 4 4( ) � . Èç óêàçàííûõ âûøå ñâîéñòâ îòîáðàæåíèé � ij âûòåêàåò,

÷òî, íàïðèìåð, �31 3 1( ( ))f z ñîîòâåòñòâóåò òàêèì ýëåìåíòàì ìíîæåñòâà
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A An1 � �� ïðè ìíîãîçíà÷íîì îòîáðàæåíèè f
1

1� , êîòîðûå ëåæàò â êëàññå ýêâè-

âàëåíòíîñòåé, îáîçíà÷åííîì C1 â ìíîæåñòâå B . Â ýòîì ñëó÷àå, íàïðèìåð, èç ïåð-

âîãî ðàâåíñòâà ñâîéñòâà ii) äëÿ òåðíàðíîãî îòíîøåíèÿ �( ) /p S3 ñëåäóåò

[ ( ) / ]( , , )� p S c c c3 1 2 1� (çäåñü èñïîëüçîâàíî ñâîéñòâî: åñëè äëÿ îòíîøåíèÿ S èìå-

åò ìåñòî ðàâåíñòâî S f x f y f z( ( ), ( ), ( ))1 2 3 1� , òî ïðè ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèÿõ

[ ( ) / ]( , , )� p S a b c3 1� ). Òåïåðü íåòðóäíî óâèäåòü, ÷òî ðàâåíñòâà ñâîéñòâà ii) äëÿ

îòíîøåíèÿ �( ) /p S3 èìåþò âèä

[ ( ) / ]( , , ) [ ( ) / ]( , , ) [ ( ) / ]( ,� � �p S a b c p S c c c p S b c3 1 3 1 2 3� � , )c3 �

� �[ ( ) / ]( , , )� p S a c c3 3 4 1 .

Íî â ýòîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâà èìïëèêàöèÿ ñâîéñòâà ii), à äëÿ îòíîøåíèÿ �( ) /p S3

âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî [ ( ) / ]( , , )� p S c c c3 1 4 1� . Îêîí÷àòåëüíî ìîæíî ñäåëàòü âû-

âîä î âûïîëíèìîñòè äëÿ �( ) /p S3 ñâîéñòâà ii) ëåììû 3, ÷òî îçíà÷àåò àññîöèàòèâ-

íîñòü ãðóïïîâîé îïåðàöèè íà B — ìíîæåñòâå êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòåé.

Àíàëîãè÷íî ïðè îáîçíà÷åíèÿõ F e e2 ( ) � , F x a2 ( ) � áóäóò èìåòü ìåñòî ñâîé-

ñòâà ii) è iv) ëåììû 3 â ïðèìåíåíèè ê îòíîøåíèþ �( ) /p S3 , ò.å. â èòîãå äîêàçàíî,

÷òî ìóëüòèòåðíàðíîå îòíîøåíèå �( ) /p S3 , èíäóöèðóåìîå ïðîèçâîëüíûì n-àð-

íûì îòíîøåíèåì S , óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû 3, ÷òî çàâåðøàåò äîêàçàò-

åëüñòâî òåîðåìû.

Çàìå÷àíèå 2. Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ êîììóòàòèâíîñòè ãðóïïîâîé îïåðàöèè n-àðíîå îò-

íîøåíèå S äîëæíî îáëàäàòü ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: � � � �x y A An, 1 � èç ðàâåíñòâà

S f x f y f z( ( ), ( ), ( ))1 2 3 1� ñëåäóåò S f y f x f z( ( ( )), ( ( )), ( ))� �21 1 12 1 3 1� , ÷òî ëåãêî

ïîêàçàòü, èñïîëüçóÿ ñõåìó äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè ìóëüòèãðóïï.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ôàêòîðèçàöèÿ èíôîðìàöèè (íàïðèìåð, â çàäà÷àõ ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ) â òîì

èëè èíîì ïðèçíàêîâîì ïðîñòðàíñòâå êîíöåïòóàëüíî ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îñíîâ-

íûõ ïîäõîäîâ, ëåæàùèõ â îñíîâå è îáðàáîòêè, è èíòåðïðåòàöèè äàííûõ. Ïðè-

ìåíåíèå êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòåé, âûñòóïàþùèõ â êà÷åñòâå îáúåêòîâ îáîá-

ùåíèÿ–äåòàëèçàöèè, ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ðåøåíèÿ öåëîãî êëàññà çàäà÷.

Â ïåðâóþ î÷åðåäü, ñëåäóåò âûïîëíèòü ïîèñê è àíàëèç âíóòðåííèõ ýêâèâàëåíò-

íîñòåé, óñòàíîâèòü ïðàâîìî÷íîñòü (ñîãëàñîâàííîñòü) èñïîëüçîâàíèÿ ñîâîêóï-

íîñòè ýêâèâàëåíòíîñòåé, â òîì ÷èñëå âíåøíèõ, ââåäåíèå êîòîðûõ äèêòóåòñÿ

ïðåäìåòíîé îáëàñòüþ, è, íàêîíåö, äàòü ïðèåìëåìîå îïðåäåëåíèå êîíòåê-

ñòíî-çàâèñèìûõ îïåðàöèé íà êëàññàõ ýêâèâàëåíòíîñòåé. Â ýòîì ïëàíå ïðåäëî-

æåííûå ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ îñíîâîé äëÿ èçó÷åíèÿ ãðóïïîâûõ ñâîéñòâ, âîçíè-

êàþùèõ íà ðàçáèåíèÿõ ìíîæåñòâ ïðîèçâîëüíîé ïðèðîäû.
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