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Àííîòàöèÿ. Ðàññìîòðåíû âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ ãðàíóëÿöèåé èíôîðìàöèè è ãðàíóëÿðíû-
ìè âû÷èñëåíèÿìè (ãðàíóëÿðíûé êîìïüþòèíã) ïðè ïðåäñòàâëåíèè íå÷åòêî-ìíîæåñòâåííîé
ãðàíóëû (ÍÌ-ãðàíóëû) â âèäå êðîíåêåðîâà ïðîèçâåäåíèÿ. Ïîêàçàíà óíèâåðñàëüíîñòü
ïðåäëîæåííîé ìîäåëè, â ÷àñòíîñòè, ïðè âû÷èñëåíèè îáðàòíîãî çíà÷åíèÿ íå÷åòêîé ïåðå-

ìåííîé âèäà
~

{ / }X x x� � è ðåøåíèè äðóãèõ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåí-

íîñòè. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðåäëîæåííàÿ ôîðìà ÍÌ-ãðàíóëû — òåíçîðíîå (êðîíåêåðîâî) ïðî-

èçâåäåíèå êîìïîíåíò x x� � , ïîçâîëÿåò ñîõðàíèòü ñâîéñòâî öåëîñòíîñòè ãðàíóë è ñóùå-

ñòâåííî ïðîäâèíóòüñÿ â ðåøåíèè ïðîáëåìû ãðàíóëÿðíîãî êîìïüþòèíãà è ïðåîáðàçîâàíèÿ
ãðàíóë.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òåíçîð, íå÷åòêîå ìíîæåñòâî, êðîíåêåðîâî ïðîèçâåäåíèå, íîðìà, èíôîð-
ìàöèîííàÿ ãðàíóëà, SVD-ðàçëîæåíèå.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ãðàíóëèðîâàíèå èíôîðìàöèè è ãðàíóëÿðíûå âû÷èñëåíèÿ (ãðàíóëÿðíûé êîì-

ïüþòèíã) (ÃðÊ) îáóñëîâëåíû íåîáõîäèìîñòüþ ïîâûøåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè ðå-

øåíèÿ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè. Íå÷åòêîå ìíîæåñòâî

(ÍÌ)
~
X x x� { / }� êàê èíôîðìàöèîííàÿ ãðàíóëà (ÈÃð èëè ïðîñòî Ãð) ÿâëÿåòñÿ

ïðèìèòèâîì è èãðàåò âàæíóþ ðîëü â ðåøåíèè ýòîé ïðîáëåìû, íî ñïîñîá

ïðåäñòàâëåíèÿ ÍÌ êàê ïîäìíîæåñòâà óïîðÿäî÷åííûõ ïàð, íàäåëåííûõ ñóáúåê-

òèâíîé ôóíêöèåé ïðèíàäëåæíîñòè (ÔÏ), â ðÿäå ñëó÷àåâ ñåðüåçíî ïðåïÿòñòâóåò

ýòîìó. Íåñìîòðÿ íà ìíîãîîáðàçèå ÔÏ, áîëüøèíñòâî çàäà÷ óïðàâëåíèÿ îãðàíè-

÷èâàåòñÿ òðåóãîëüíîé ÔÏ. Â íå÷åòêîé ìàòåìàòèêå, êîòîðàÿ áàçèðóåòñÿ íà

ïðèíöèïå íå÷åòêîãî ðàñøèðåíèÿ è èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà ñóùåñòâóåò ðÿä íå-

îáîñíîâàííûõ ïðåäïîëîæåíèé, ÷òî ìîæåò ïîñòàâèòü ïîä ñîìíåíèå

êîððåêòíîñòü åå ðåçóëüòàòîâ. Â ÷àñòíîñòè, íåîáîñíîâàííûå ýâðèñòèêè ïðè

îïðåäåëåíèè îáðàòíûõ âåëè÷èí äëÿ ÍÌ (ïî óìíîæåíèþ è ñëîæåíèþ) ïðîÿâ-

ëÿþòñÿ â äîñòàòî÷íî ñëîæíûõ çàäà÷àõ.

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ÍÌ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ãðàíóëà (ÍÌ-Ãð), åå ñâîéñòâà

èçó÷åíû íåäîñòàòî÷íî, â ñàìîì îïðåäåëåíèè ÍÌ è Ãð çàëîæåíî ïðîòèâîðå÷èå.

Â äàííîé ñòàòüå èçó÷àåòñÿ âîçìîæíîñòü îïðåäåëåíèÿ íîâûõ ñâîéñòâ ÍÌ-Ãð,

ïðåäñòàâëåííûõ â òåíçîðíî-ìàòðè÷íîé ôîðìå. Îòìåòèì, ÷òî ÈÃð èãðàþò âåäó-

ùóþ ðîëü â ïðåäñòàâëåíèè è îáðàáîòêå çíàíèé êîãíèòèâíûìè àãåíòàìè: âûäåëå-

íèå ñêðûòûõ çíàíèé, îïðåäåëåíèå íîâûõ ñâîéñòâ èíôîðìàöèîííûõ îáúåêòîâ íà

îñíîâå ìåòîäîâ èíòåëëåêòóàëüíîãî àíàëèçà äàííûõ (ÈÀÄ) (íàïðèìåð, èíòåëëåê-

òóàëüíûé êëàñòåðíûé àíàëèç â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè [1]) è äðóãèå çàäà÷è,

êîòîðûå óñïåøíî ðåøàþòñÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè ãðàíóëÿðíîé ïàðàäèãìû.

ÑÎÂÐÅÌÅÍÍÎÅ ÑÎÑÒÎßÍÈÅ ÏÐÎÁËÅÌÛ, ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈß

Ïåðâîé ïóáëèêàöèåé, ãäå ïîñòàâëåí âîïðîñ ãðàíóëÿöèè íå÷åòêîé èíôîðìàöèè

è îïðåäåëåíèÿ ñïîñîáîâ åå îáðàáîòêè, áûëà ðàáîòà Ë. Çàäå [2], â êîòîðîé Ãð

îïðåäåëåíà êàê ãðóïïà îáúåêòîâ (èëè òî÷åê), ïðåäñòàâëåííûõ (èçîáðàæåííûõ)

îáúåäèíåííî íà îñíîâå íåðàçëè÷èìîñòè/ðàçëè÷èìîñòè ñõîäñòâà, áëèçîñòè.

Ïîñëåäóþùåå ðàçâèòèå èäåè ãðàíóëÿöèè íå÷åòêîé èíôîðìàöèè ïîëó÷åíî â ðà-

áîòå [3]. Â [4] ïðèâåäåíû ïðèìåðû, ïîêàçûâàþùèå èåðàðõè÷íîñòü ãðàíóëÿöèè.
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Ïðàêòè÷åñêè âî âñåõ ðàáîòàõ îñíîâíàÿ èäåÿ ÃðÊ ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè

ãðóïï, êëàññîâ èëè êëàñòåðîâ ýëåìåíòîâ, íàçûâàåìûõ ãðàíóëàìè, â ñèëó òîãî,

÷òî îíè íå ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû áîëåå äåòàëüíî. Íåîáõîäèìîñòü ðàññìîòðå-

íèÿ ãðàíóë âîçíèêàåò òîãäà, êîãäà ïîÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü â ñîêðûòèè èí-

ôîðìàöèè â ãðàíóëàõ: íåîïðåäåëåííîñòü, íåïîëíîòà èëè íåäîñòîâåðíîñòü. Òè-

ïè÷íûé ïðèìåð òîìó — òåîðèÿ ãðóáûõ ìíîæåñòâ [5]. Îòìåòèì, ÷òî äàæå

â ñèòóàöèÿõ, ãäå èìååòñÿ ïîäðîáíàÿ è äîñòóïíàÿ èíôîðìàöèÿ, ìîæåò áûòü

äîñòàòî÷íî îñíîâàíèé èñïîëüçîâàòü ãðàíóëû, ÷òîáû ïîëó÷èòü ýôôåêòèâíîå ðå-

øåíèå, òàê êàê ôàêòè÷åñêè äëÿ ìíîãèõ ïðèêëàäíûõ ïðîáëåì òî÷íûõ ðåøåíèé

íå òðåáóþòñÿ.

Â ðàáîòå [3] ïðèâåäåíà òðàêòîâêà ãðàíóëû êàê ôîðìàëüíîé ãðóïïèðîâêè îáúåê-

òîâ, îïðåäåëåííûõ îáîáùåííûì îãðàíè÷åíèåì, à òàêæå ïðåäñòàâëåí òèï ãðàíó-

ëû, îïðåäåëÿåìîé êàê äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå Ãð, íàïðèìåð A Bi j� . Òåðìèíû

«ãðàíóëà» è «ãðàíóëÿöèÿ» ñâîèì ïîÿâëåíèåì îáÿçàíû ÈÀÄ. Ïîïûòêà ìîäåëèðî-

âàíèÿ èíôîðìàöèîííûõ ñèñòåì íà óðîâíå ìîäåëåé èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà

íåèçáåæíî ïðèâîäèò ê èíôîðìàöèîííûì ãðàíóëàì, òàê êàê îíè ÿâëÿþòñÿ àòðè-

áóòîì åñòåñòâåííîãî èíòåëëåêòà. Ñëåäóåò ó÷èòûâàòü, ÷òî óðîâåíü ãðàíóëÿöèè

(ðàçìåð è ñòðóêòóðà ãðàíóëû) èìååò ñóùåñòâåííîå çíà÷åíèå äëÿ ôîðìóëèðîâà-

íèÿ ïðîáëåìû è âûáîðà ñòðàòåãèè åå ðåøåíèÿ; ñëåäîâàòåëüíî, âîïðîñ äîñòàòî÷-

íîñòè ÍÌ ñ òðåóãîëüíîé ÔÏ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñëîæíûõ Ãð ÿâëÿåòñÿ ïðàâîìåðíûì.

Âàæíàÿ îñîáåííîñòü Ãð — öåëîñòíîñòü äèíàìè÷åñêîé èíôîðìàöèîííîé

ñòðóêòóðû è åå öåëåíàïðàâëåííîñòü. Ðàçìåð Ãð ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìíî-îðèåíòèðî-

âàííûì è çàâèñÿùèì îò çàäà÷è è ïðåäïîëàãàåìîãî ñïîñîáà åå ðåøåíèÿ; ïðåîáðà-

çîâàíèå Ãð ïðåäñòàâëÿåò ïðîáëåìó â ãðàíóëÿðíîì âû÷èñëåíèè. Â ðàáîòå [9] ïî-

êàçàíî, ÷òî ïî ïðèðîäå ðàçóìà ÷åëîâåêà âñÿ âîñïðèíèìàåìàÿ èì èíôîðìàöèÿ ÿâ-

ëÿåòñÿ ãðàíóëÿðíîé; âåëè÷èíó ãðàíóëÿðíîñòè ìîæíî îïðåäåëÿòü, èñïîëüçóÿ

øèðèíó ãðàíóëû, åñëè ïîñëåäíÿÿ åñòü ÍÌ, ïðåäñòàâëåííîå â êîîðäèíàòàõ çíà÷å-

íèå/ÔÏ. Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ïîëàãàòü, ÷òî â ïðåäåëå ïðè óìåíüøåíèè ñòåïå-

íè ãðàíóëÿðíîñòè èìååì Ãð áåñêîíå÷íî ìàëîé øèðèíû, ò.å. òî÷êó — îáúåêò

ñòàíäàðòíîé ìàòåìàòèêè. Îòìåòèì, ÷òî çäåñü äîïóùåíà íåòî÷íîñòü — ñòàíäàðò-

íàÿ ìàòåìàòèêà íîðìàëüíî ðàáîòàåò íå òîëüêî ñ ÷èñëîì, íî è ñ ìíîæåñòâîì ÷è-

ñåë, êîãäà â ðîëè ÷èñëà âûñòóïàåò ìàòðèöà.

Èíòåðïðåòàöèè è êëàññèôèêàöèè ãðàíóë äàíû â ðàáîòàõ [2, 3]. Ñëåäóåò îò-

ìåòèòü ìíîãîîáðàçèå êëàññèôèêàöèé ãðàíóë. Îíè ìîãóò îòëè÷àòüñÿ ïî ñâîåé

ïðèðîäå, ñëîæíîñòüþ, ðàçìåðîì, óðîâíåì àáñòðàêòíîñòè–äåòàëèçàöèè. Òåðìèí

«ãðàíóëÿöèÿ» ïðåäïîëàãàåò ïðîöåññû êîìïîçèöèè (ôîðìèðîâàíèå áîëåå êðóï-

íûõ ãðàíóë èëè îáúåäèíåíèå ãðóïïû ýëåìåíòîâ) è äåêîìïîçèöèè (ôîðìèðîâàíèå

áîëåå ìåëêèõ ãðàíóë). Â öèòèðîâàííûõ ðàáîòàõ Ë. Çàäå ïðèâåäåíû òèïè÷íûå ìî-

äåëè Ãð. Âûäåëèì òå èç íèõ, êîòîðûå ñâÿçàíû ñ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷åé:

èíòåðâàëû, ÍÌ, ëèíãâèñòè÷åñêèå ïåðåìåííûå, êëàñòåðû.

Ïðèìèòèâû ÿçûêà ãðàíóëÿðíûõ âû÷èñëåíèé — ïîêðûòèÿ, ðàçáèåíèÿ, îêðåñò-

íîñòè. Äàííûé êîíòåêñò òðåáóåò óòî÷íåíèÿ. Ê ïðèìèòèâàì ñëåäóåò îòíåñòè òåí-

çîðû è îïåðàöèè íàä íèìè [5, 6]. Ãðàíóëÿöèÿ èíôîðìàöèè ìîæíî ðåàëèçîâàòü ìå-

òîäàìè êëàññèôèêàöèè è êëàñòåðíîãî àíàëèçà, ñ ïîìîùüþ îòíîøåíèé âëîæåííîñ-

òè è íåñòàíäàðòíûõ ìíîæåñòâ. Ïðèâåäåì îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ [10, 11],

íåîáõîäèìûå äëÿ äàëüíåéøåãî ïîíèìàíèÿ èçëîæåííîãî.

Îïðåäåëåíèå 1. Ãðàíóëà äàííûõ — ìíîæåñòâî ñ ýëåìåíòàìè x êàê ÷ëåíàìè

ÍÌ
~
G ñ ãðàäàöèÿìè èç � , 0 1� �� , ò.å. g x x G U� � �

�
{ | }�

~
, ãäåU — óíèâåðñóì.
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Îïðåäåëåíèå 2. Âû÷èñëèòåëüíàÿ ãðàíóëà — îñíîâíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ

ñòðóêòóðà, èìåþùàÿ ñòàáèëüíóþ òîïîëîãèþ è, ïî êðàéíåé ìåðå, óñòðîéñòâî

(âèðòóàëüíîå) âû÷èñëèòåëüíîé ñïîñîáíîñòè èëè ïîâåäåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 3. Ãðàíóëÿðíûé êîìïüþòèíã — âû÷èñëèòåëüíàÿ ìåòîäîëîãèÿ,

êîòîðàÿ ìîäåëèðóåò è îñóùåñòâëÿåò âû÷èñëèòåëüíûå ñòðóêòóðû è ôóíêöèè ãðà-

íóëÿðíîé ñèñòåìîé, ãäå êàæäàÿ Ãð â ñèñòåìå âûïîëíÿåò âñòðîåííóþ ôóíêöèþ

èëè âçàèìîäåéñòâóåò ñ äðóãèìè Ãð â ñèñòåìå.

Â ðàáîòå [1] ñôîðìóëèðîâàí îáîáùåííûé ïðèíöèï ñèñòåìíîé àáñòðàêöèè,

óòâåðæäàþùèé, ÷òî ñèñòåìó ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê öåëîå íà äàííîì óðîâíå k

àðãóìåíòàöèè, 1 � �k n, áåç çíàíèÿ äåòàëåé íà óðîâíÿõ k 	1.

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Ãðàíóëÿðíûé êîìïüþòèíã èìååò äîñòàòî÷íî ìíîãî îïðåäåëåíèé. Ïðèâåäåì îäíî

èç íèõ, ïðåäëîæåííîå â ðàáîòå [12]: «… ñîâðåìåííàÿ ïàðàäèãìà, ìåòîäîëîãèÿ è

ìåòîäèêà èíôîðìàöèîííîãî àíàëèçà íåî÷åâèäíî ñòðóêòóðèðîâàííûõ … ñèñòåì

(«íå÷åòêî» ñòðóêòóðèðîâàííûõ ñèñòåì) … ». Ñîîòâåòñòâåííî ãðàíóëÿðíûå âû-

÷èñëåíèÿ âêëþ÷àþò «ìÿãêèå» âû÷èñëåíèÿ (ÌÂ). Îòìåòèì, ÷òî ÌÂ — îáîáùåí-

íûé òåðìèí, âêëþ÷àþùèé ìàòåìàòè÷åñêèå òåîðèè îáùåé òîïîëîãèè, òåîðèþ

ÍÌ, íåéðîñåòåâûå âû÷èñëåíèÿ è äð.

Åñòåñòâåííî, ãðàíóëà ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ, ïðè ýòîì ýëåìåíò ìîæåò áûòü

ãðàíóëîé, à ãðàíóëà ìîæåò áûòü ýëåìåíòîì äðóãîé ãðàíóëû. Ôîðìàëüíî îáúåäè-

íåíèå ýëåìåíòîâ â ãðàíóëû, êàê ýòî îòìå÷àëîñü âûøå, îïðåäåëÿåòñÿ, èñõîäÿ èç

ñõîäñòâà, «áëèçîñòè» ýëåìåíòîâ è ò.ä., íà ïðàêòèêå íåðåäêî îãðàíè÷èâàþòñÿ âè-

çóàëüíûì ñõîäñòâîì [13]. Êàæäàÿ Ãð èìååò âíóòðåííèå, âíåøíèå è êîíòåêñòó-

àëüíûå ñâîéñòâà. Ïîíÿòèå «ìèíèìàëüíûõ» (èëè «íà÷àëüíûõ») ãðàíóë, èç êîòî-

ðûõ ñëåäóåò «ñîáèðàòü» êðóïíûå ãðàíóëû, íå îïðåäåëåíî è çàâèñèò îò êîíòåêñòà

ðàññìàòðèâàåìîé ïðîáëåìû. Íèæå ïîíÿòèÿ ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ (â îáùåì ñëó-

÷àå íå÷åòêîãî) íå ðàññìàòðèâàþòñÿ. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî îòîáðàæàåòñÿ, â ÷àñòíî-

ñòè, â òîì, ÷òî îòíîøåíèÿ ìåæäó ãðàíóëàìè îïèñûâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ íå÷åòêèõ

ãðàôîâ è ñèñòåì íå÷åòêèõ ëîãè÷åñêèõ ïðàâèë òèïà «åñëè — òî».

Â ðàáîòå [14] ðàññìîòðåí ìåòîä ïðåäñòàâëåíèÿ èíôîðìàöèîííûõ ãðàíóë, èí-

äóöèðîâàííûé íå÷åòêîñòüþ. Ïîêàçàíî, ÷òî íå÷åòêóþ ãðàíóëó (â îáùåì ñëó÷àå

ÍÌ ) ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ïðîèçâåäåíèå íåçàâèñèìûõ ñêàëÿðíûõ ýêñïîíåíöè-

àëüíûõ ôóíêöèé. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ãðàíóëà ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê òåíçîðíîå

ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ, ÿâëÿþùèõñÿ ýëåìåíàìè ìíîæåñòâà óïîðÿäî÷åííûõ ïàð,

ò.å. { }x xx x/ ( ) ( )� �
 � . Â ñâîþ î÷åðåäü, â ñîîòâåòñòâèè ñ íîòàöèåé Matlab âåê-

òîð åñòü îäíîìåðíûé ìàññèâ.

Íàèáîëåå ðàñêðûòà ðîëü ÍÌ êàê ïîëüçîâàòåëÿ — îðèåíòèðîâàííîãî ïðîöåñ-

ñîðíîãî êàðêàñà ÃðÊ â ðàáîòå [15]. Íå÷åòêèå ìíîæåñòâà âûñòóïàþò êàê ãðàíó-

ëÿðíûå ïðåäñòàâèòåëè ÷èñëîâûõ äàííûõ, êîìïîíóåìûõ â íåêîòîðûé êîíòåêñò.

Ñ ïîìîùüþ ÔÏ ìîæíî îáúåäèíèòü ÍÌ â âèäå êîìïàêòíîãî îáúåêòà. Íå÷åòêèå

ìíîæåñòâà âûñòóïàþò êàê àãðåãàòû ÷èñëîâûõ äàííûõ è ìîãóò ôîðìèðîâàòüñÿ íà

îñíîâå ÷èñëîâûõ äàííûõ ïóòåì èõ êëàñòåðèçàöèè (ãðóïïèðîâàíèÿ).

Îñíîâíûå âîïðîñû ÃðÊ ïðàêòè÷åñêè ñîñðåäîòî÷åíû è ðàññìàòðèâàþòñÿ

â äâóõ âçàèìîñâÿçàííûõ àñïåêòàõ: ôîðìèðîâàíèÿ ãðàíóë è âû÷èñëåíèÿ íàä

íèìè [16]. Ôîðìèðóÿ íîâûé âèä ãðàíóëû, îïåðèðóþò åå îáðàçîâàíèåì, ïðåäñòàâ-

ëåíèåì è èíòåðïðåòàöèåé. Ýòîò âèä ôîêóñèðóåòñÿ â íàïðàâëåíèè ñåìàíòèêè ãðà-

íóëÿðíîé êîíñòðóêöèè.

Îòìåòèì åùå îäíó îñîáåííîñòü ÍÌ-Ãð, íå ó÷èòûâàåìóþ ïðè ãðàíóëÿðíîì

êîìïüþòèíãå. Èçâåñòíî, ÷òî îäíîé èç õàðàêòåðèñòèê ãðàíóë ÿâëÿåòñÿ èõ öåëîñò-

íîñòü, ò.å. ñ ãðàíóëîé íåîáõîäèìî ðàáîòàòü, íå ðàñ÷ëåíÿÿ åå íà êîìïîíåíòû. Íå-

÷åòêîå ìíîæåñòâî êàê ãðàíóëà òàêîâûì â äåéñòâèòåëüíîñòè íå ÿâëÿåòñÿ, òàê êàê

ïðè ðåàëèçàöèè îïåðàöèé íå÷åòêîé àðèôìåòèêè, êàê èçâåñòíî, ðàñ÷ëåíÿþò ÍÌ —
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ïîäìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííûõ ïàð, íà äâå êîìïîíåíòû: âåëè÷èíó è ôóíêöèþ ïðè-

íàäëåæíîñòè. Ñ âåëè÷èíàìè âûïîëíÿþò àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè, ñ ÔÏ — ëîãè-

÷åñêèå îïåðàöèè (îïðåäåëåíèå maxmin èëè minmax). Îòìåòèì, ÷òî ñ òåíçîðíîé

ãðàíóëîé, ïðåäëîæåííîé â íàñòîÿùåå ðàáîòå, âûïîëíÿþòñÿ òîëüêî îïåðàöèè îäíî-

ãî âèäà è, òàêèì îáðàçîì, ñâîéñòâî öåëîñòíîñòè ñîõðàíÿåòñÿ.

Â äàííîé ñòàòüå ñòàâèòñÿ çàäà÷à: ïðåäëîæèòü òàêóþ ôîðìó ÍÌ-Ãð, ÷òîáû

îíà ìîãëà èñïîëüçîâàòüñÿ è â ñòàíäàðòíîé, è â íå÷åòêîé ìàòåìàòèêå. Òàêóþ âîç-

ìîæíîñòü äàåò êðîíåêåðîâî (òåíçîðíîå) ïðîèçâåäåíèå (ÊÏ). Èñïîëüçîâàíèå èí-

ôîðìàöèè ëþáîé ñòåïåíè ãðàíóëÿðíîñòè â çàäà÷àõ ìîäåëèðîâàíèÿ, îïòèìàëüíî-

ãî óïðàâëåíèÿ è äðóãèõ çàäà÷àõ â ñîâðåìåííûõ ÏÊ âîçìîæíî áåç ó÷åòà ñâîéñòâ

èññëåäóåìîãî îáúåêòà. Êîíòðîëèðóåìàÿ ñòåïåíü ãðàíóëÿðíîñòè íà îñíîâå ÊÏ ïî-

çâîëÿåò ñóùåñòâåííî ñîêðàòèòü îáúåìû õðàíèìîé èíôîðìàöèè, ÷òî ìîæåò íå

òîëüêî ïðèâåñòè ê ïîâûøåíèþ áûñòðîäåéñòâèÿ îáðàáîòêè, íî è ñôîðìóëèðîâàòü

íîâûå çàäà÷è óïðàâëåíèÿ â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè.

Ñóùåñòâóåò ìíåíèå, ÷òî óìåíüøåíèåì ñòåïåíè ãðàíóëÿðíîñòè ìîæíî ñó-

ùåñòâåííî óâåëè÷èòü òî÷íîñòü ìîäåëè. Ïðèìåíåíèå áëèæàéøåãî ÊÏ (ÁÊÏ) ïî-

çâîëÿåò ýòó çàäà÷ó êîíêðåòèçèðîâàòü è ïðåäîñòåðå÷ü îò íåîáîñíîâàííûõ ïîèñêîâ

òî÷íîé ìîäåëè.

Îäèí èç âàæíûõ ðåçóëüòàòîâ ñîâðåìåííîé òåîðèè ÃðÊ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî

ïðåäñòàâëåíèå ÍÌ ÿâëÿåòñÿ ÷åòêèì. Êàê ïîêàçàíî â ðàáîòå [17], ÍÌ-ãðàíóëà — ýòî

íå÷åòêîå ìíîæåñòâî, êîòîðîå èìååò ÷åòêîå ìíîæåñòâî ïðåäñòàâëåíèÿ. Â äàííîì

ñëó÷àå ãðàíóëÿðíîå ÍÌ ðàññìîòðåíî â âèäå ÊÏ.

Èçëîæèì êîìïëåêñ çàäà÷:

— ïðåäñòàâëåíèå èíôîðìàöèîííîé ãðàíóëû â âèäå òåíçîðîâ ñ ìàòðèöàìè

m m� , ãäå m — êîëè÷åñòâî ðàçëè÷èìûõ ýëåìåíòîâ, â ñëó÷àå ÍÌ — ÷èñëî óïîðÿ-

äî÷åííûõ ïàð { }x x m/ ( )�
1

;

— ïîëó÷åíèå íîâîé (ñêðûòîé) èíôîðìàöèè îòíîñèòåëüíî ñâîéñòâ ÍÌ, ïðåä-

ñòàâëåííûõ â âèäå ãðàíóë;

— îöåíêà âëèÿíèÿ ÔÏ íà ðåçóëüòàò àðèôìåòè÷åñêîé îïåðàöèè ñ èíôîðìà-

öèîííîé ãðàíóëîé â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ.

Íå÷åòêîå ìíîæåñòâî
~

,A U� { }� , ãäå U — óíèâåðñóì, � — ôóíêöèÿ ïðèíàä-

ëåæíîñòè, ò.å.
~

/ ( )A ui i
u� { }� , � i

u( ) [ , ]
 0 1 ,
~

[ , ]A U� � 0 1 , â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåò-

ñÿ â âèäå òåíçîðíîé ãðàíóëû (ÒÃð):

~
/ ([ ] [ ] )( ) ( )A u ui i

u u

i

n
� 
 � � �

�
{ } T� �A

1

� ( ; )( ) ( ) ( ) ( )u u u uu
n
u

n
u

n n
u

1 1 1 1
� � � �� � � ,

ãäå � — ñèìâîë òåíçîðíîãî (êðîíåêåðîâà) ïðîèçâåäåíèÿ, çíàê Ò (èëè ' ) — ñèì-

âîë òðàíñïîíèðîâàíèÿ, u u u un� �[ ]1 2 , � � � �� �[ ]1 2 n i , � i i n� �0 1, , .

Ïóñòü ~ { [ ]x x� �
�

3 5 7 , � � [ ]}010 , óíèâåðñàëüíîå ìíîæåñòâî (ÓÌ), íà êîòîðîì

îïðåäåëåí ~x , ïðåäñòàâèì â âèäå {[ ], [ ]}3 5 7 111� � . Óïîðÿäî÷åííûå ïàðû

X x1 1 3 5 7 111� 
 �
�

{ } { }/ [ ], [ ]� è X x2 0 3 5 7 0 0 0� 
 �
�

{ } { }/ [ ], [ ]� íàçîâåì ÓÌ

ïîëíîé ïðèíàäëåæíîñòè è ïîëíîé íåïðèíàäëåæíîñòè ñîîòâåòñòâåííî. Áóäåì

ðàññìàòðèâàòü ãðàíóëû â ñâÿçè ñ ÓÌ, íà êîòîðîì çàäàíî ÍÌ.

Òåíçîðíàÿ ôîðìà ÍÌ-ãðàíóëû êàê ðåàëèçàöèÿ òåíçîðíîãî (êðîíåêåðîâà)

ïðîèçâåäåíèÿ ~ /x x x� { }� , ~x X� , X — óíèâåðñàëüíîå ìíîæåòñâî, X X X� { }1 2, ,

�x 
 [ , ]0 1 , X x1 1�
�

{ }/ , X x2 0�
�

{ }/ äàåò ñëåäóþùèå òåíçîð-ãðàíóëû, ÿâëÿþùèåñÿ
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àíàëîãàìè ÍÌ:

tx x tx� �
�

�

�
��

�

�

�
��

kron norm fro( , [ ] ) , ( ,010

0 0 0

3 5 7

0 0 0

' ' ' ) . ,� 911

tx x tx1 111

3 5 7

3 5 7

3 5 7

1� �
�

�

�
��

�

�

�
��

kron norm f( , [ ] ) , ( ,' ' ro' ) . .�15 78

F -íîðìû (Frobenius íîðìû) ìàòðèö tx tx, 1 ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû 9.11 è 15.78.

Èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî 0 1� �n ntx tx , ãäå 0 1, ,n ntx tx — íîðìû òåíçîðíûõ

ãðàíóë ÷åòêèõ ìíîæåñòâ íåïðèíàäëåæíîñòè, ïðèíàäëåæíîñòè è ÍÌ ñ òðåóãîëü-

íîé ÔÏ.

ÔÀÄÇÈÔÈÊÀÖÈß È ÄÅÔÀÄÇÈÔÈÊÀÖÈß
ÏÐÈ ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÈ ÒÅÍÇÎÐÍÛÕ ÃÐÀÍÓË

Ïðåäñòàâëåíèå ÍÌ
~

/ ,
~

X x X Xx� �{ }� , �x 
 [ , ]0 1 , â âèäå èíôîðìàöèîííîé

ãðàíóëû ïðåäïîëàãàåò âíóòðåííþþ öåëîñòíîñòü îáúåêòà, êîòîðàÿ ñîõðàíÿåòñÿ

ïðè âçàèìîäåéñòâèè ñ äðóãèìè îáúåêòàìè, ïðè ýòîì ôîðìà ïðåäñòàâëåíèÿ

ÍÌ-Ãð êàê ïîäìíîæåñòâà óïîðÿäî÷åííûõ ïàð ìîæåò åñòåñòâåííî èçìåíÿòüñÿ

â çàâèñèìîñòè îò ðåøàåìîé çàäà÷è. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âíóòðåííèå õàðàêòåðè-

ñòèêè ÍÌ-Ãð (ðàññòîÿíèÿ ìåæäó âåêòîðàìè { }xi i
x, � è { }xi i

x
� �1 1

, � ) ïðè âçàè-

ìîäåéñòâèè ñ äðóãèìè îáúåêòàìè áóäóò ïðåäñòàâëåíû â íåÿâíîé ôîðìå. Íàïðè-

ìåð, òåíçîðíàÿ ôîðìà
~

/ ( )X x t xx x x� 
 � �{ }� � ïðèâîäèò ê âíóòðåííèì ýëå-

ìåíòàì ìàòðèöû t x tij
x

i j
x x{ }� �� , ãäå ñåìàíòèêà ÍÌ { }xi i

x/ � íå ó÷èòûâàåòñÿ.

Â ýòèõ óñëîâèÿõ åñòåñòâåííî îïðåäåëèòü àëãîðèòìû ïåðåõîäà îò îäíîé ôîðìû

ïðåäñòàâëåíèÿ ÍÌ-ãðàíóëû ê äðóãîé.

Òåíçîðíàÿ ôîðìà ÍÌ-Ãð ïðåäïîëàãàåò, ÷òî âõîäîì ñèñòåìû íå÷åòêîãî

óïðàâëåíèÿ, â ÷àñòíîñòè, ìîæåò áûòü ìíîãîìåðíûé ìàññèâ (òåíçîð), êîòîðûé íå-

îáõîäèìî ìàòðèöèçèðîâàòü, èëè ïðåäñòàâèòü âõîä â âèäå ÍÌ-Ãð ñ ïðèíÿòîé àï-

ðèîðè ÔÏ, êàêîâîé â ïðàêòè÷åñêîì áîëüøèíñòâå ñ÷èòàåòñÿ òðåóãîëüíàÿ ÔÏ. Ïî-

ìèìî òðóäíîñòåé, íåèçáåæíî âîçíèêàþùèõ â óñëîâèÿõ ìíîãîìåðíîñòè îáúåêòà,

÷àñòî èíòåðâàë, â êîòîðîì îïðåäåëÿåòñÿ ÔÏ, âûÿâëÿåòñÿ íåêîíñòðóêòèâíûì, ò.å.

÷ðåçìåðíî áîëüøèì. Â ýòèõ óñëîâèÿõ îïðåäåëåíèå òåíçîðíîé ÍÌ-Ãð, áëèæàé-

øåé (â îïðåäåëåííîì ñìûñëå) ê èñõîäíîìó ìíîæåñòâó äàííûõ (ÈÌÄ), ìîæåò ñó-

ùåñòâåííî óëó÷øèòü ðåøåíèå çàäà÷è óïðàâëåíèÿ â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè,

â ÷àñòíîñòè ïðåäñòàâëåííîé ìíîæåñòâîì (ìàññèâîì) äàííûõ.

Èçëîæèì èñõîäíûå äàííûå è èõ ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îñíîâå áëèæàéøåãî êðîíåêå-

ðîâà ïðîèçâåäåíèÿ. ÁÊÏ îïðåäåëÿåòñÿ, èñõîäÿ èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà F -íîðì [17–19]

| | || || ||Q A A Q a a	 � � 	 �1 2
2

1 2
2

F F

�
T ,

ãäå a1 — âåêòîðèçîâàííàÿ âåðñèÿ ìàòðèöû A1, ñôîðìèðîâàííàÿ â âèäå êîëîí-

êè ñòîëáöîâ ìàòðèöû A1, a A1 1� vec ( ); a A2 2� vec ( );
�
Q — ïåðåôîðìèðîâàí-

íàÿ ìàòðèöà Q ; || ||� F — Frobenius íîðìà. Õîòÿ ÁÊÏ (Q A A
 �1 2) íå îòëè-

÷àåòñÿ îäíîçíà÷íîñòüþ èëè òî÷íîñòüþ, íî â ðÿäå ñëó÷àåâ åãî ïðèìåíåíèå ýô-

ôåêòèâíî. Ñòàíäàðòíàÿ ôîðìà ÁÊÏ ïðåäïîëàãàåò íàëè÷èå òîëüêî äâóõ ìàòðèö:

A1 è A 2 , êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ â SVD-ðàçëîæåíèè ñî ñâîèìè äâîéíûìè

êîìïîíåíòàìè — ëåâûì è ïðàâûì ñèíãóëÿðíûìè âåêòîðàìè. SVD-ðàçëîæåíèå

Q äàåò áëèæàéøóþ rank-1 ìàòðèöó a a1 2� íà Q . Îïòèìàëüíûå âåëè÷èíû

âåêòîðîâ a A1 1� vec ( ), a A2 2� vec ( ) îïðåäåëÿþòñÿ â âèäå a1 1 1� � U è
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a 2 1�V , ãäå �1 — íàèáîëüøàÿ ñèíãóëÿðíàÿ âåëè÷èíà Q ; U 1 è V1 — ñîîòâåò-

ñòâåííî ëåâûé è ïðàâûé ñèíãóëÿðíûå âåêòîðû. Ïðîöåäóðà ìàòðèöèçàöèè âåê-

òîðîâ a1 è a 2 äàåò îïòèìàëüíûå ÁÊÏ ìàòðèö A1 è A 2 .

Â îáùåì ñëó÷àå çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ÁÊÏ ôîðìóëèðóåòñÿ â ñëåäóþùåì

âèäå. Ïóñòü ìàòðèöà À èìååò ðàçìåð m n� , m m m� �1 2 , n n n� �1 2 ; íåîáõîäèìî

íàéòè ìàòðèöû B è C ðàçìåðà m n1 1� è m n2 2� ñîîòâåòñòâåííî, ìèíèìèçèðóþ-

ùèå îøèáêó f
F

A
B C A B C( , ) || ||� 	 � . Êðîìå òîãî, âåêòîðû vec ( )B � �1 1U (â íå-

êîòîðûõ ñëó÷àÿõ �
1
1 2

1
/ U ), vec ( )C �V1, ãäåU V1 1, — ëåâûé è ïðàâûé ñèíãóëÿðíûå

âåêòîðû SVD-ðàçëîæåíèÿ A , ðåøàþò çàäà÷ó minimize f
A

B C( , ) .

Â ðàññìàòðèâàåìîì çäåñü ñëó÷àå çàäà÷à ïîèñêà ÁÊÏ îðèåíòèðîâàíà íà ïîèñê
ÍÌ, ñôîðìèðîâàííîãî íà áàçå ÁÊÏ. Ïóñòü ÈÌÄ ïðåäñòàâëåíî â âèäå ìàòðèöû A
ðàçìåðà m n� , ãäå m — êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â ÍÌ, n — êîëè÷åñòâî èçìåðåíèé,

íå÷åòêîå ìíîæåñòâî
~

/ ( )X x xx
x

x� 
 � �
�

{ }� �t äîëæíî èìåòü îäèíàêîâîå êî-

ëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ äëÿ x è �x . Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà A äîëæíà áûòü ïðåä-

ñòàâëåíà â âèäå
�
A A 1n m n m n m m n� � � � �� � èëè

�
A 1 An m n m m n n m� � � � �� � .

Ïðèìåð. Ïóñòü ÈÌÄ çàäàíî â âèäå ìàòðèöû A 4 3� , ðåãóëÿðèçîâàííûå ìàòðèöû
�
A = 1 An m n m� � � � �3 4 ,

�
A = A 1n m n m� � � �� 3 4 èìåþò ðàçìåð 12 12� . Õîòÿ ýòè ìàò-

ðèöû ðàçëè÷íû, îäíàêî èõ F -íîðìû ðàâíû, ò.å. | | || | | ||
� �
A An m n m

F
n m n m

F
� � � � � �� �

2 2

� �| | ||A n m F
2 . Ýòî âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèÿ F -íîðìû, òàê êàê | | ||A B� �F

� �| | || | | ||A BF F , | | | |1 F �1. Íàïðèìåð, äëÿ ìàòðèö A 4 3� , 1 A3 4� � , A 1� �3 4 èõ
F -íîðìû ðàâíû: | | || | | || | | ||A 1 A A 14 3 3 4 3 4� � �� � � �F F F (äëÿ çàäàííîé ìàò-
ðèöû A 4 3� ), ïðè ýòîì ñàìè ìàòðèöû ðàçëè÷íû.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð ôàäçèôèêàöèè ÈÌÄ, çàäàííîãî â âèäå ìàòðèöû ( )x
3
9 .

10. Ïðåäñòàâèì ÈÌÄ, êîòîðîå ôàäçèôèöèðîâàíî ñ ïîìîùüþ ÁÊÏ. Ìàòðèöû

x , ( ) ( )x 1 x1 9
9

1 3 3
9� �� , ( ) ( )x x 12 9

9
3
9

1 3� � � ñ F -íîðìàìè | | || | | ||x xF F� �1

� �| | || .x 2 38 79F èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

x �

600 100 600

800 1300 0

400 300 500

1100 300 300

5

. . .

. .

. . .

. . .

. .

. .

. . .

. . .

. .

00 0 1300

0 900 900

800 800 1300

800 100 900

300 900 1100.

�

�

�
�
�
�
�
�
�
�
��

�

�

�
�
�
�
�
�
�
�
��

, ( )

. . .

. .

. . .

. .
x1 9

9

600 100 600

800 1300 0

400 300 500

1100 300
�

300

500 0 1300

0 900 900

800 800 1300

800 100 900

3

.

. .

. .

. . .

. . .

.00 900 1100

0

3

9

. .

�

�

�
�
�
�
�
�
�
�
��

�

�

�
�
�
�
�
�
�
�
��

�

�

�
�
�
�
�
�
�
�
��

�

�

�
�
�
�
�
�
�
�
��

�

�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
��

�

�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
��6

9

9

9

,

( )

.

.

.

.

.

.

.

.

x 2 9
9

600

800

400

1100
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800
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300
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�
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�

�

�

�

�
�
�
�
�
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�
��

�

�
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�
�
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�
��
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.

.

.

.

.
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900
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.
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��
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Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíû ìàòðèöû x x x, ,1 2 â ãðàôè÷åñêîì âèäå.

20. Âû÷èñëèì SVD-ðàçëîæåíèÿ1 ìàòðèö x, x1 è x 2 :

[ ] ( ):u s � � svd x

u( : , ) ( . . . . . . . .1 023 030 021 027 035 032 050 032 0� 	 	 	 	 	 	 	 	 	 . )40 T ,

� �1 3408 1 050 0 48 0 72� � 	 	 	. , ( : , ) ( . . . )T ;

[ ] ( ):u s � � svd x1

u( : , ) ( . . . . . . . .1 023 030 021 027 035 032 050 032 0� 	 	 	 	 	 	 	 	 	 . )40 T ,

� �1 3408 1 050 0 48 0 72 0 0 0 0 0 0� � 	 	 	. , ( : , ) ( . . . )T ;

[ ] ( ) :u s � � svd x 2

u( : , ) ( . . . . . . . .1 023 030 021 027 035 032 050 032 0� 	 	 	 	 	 	 	 	 	 . )40 T ,

� �1 3408 1 050 0 0 0 48 0 0 0 72 0 0� � 	 	 	. , ( : , ) ( . . . )T .

Ïîñêîëüêó ñèíãóëÿðíûå âåêòîðû �1 1�u( : , ) è �( : , )1 ÿâëÿþòñÿ îðòîãîíàëüíû-
ìè è ñîãëàñíî ñïîñîáó èõ îïðåäåëåíèÿ âñåãäà abs( ( : , )) [ , ]� 1 0 1� è
abs ( ( : , )) [ , ]� �1 11 0� �u , öåëåñîîáðàçíî ïðèäàòü abs ( ( : , ))� 1 è abs ( ( : , ))�1 1�u

ñìûñë óïîðÿäî÷åííûõ ïàð, îáðàçóþùèõ ÍÌ, ò.å.
~

( , ) / ( , )U u� � � �� �
�

1 1 1 1 1abs abs ,

� � � �1 12 1 2 1 1 1� � �abs abs abs absu u n n( , ) / ( , ), , ( , ) / ( , )}, ãäå abs ( ( : , ))� 1 âûñòóïàåò
â ðîëè ÔÏ. Õîòÿ òåîðåòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ, ïîäòâåðæäàþùèå ìàòåìàòè÷åñêóþ
êîððåêòíîñòü òàêîãî îáîáùåíèÿ îòñóòñòâóþò, ïðàêòè÷åñêèå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâà-
þò àáñîëþòíóþ ïðàâäîïîäîáíîñòü è ïðèêëàäíóþ ïðèãîäíîñòü òàêîãî äîïóùåíèÿ.
Íèæå ïðèâåäåíû ðàñ÷åòû, ïîäòâåðæäàþùèå ýòî ñâîéñòâî ÁÊÏ â êîíòåêñòå ÍÌ.

Íà ðèñ. 2 è 3 èçîáðàæåíû ïàðû ñèíãóëÿðíûõ âåêòîðîâ, îáðàçóþùèõ ÁÊÏ

äëÿ ìàòðèö õ1 è õ 2 . Äëÿ ÈÌÄ è ÁÊÏ, ïîëó÷åííûõ ñ ó÷åòîì íåîäíîçíà÷íîñòè,

áûëè ñôîðìèðîâàíû c ïîìîùüþ ñòàíäàðòíûõ ìåòîäîâ ÍÌ, êîòîðûå ñðàâíèâà-

ëèñü ñ ÍÌ òèïà
~

{ ( ( :, )) / ( ( : , ))}U u� � �� �
�

abs abs1 1 1 .

Íà ðèñ. 4 ïîêàçàíû ÍÌ ñ òðåóãîëüíîé ÔÏ, ñôîðìèðîâàííûå ñòàíäàðòíûì
ìåòîäîì, ñîãëàñíî êîòîðîìó ÍÌ ôîðìèðóåòñÿ êàê

~ { / / / }min max
mina a a a

a a a
� � � �
�

� � �0 1 0aver
aver max .
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Ðèñ. 1. Èñõîäíîå ìíîæåñòâî (à), ðåãóëÿðèçîâàííûå ìíîæåñòâà (á, â) äàííûõ, ïðåäñòàâëåííûå
ñ ïîìîùüþ Matlab-ïðîöåäóðû bar (x), bar (x1), bar (x 2)
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1 Ââèäó îãðàíè÷åííîãî îáúåìà ñòàòüè ìàòðèöû [ ]u s � íå ïðèâåäåíû, äëÿ âñåõ ðàçëîæåíèé
ñîõðàíåíû òîëüêî ëåâûé è ïðàâûé ñèíãóëÿðíûå âåêòîðû, à òàêæå ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå
ñèíãóëÿðíûõ âåëè÷èí: u( : , )1 , �( : , )1 è �1 ñîîòâåòñòâåííî.



Äëÿ ÈÌÄ (0/0 6.5/1 13/0) (1)

è êðîíåêåðîâîé àïïðîêñèìàöèè

ÈÌÄ (7/0 11/1 17/0) (2) âû÷èñëåí-

íîå ÍÌ èìååò âèä ïðèáëèçè-

òåëüíî 9 75 0 9 1 125 0�
�

{ . / / . / } (ïî-

êàçàíî òåìíûì öâåòîì). Íåòðóä-

íî âèäåòü, íàñêîëüêî ýôôåêòèâ-

íûì ÿâëÿåòñÿ ðàññìîòðåííûé ìå-

òîä: ÈÌÄ èìååò èíòåðâàë äëèíîé

13 óñë. åä. è äåôaäçèôèöèðîâàí-

íîå çíà÷åíèå 6.5 (ïðèáëèçèòåëü-

íî 6.5), àïïðîêñèìàöèÿ ñ ïîìîùüþ

ÁÊÏ (ïðèáëèçèòåëüíî 11) ñ äëèíîé

èíòåðâàëà 10 åä., âû÷èñëåííîå çíà-

÷åíèå
~
9 (ïðèáëèçèòåëüíî 9) ñ äëè-

íîé èíòåðâàëà 5 åä.

ÏÑÅÂÄÎÈÍÂÅÐÑÍÛÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÒÍÌ-Ãð

Ðàíåå îòìå÷àëîñü, ÷òî îäíèì èç íåäîñòàòêîâ òåîðèè íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ (ÒÍÌ)

ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå ôîðìàëüíîãî îïðåäåëåíèÿ îáðàòíîé âåëè÷èíû äëÿ íå÷åòêîé

ïåðåìåííîé (ÍÏ). Òåíçîðíûå ìîäåëè ÍÏ-ÈÒÃð äàþò âîçìîæíîñòü ðåøåíèÿ ýòîé

çàäà÷è. Èç ëèíåéíîé àëãåáðû [20] èçâåñòíî, ÷òî åñëè A — m n� -ìàòðèöà rank r,

òî ñóùåñòâóþò îðòîãîíàëüíûå ìàòðèöû Um m� è Vn n� òàêèå, ÷òî

A URV U C V� � ��

�
�

�

�
� ��

�

T Tr r

m n

0

0 0
.

Ïñåâäîèíâåðñèÿ A ïî Moore–Penrose, îáîçíà÷àåìàÿ êàê A� , åñòü n m� -ìàòðè-

öà âèäà

A V C U� � �
�

�
��

�

�
�� �

	

�

1 0

0 0
n m

T .

Ñ ó÷åòîì èçëîæåííîãî ðàññìîòðèì ïðèìåð îïðåäåëåíèÿ îáðàòíîé ÍÏ ïðèáëèçè-

òåëüíî 5 íà îñíîâàíèè ÈÒÃð. Ïóñòü ÍÏ çàäàíà â âèäå
~

{ / / / }5 3 0 5 1 7 0trimf �
�

, ÒÃð

([ ] [ ]3 5 7 0 1 0� T ) ïðåäñòàâëåíà êàê (
~

) [ ; ; ]5 000 35 7 000KÏ � , ò.å.
~

(
~

)5 5trimf KÏ
 .
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Ðèñ. 3. Ïàðû ñèíãóëÿðíûõ âåêòîðîâ, îáðàçóþùèõ
ÁÊÏ äëÿ ìàòðèöû õ1: u( : , ) & ( : , )1 1� (òåìíûå
ñòîëáöû) è äëÿ ìàòðèöû õ 2: u( : , )& ( : , )1 1� (ñâåòëûå
ñòîëáöû)
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Ðèñ. 4. Ñòàíäàðòíîå ÍÌ ñ òðåóãîëüíîé
ÔÏ äëÿ ÈÌÄ (1) è êðîíåêåðîâîé àïïðîê-
ñèìàöèè ÈÌÄ (2)
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Ðèñ. 2. Ïàðû ñèíãóëÿðíûõ âåêòîðîâ, îáðàçóþùèõ
ÁÊÏ: äëÿ ìàòðèöû õ1: u( : , ) & ( : , )1 1� (à); äëÿ
ìàòðèöû õ 2: u( : , ) & ( : , )1 1� (á); ñâåòëûå ñòîëáöû —
u( : , )1 , òåìíûå — �( : , )1
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Ïñåâäîîáðàòíàÿ ìàòðèöà èìååò âèä

(
~
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.

.

.

5

0 004 0

0 006 0

0 008 0
KÏ

� �
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�
��

�

�

�
��
.

Èç SVD-ðàçëîæåíèÿ ïñåâäîîáðàòíîé ìàòðèöû âûòåêàåò [ ] ( )u s � � �svd :

u �
	 	
	 	
	

�

�

�
��

�

�

�
��

033 094 0

055 019 081

0 77 027 069

. .

. . .

. . .

, s �
�

�

�
��

�

�

�
��

011 0 0

0 0 0

0 0 0

.

, � �
	

	
�

�

�
��

�

�

�
��

0 1 0

1 0 0

0 0 1

.

Âû÷èñëÿåì ëåâûé è ïðàâûé ñèíãóëÿðíûå âåêòîðû: u( : , ) . * [ . . . ]/1 011 033 055 0771 2� �

� [ . . . ]011 018 025 ; �( : , ) [ ]1 0 1 0� . Ôîðìèðóåì ÍÏ	 �1 011 0 018 1 025 0{ . / . / . / }.

Òàêèì îáðàçîì, ÍÏ ÍÏ� 
 �	{ / / / } { . / . / . / }3 0 5 1 7 0 011 0 018 1 025 01 .

Îòìå÷àåì, ÷òî èíòóèòèâíîå è âèçóàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ðåçóëüòàòà ÿâëÿåòñÿ

êîððåêòíûì, ïîñêîëüêó ( (
~

)) .def 5 021	 � è def KÏ(
~

) .5 0181	 � , ãäå def — ïðîöåäóðà

äåôàäçèôèêàöèè, ò.å. ðåçóëüòàòû äåôàäçèôèêàöèè ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò.

Ðàññìîòðèì äåôàäçèôèêàöèþ íà îñíîâàíèè ÊÏ. Èçâåñòíî, ÷òî åñëè çàäàíà

ÍÏ
~

/X x x n� { }�
1

,
~
X U� , òî åå ÷åòêîå çíà÷åíèå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî â ðåçóëü-

òàòå âûïîëíåíèÿ ïðîöåäóðû äåôàäçèôèêàöèè, â ÷àñòíîñòè ïî ìåòîäó öåíòðà

òÿæåñòè (ÖÒ), ò.å.

~
/

,

,

X x x

x

x n i n

i i
x

i n

i
x

� 
 �
�

�

�

�
{ } def�

�

�
1

1

1

,

ãäå x def — äåôàäçèôèöèðîâàííîå çíà÷åíèå
~
X . Åñëè ñóùåñòâóþò äâà ÍÌ:

~
X �

�

ïðèáëèçèòåëüíî A x xx n� 
{ } def/ �
1

è
~
Y �

�
ïðèáëèçèòåëüíî B y yy m� 
{ def/ }�

1

è ïðè ýòîì x ydef def� , òî óòâåðæäåíèå ñîâïàäåíèÿ
~
X ñ

~
Y íå òîëüêî ïðàâäîïî-

äîáíî, íî è êîððåêòíî.

Äåôàäçèôèêàöèþ ïî Êðîíåêåðó îïðåäåëèì â âèäå
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,

,

,,

,

�

�

� 1, n

� .

Ïðàêòè÷åñêèå ðàñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ñòàíäàðòíàÿ äåôàäçèôèêàöèÿ ïî ìåòî-

äó ÖÒ è äåôàäçèôèêàöèÿ ïî Êðîíåêåðó ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

� �x x ndef def , � �y y mdef def ,

ãäå n è m — ÷èñëî èçìåðåíèé è ÷èñëî ýëåìåíòîâ ÍÌ
~
X è

~
Y ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðèìåð 1.

x=[0:10];
y=trapmf([0:10],[3 5 7 9]);

defuzz(x,y,� centroid�) = 6.00 Ñòàíäàðòíàÿ äåôàäçèôèêàöèÿ ïî ìåòîäó ÖÒ
sum(sum(kron([0:10],(trapmf([0:10],[3 5 7 9]))�)))/sum(trapmf([0:10],[3 5 7 9])) = 55.00
55/(11-1)=5.5 Äåôàäçèôèêàöèÿ íà îñíîâàíèè ÊÏ
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y1=trapmf([0:2:10],[3 5 7 9]);

defuzz([0:2:10],y1,� centroid�) = 6.00 Ñòàíäàðòíàÿ äåôàäçèôèêàöèÿ ïî ìåòîäó ÖÒ
sum(sum(kron([0:2:10],(trapmf([0:2:10],[3 5 7 9]))�)))/sum(trapmf([0:2:10],[3 5 7 9])) = 30.00
30/(6-1) =6 Äåôàäçèôèêàöèÿ íà îñíîâàíèè ÊÏ

Ïðèìåð 2.
X=[1:10];
a=gaussmf(X,[1,5])
� � 
 �x xdef def55 5 5.

X=[1:2:10];
b=gaussmf(X,[1,5])
� � 
 �x xdef def25 5

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ÍÌ ñ òðåóãîëüíîé ñòàíäàðòíîé2 ÔÏ âåëè÷èíà inf-íîðìû, ïðåä-

ñòàâëÿþùàÿ íàèáîëüøóþ ñòðî÷íóþ ñóììó, ñîâïàäàåò ñ äåôàäçèôèêàöèåé ïî Êðîíåêå-

ðó. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî äëÿ
~

/ / /X x x x� { }1 2 30 1 0 ÍÌ-Ãð â ôîðìå ÊÏ-ãðàíóëû

X � �[ ] [ ]x x x1 2 3 0 1 0 èìååò ñîîòâåòñòâåííî âèä X � ( ; ; )0 0 0 0 0 01 2 3x x x .

Èçâåñòíî, ÷òî ïðîöåäóðà Matlab norm inf( , )X âû÷èñëÿåò íàèáîëüøóþ ñòðî÷íóþ

ñóììó, ò.å norm inf sum abs( , ) max ( ( ( ))) ( )X X� � � �x x x1 2 3 , ÷òî, â ñâîþ î÷å-

ðåäü, ÿâëÿåòñÿ äåôàäçèôèêàöèåé ïî Êðîíåêåðó. Òàêèì îáðàçîì, ýòîò âèä íîðìû

ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ñðàâíåíèÿ íå÷åòêèõ ÷èñåë â ñëó÷àå, åñëè ïîñëåäíèå

îïèñûâàþò èäåíòè÷íîå ñåìàíòè÷åñêîå âûñêàçûâàíèå.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ïðåäñòàâëåíèå ÍÌ-ãðàíóëû
~

( ; ; )X x x
x

m
xm� 1

1� �� â âèäå êðîíåêåðîâà ïðî-

èçâåäåíèÿ (òåíçîðíîé ãðàíóëû) âåêòîðîâ (îäíîìåðíûõ ìàññèâîâ) { }x xm1 � è

{ }� �x xm1� ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü ïðîöåäóðó îáðàáîòêè èíôîðìà-

öèè â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè çà ñ÷åò èñïîëüçîâàíèÿ ÈÌÄ â ïåðâîíà÷àëü-

íîì âèäå áåç ýâðèñòè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ ÔÏ. Òåíçîð-ãðàíóëà êàê ìîäåëü ÍÌ

ïîçâîëÿåò ðåàëèçîâàòü âñå îïåðàöèè íå÷åòêîé ìàòåìàòèêè è ëîãèêè, ðåøåíèÿ

íå÷åòêèõ óðàâíåíèé è äð.

Ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå ÈÌÄ, ðàññìàòðèâàåìîãî êàê ìíîãîìåðíûé ìàññèâ,

äàåò âîçìîæíîñòü ïðè íåîáõîäèìîñòè èñïîëüçîâàòü åãî òàêæå â âèäå ÍÌ-ãðàíó-

ëû, êîìïîíåíòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ïðàâûé è ëåâûé ñèíãóëÿðíûå âåêòîðû .

Îòìåòèì, ÷òî öåëîñòíîñòü äèíàìè÷åñêîé èíôîðìàöèîííîé ñòðóêòóðû ïðè èñ-

ïîëüçîâàíèè ÍÌ êàê ãðàíóëû íàðóøåíà, òàê êàê ïðè ðåàëèçàöèè íå÷åòêîé àðèôìå-

òèêè ñ êîìïîíåíòàìè ÍÌ âûïîëíÿþòñÿ ðàçíûå îïåðàöèè. Ïðåäëîæåíà íîâàÿ ôîðìà

ÍÌ-ãðàíóëû — òåíçîðíîå (êðîíåêåðîâî) ïðîèçâåäåíèå êîìïîíåíò, ÷òî ïîçâîëÿåò

ñîõðàíèòü ñâîéñòâî öåëîñòíîñòè ãðàíóë è ñóùåñòâåííî ïðîäâèíóòüñÿ â ðåøåíèè

ïðîáëåìû ãðàíóëÿðíîãî êîìïüþòèíãà — ïðåîáðàçîâàíèÿ ãðàíóë.

Ðàññìîòðåííûå ïðèìåðû ïîêàçûâàþò ýôôåêòèâíîñòü ïðèìåíåíèÿ òåíçîðíûõ

èíôîðìàöèîííûõ ãðàíóë (ïîëó÷åííûõ êàê äëÿ ÍÌ, òàê è äëÿ èñõîäíûõ ìíî-

æåñòâ äàííûõ, ïðåäñòàâëåííûõ â âèäå ìíîãîìåðíûõ ìàññèâîâ).
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