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Àííîòàöèÿ. Ïîñòðîåíû ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ 21 áàçèñíîãî èíòåðïîëÿöèîííîãî ïîëèíîìà 5-é
ñòåïåíè Çëàìàëà–Æåíèøåêà â êàæäîì òðåóãîëüíèêå òðèàíãóëÿöèè. Èõ èñïîëüçîâàíèå ïîçâî-
ëÿåò çíà÷èòåëüíî óìåíüøèòü êîëè÷åñòâî àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé â ÌÊÝ, ïîñêîëüêó áåç
óêàçàííûõ áàçèñíûõ ôóíêöèé íåîáõîäèìî ðåøàòü â êàæäîì òðåóãîëüíèêå äâàäöàòü îäíó
ñèñòåìó ñ 21 íåèçâåñòíîé äëÿ íàõîæäåíèÿ âñåõ 21 êîýôôèöèåíòà êàæäîãî áàçèñíîãî èíòåð-
ïîëÿöèîííîãî ïîëèíîìà 5-é ñòåïåíè. Ïðèâåäåíû ôîðìóëû äëÿ îïåðàòîðîâ èíòåðïîëÿöèè
ñ èñïîëüçîâàíèåì óêàçàííûõ áàçèñíûõ ïîëèíîìîâ è äëÿ èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ îñòà-
òî÷íîãî ÷ëåíà ïðèáëèæåíèÿ äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé óêàçàííûìè îïåðàòîðàìè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: èíòåðïîëÿöèîííûå ïîëèíîìû 5-é ñòåïåíè Çëàìàëà–Æåíèøåêà íà òðå-
óãîëüíèêå, ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ áàçèñíûõ ïîëèíîìîâ 5-é ñòåïåíè, èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà, îöåíêè ïîãðåøíîñòè Þ.Í. Ñóááîòèíà, îïåðàòîð èíòåðïîëÿöèè.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ñîâðåìåííîå êîíñòðóèðîâàíèå ìàøèí è äåòàëåé ê íèì òåñíî ñâÿçàíî ñ ìàòå-

ìàòè÷åñêèì ìîäåëèðîâàíèåì (ÌÌ) è âûáîðîì èõ îïòèìàëüíûõ ïàðàìåòðîâ íà

îñíîâå èñïîëüçîâàíèÿ ðåçóëüòàòîâ àíàëèçà âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ

íàä ÌÌ. Îòìåòèì, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå â ìàøèíîñòðîåíèè ñ

èñïîëüçîâàíèåì ïðÿìûõ è îáðàòíûõ êðàåâûõ çàäà÷ [1–3] çàíèìàåò âåäóùåå

ìåñòî. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ äëÿ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ), êîòîðûé

îòíîñèòñÿ ê ÷èñëó íàèáîëåå èñïîëüçóåìûõ â òàêîì ìîäåëèðîâàíèè, ñîçäàí

ïàêåò ïðîãðàìì FEMLAB. Íåñìîòðÿ íà çíà÷èòåëüíûå äîñòèæåíèÿ ðåçóëüòàòîâ,

â ÌÊÝ èìååòñÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ ðÿä òåîðåòè÷åñêèõ, à ñëåäîâàòåëüíî è ïðàêòè-

÷åñêèõ çàäà÷, êîòîðûå ïîêà íå íàøëè ñâîåãî ïîëíîãî ðåøåíèÿ. Ê òàêèì çàäà-

÷àì îòíîñèòñÿ, â ÷àñòíîñòè, çàäà÷à èñïîëüçîâàíèÿ èíòåðïîëÿöèîííûõ ñïëàé-

íîâ 5-é ñòåïåíè íà òðèàíãóëèðîâàííîé ñåòêå óçëîâ. Îñíîâíûå òðóäíîñòè, êî-

òîðûå âîçíèêàþò ïðè ðåøåíèè ýòîé çàäà÷è, ñâÿçàíû ñ îòñóòñòâèåì ÿâíîãî

ïðåäñòàâëåíèÿ áàçèñíûõ èíòåðïîëÿöèîííûõ ïîëèíîìîâ 5-é ñòåïåíè â êàæäîì

òðåóãîëüíèêå òðèàíãóëÿöèè, ïîñêîëüêó ïðè îòñóòñòâèè óêàçàííûõ áàçèñíûõ

ôóíêöèé âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ðåøàòü â êàæäîì òðåóãîëüíèêå ñèñòåìó

ñ 21 íåèçâåñòíîé äëÿ íàõîæäåíèÿ âñåõ 21 êîýôôèöèåíòà èíòåðïîëÿöèîííîãî

ïîëèíîìà 5-é ñòåïåíè. Ïîýòîìó â äàííîé ñòàòüå ïðèâåäåíû ÿâíûå ôîðìóëû

äëÿ ïîñòðîåíèÿ âñåõ 21 áàçèñíîãî èíòåðïîëÿöèîííîãî ïîëèíîìà 5-é ñòåïåíè

íà òðåóãîëüíèêå, ÿâíàÿ ôîðìóëà äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî èíòåðïîëÿöèîííîãî

îïåðàòîðà, à òàêæå ÿâíàÿ ôîðìóëà äëÿ èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ îñòàòêà

ïðèáëèæåíèÿ äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé òàêèìè îïåðàòîðàìè.

ÀÍÀËÈÇ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÍÛÕ ÈÑÒÎ×ÍÈÊÎÂ

Â òðóäàõ Çëàìàëà è Æåíèøåêà [4–8] äàíà òåîðèÿ ïîñòðîåíèÿ èíòåðïîëÿöèîí-

íûõ ïîëèíîìîâ íà òðåóãîëüíèêå Tijk ñ âåðøèíàìè A x yi i i( , ), i �1 3, . Â ÷àñò-

íîñòè, äëÿ ïîëèíîìà 5-é ñòåïåíè P x y a x y5
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2 2
, ( , )x yij ij — ñåðåäèíà ýòîé ñòîðîíû, ÿâëÿþòñÿ äîñòà-

òî÷íûìè äëÿ íàõîæäåíèÿ óêàçàííûõ 21 êîýôôèöèåíòà a � �, | |0 5� � . Â ïóáëèêà-

öèÿõ ðÿäà ó÷åíûõ èññëåäîâàëèñü àïïðîêñèìàöèîííûå ñâîéñòâà óêàçàííûõ èíòåð-

ïîëÿöèîííûõ ïîëèíîìîâ ðàçëè÷íûõ ñòåïåíåé íà òðåóãîëüíèêå [9–28]. Â ÷àñòíîñ-

òè, â ðàáîòå [15] èçâåñòíîãî ìàòåìàòèêà Þ.Í. Ñóááîòèíà èññëåäîâàíû îöåíêè

ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåíèÿ äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé óêàçàííûìè èíòåðïîëÿ-

öèîííûìè ïîëèíîìàìè 5-é ñòåïåíè. Íî ÿâíûå àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ

âñåõ 21 áàçèñíîãî ïîëèíîìà 5-é ñòåïåíè è ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ ñîîòâåòñòâóþ-

ùåãî îïåðàòîðà èíòåðïîëÿöèè íà òðåóãîëüíèêå îòñóòñòâóþò. Ýòî îòðàæåíî â áèá-

ëèîãðàôèè äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû Þ.Â. Ìàòâååâîé [29], ïîñâÿùåííîé òåîðèè

ïðèáëèæåíèÿ ïîëèíîìàìè íà òðåóãîëüíèêå. Ïîýòîìó àêòóàëüíîé ÿâëÿåòñÿ ðåøàå-

ìàÿ â äàííîé ñòàòüå çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ è èññëåäîâàíèÿ ÿâíûõ ôîðìóë äëÿ ñîîò-

âåòñòâóþùèõ îïåðàòîðîâ èíòåðïîëÿöèè ñïëàéíàìè 5-é ñòåïåíè.

ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈß ÑÒÀÒÜÈ

Ñ ó÷åòîì ëîêàëüíîñòè ïðîöåññà ïðèáëèæåíèÿ îãðàíè÷èìñÿ îäíèì òðåóãîëüíè-

êîì ñ âåðøèíàìè A x y kk k k( , ), , ,�1 2 3 .

Òåîðåìà 1. Ôóíêöèè

h x y
x x y y

x y
x y

k
k k

ij

ij

�

� �

� �
�

�
( , )

( ) ( )

! !
( , )

( , )
�

� �1 2

1 2

3

3

1�
�
�

��

�
�
�

��

�

( , )

( | |)

x yk k

2 �

, (3)

ãäå � ij i i

j j

x y

x y

x y

x y

( , ) �

1

1

1

,

{ }g x y D g x y
x x y

x y

m

m

k k
k

k k

( , ) ( )( , )
( ) (

( , )

( )

| |

�
� �

� �
� �

�

�

0

1 yk )

! !

�

� �

2

1 2

,

i j k, , , ,�{ }1 2 3 , i j k� � ,

îáëàäàþò òàêèìè ñâîéñòâàìè:

D hk A k
�

� � �� �| , ,� �� ; �, , ,k �{ }1 2 3 , � � �� � � � � �, , ,�
1 1 2 2

, (4)

�i j, — ñèìâîë Êðîíåêåðà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

�
�

�

ij

ij A

x y
x y

k

3

3

2

1
( , )

( , )

( | |)

�
�
�
�

��

�
�
�

��
�

�

� �
�

	






�

�






�

�

�
�

�

�

�
�� � �

�
�

�

�
ij

ij
A

x y D
x y

k

3

3
0 2

1
( , )

( , )| | |�

� �

� �
�

|

( ) ( )

! !
( , )�

� �
�

�
�

�
�

�

�
�

�
�
� �

x x y y
x yk k

ij

1 2

1 2

3

26 ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2014, òîì 50, ¹ 5



� �
�

� � � � �

�

�

1 1

3

3

3 3� �

�

�
ij ij k k kx y t x t x x y t y y( , ) ( ( ), (

| |

| |
k

t
dt

))

( )

( | | )!

| |�

�

�
�

�

�

�
�

�

�

�
�

�

�

�
�

�

�

�

�
�

��
�

�

�
1

2

2

0

1 �

�

� � � � ��1 13 2� � �
ij x y( , ) ( ) | |

�
�

	






�

�






�

�

�
�

�

�

�
�� � �

D
x yij

xk yk x xk y yk

�

��

1

3 ( , ) ( , ) ( , )|� �

� �

� �
�

| | |

( ) ( )

! !
,

� �
�

� �
  

3 1 2

1 2

0 1
x x y yk k ,

ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî

h x y
x x y y

k
k k

�

� �

� �
( , )

( ) ( )

! !
�

� �
�

1 2

1 2

�
�

	






�

�






� � �

��
�

�

�

ij

ij S ij x y x x

x y D
x y

k k k

3

3

1
( , )

( , )
( , ) ( , y y

k k

k

x x y y

�� �

� ��

�

�
�
�

�

�

�
�
�

� �
�

)
| | | |

( ) ( )

!� �

� � � �

�3 1

1 1 2 2

� � �2 1 2! ! !
.

Èíûìè ñëîâàìè, D h D h ik
A

k A
k

�
� � �

�
�� 	

	
� � �, ; ,0 èëè 	 � j, 0 �| | ,�

| |� � 2 .

Ðàíåå áûëà èñïîëüçîâàíà èçâåñòíàÿ ôîðìóëà èç [30] äëÿ èíòåãðàëüíîãî

ïðåäñòàâëåíèÿ îñòàòêà ïðèáëèæåíèÿ äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé ïîëèíîìîì

Òåéëîðà

g x y D g
x x y y

RA

n

k k
nk

( , ) [ ( )]
( ) ( )

! !| |

�
� �

�
� �

�� �

�

� �

� �0 1 2

1 2

1 f x y( , ) ,

R f x y
t

g x t x x y t y yn

n

n k k k k�

�

�
�

�

�
� � � �

�

�
�
�

1

1

1
( , ) [ ( ( ), ( ))]

�

�
�
�

�
�

( )

!

1

0

1
t

n
dt

n

,

êîòîðóþ ñ ïîìîùüþ òåîðåìû î ñðåäíåì â èíòåãðàëüíîì èñ÷èñëåíèè ìîæíî

çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

R f x y
t

g x t x x y t y yn

n

n k k k k�

�

�
�

�

�
� � � �

�

�
�
�

1

1

1
( , ) [ ( ( ), ( ))]

�

�
�
�

�
�

�
�

t

nt

n
dt

�

( )

!

1

0

1

�
�

�

�
� � � �

�

�
�
�

�

�
�

�

�

1

1

1

1( )!
[ ( ( ), ( ))]

n t
g x t x x y t y y

n

n k k k k
�

�

�t �

� � � � �
� �

� �
�D g x x x y y y

x x y y

n

k k k k
k k�

�

� �

� �
| |

( ( ), ( ))
( ) ( )

1

1 2

1 2� �! !
, 0 1  � .

Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.

Äàëåå îòìåòèì, ÷òî âåêòîð âíóòðåííåé íîðìàëè ê ïðÿìîé A Ai j òðåóãîëüíè-

êà A A Ai j k îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ

1
0

! kij
ij x y� ( , ) � , ! kij

k k

i i

j j

x y

x y

x y

�

1

1

1

â âèäå

� ij
i j

kij

i j

kij

y y x x
�

� � ��

	






�

�




! !

,
( )

, k i j� , ;
�

�

ij

ij
kij

i j i j

i j

y y x x

A A| |
( )

( , ( ))

| |
�

� � �
sign !

ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2014, òîì 50, ¹ 5 27



( , ; ( ) , ; ( ) )sign ( ) sign signa a a a� " � �  �1 0 1 0 0 0 , ò.å. ïðîèçâîäíàÿ ïî âíóòðåí-

íåé íîðìàëè � ij îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

�

�
�

f

ij�

sign( )

| |
( ) ( )

! kij

i j
i j i j

A A
y y

f

x
x x

f

y
�

�

�
� �

�

�

�

�
�

�

�
� , | | ( ) ( )A A x x y yi j i j i j� � � �2 2 .

Òåîðåìà 2. Ôóíêöèè
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â òî÷êå ( , )x yk k ðàâíà íóëþ âìåñòå ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè

D H ij x yk k

� �
( , )

, | |� � �0 0 3 , ò.å. â ýòîé òî÷êå óòâåðæäåíèå (6) òåîðåìû 2 âû-

ïîëíÿåòñÿ. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî � ij i ix y( , ) � 0 , ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ôóíêöèÿ

H x yij ( , ) â òî÷êå ( , )x yi i è åå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå D H ij
x yi i

�

( , )
, 0 2� �| | ,�

ðàâíû íóëþ, ïîñêîëüêó â ÷èñëèòåëå ýòîé ôóíêöèè òðè ìíîæèòåëÿ ðàâíû íóëþ

â òî÷êå Ai . Àíàëîãè÷íî D H ij
A j

� �� � �0 0 2, | | .

Òàêèì îáðàçîì, âñå ñâîéñòâà (6) òåîðåìû 2 äîêàçàíû.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñâîéñòâ (7) ïîäñòàâèì â ôîðìóëó

�

�
�

� �

�
�

� �

�

�

�
�
�

�

�
�
�

g y y

A A

g

x

x x

A A

g

yij

i j

i j

i j

i j�

( )

| |

( )

| |
sign( )! kij
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âìåñòî ôóíêöèè g ôóíêöèþ � ij
kij

i j

x y
A A

( , )
( )

| |

sign !
. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

�

�
�

�

�

ij

ij

kij

i j M

x y

A A
ij

( , ) ( )

| |

sign !

�
�

� �
�

�
�

�
�
�

�

�
�
�

( )

| |
( )

( )

| |
( )

y y

A A
y y

x x

A A
x x

i j

i j
i j

i j

i j
i j

sign
sign

( )

| |
( )

!
!kij

i j
kij

A A
�1 .

Ïîýòîìó

�

�
�

�

�

H x y x y x y

x y

ij

ij M ij

ik jk

ik ijij

( , ) ( , ) ( , )

( ,� �

� �

�

2 2

2
ij jk ij ij

M

ij

i j Mx y

x y

A A

ij
ij

) ( , )

( , )

| |�

�

2

�

	








�

�








sign( )! kij �

�
�

	








� �

� �

ik jk

ik ij ij jk ij ij

x y x y

x y x y

2 2

2 2

( , ) ( , )

( , ) ( , )

�

�








�

�
�

M

ij

ij M

kij

i j

ij
ij

x y

A A

�

�

( , ) ( )

| |

sign !

�
�

��

� �

� �ij

ik jk

ik ij ij jk ij ij

x y x y

x y x y

2 2

2 2

( , ) ( , )

( , ) ( , )

�

	








�

�








� � �

M
i j

ij

A A

0
1 1 1

| |
,

ò.å. ïåðâîå óòâåðæäåíèå (7) äîêàçàíî.

Ïîñêîëüêó â ôîðìóëå äëÿ H x yij ( , ) ìíîæèòåëè �
ik

x y2 ( , ), �
jk

x y2 ( , ) è èõ ïðî-

èçâîäíûå ðàâíû íóëþ íà ñòîðîíàõ A Ai k è A Aj k òðåóãîëüíèêà A A Ai k j , ìîæíî

çàêëþ÷èòü, ÷òî

�

�
� �

H
k i j

ij

ik Mik

�
0, , , à òàêæå

�

�
� �

H
k i j

ij

jk M jk

�
0, , ,

ò.å. óòâåðæäåíèå (7) òåîðåìû 2 äîêàçàíî.

Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.

Ïðèìåð. Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà òðåóãîëüíèê «åäèíè÷íûé», ò.å. èìååò âåðøèíû

A A A1 2 30 0 10 01( , ), ( , ), ( , ) , ñîîòâåòñòâóþùèå âñïîìîãàòåëüíûå ôóíêöèè èìåþò ñëå-

äóþùèé âèä:

h x y x y x y x xy y100 1 1 3 3 6 12 63 2 2( , ) ( ) ( )� � � � � � � � ,

h x y x y x x y h x y x y y110 1 1 3 3 101 1 13 3( , ) ( ) ( ), ( , ) ( ) (� � � � � � � � � �3 3x y) ,

h x y x y x120 1 23 2( , ) ( ) / ,� � � h x y x y xy111 1 3( , ) ( )� � � ,

h x y x y y102 1 23 2( , ) ( ) /� � � ,

h x y x x x200 10 15 63 2( , ) ( )� � � , h x y x x x210 1 4 33( , ) ( )( )� � � ,

h x y x y x201 4 33( , ) ( )� � ,

h x y x x220 1 23 2( , ) ( ) /� � , h x y x x y211 13( , ) ( )� � , h x y x y202 23 2( , ) /� ,

h x y y y y300 10 15 63 2( , ) ( )� � � , h x y y y x310 4 33( , ) ( )� � ,

h x y y y y301 4 3 13( , ) ( )( )� � � ,
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h x y y x320 1 23 2( , ) ( ) /� � , h x y y y x311 13( , ) ( )� � , h x y y x302 23 2( , ) /� ,

H x y x y x y H x y x y x y12
2 2

23
2 216 1 8 2 1( , ) ( ) , ( , ) ( )� � � � � � � ,

H x y xy x y31
2 216 1( , ) ( )� � � .

Òåîðåìà 3. Äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f x y C Tijk( , ) ( )� 2 îïåðàòîð

S f x y w x y
f w

H
ij ij

Mi j Q
i

ij

5 ( , ) ( , )

( , )

� �
�

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
�
��

�
� � j x y( , ) ,

(8)

w x y D f A h x yi i
i

( , ) ( ) ( , )

| |

�
� ��
�� �

�
�0 21

3

,

îïðåäåëÿåò ïîëèíîì 5-é ñòåïåíè ñî ñâîéñòâàìè

D S f D fA Ap p

� �
5 | |� , p�{ }1 2 3, , , 0 21 2� � � �| |� � � , (9)

�

�
�

�

�

S f f

ij M ij Mij ij

5

� �
, ( , )i j Q� . (10)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ ó÷åòîì ñâîéñòâ (4) ôóíêöèé h x yk� ( , ) è ñâîéñòâ (6) ôóíê-

öèé H x yij ( , ) çàïèøåì ñëåäóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàâåíñòâ:

D S f D w
f w

D H
A A ij ij

Mi j Q

i
p p

ij

� � �

� �
5 � �

�

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
�
��

�
( , )

j
A

x y
p

( , ) �

� � �D w D f
A Ap p

� �0 , p �1 3, , 0 2� �| |� .

Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîðû w x y wf x y( , ) ( , )� è S f x y5 ( , ) èíòåðïîëèðóþò

ôóíêöèþ f x y( , ) è åå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïîðÿäêîâ | |� � 2 â óãëîâûõ òî÷êàõ

òðåóãîëüíèêà Tijk . Äàëåå, ñ ó÷åòîì ñâîéñòâà (7) ôóíêöèé H x yij ( , ) çàïèøåì ñëå-

äóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàâåíñòâ:

�

�
�

�

�
�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
�
�

S f x y w f w

pq M pq M ij ij
Mpq pq i

5 ( , )

� � � �
j pq

i j Q

ij

pq M

H x y

( , )

( , )

�
�

�

�
�

�

�
�

�
�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
�
��

�
w f w

pq M ij ij
Mi j Q

i j

pq ij

� � �
�

( , )

( , ),( , )p q �

�
�

�
�

�

�
�

�

�

�

�
�
�

�

�
�
�

�
�

�

w f w f
p q

pq M pq pq
M

pq Mpq pq pq

� � � �
, ( , )�Q.

Òàêèì îáðàçîì, âñå óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 3 äîêàçàíû.

Çàìå÷àíèå. Ôîðìóëó (8) ìîæíî èñïîëüçîâàòü òàêæå â äðóãîé âèäå:

S f x y D f A h x y
h

x y H x yk k

k

ij
ij ij ij5 ( , ) ( )( ( , ) ( , ) ( ,� �

�

�
�

�
�

�
))

( , )| | i j Qk �� ��
��� �

0 21

3

�

�
�

��
�

f
x y H x y

ij
ij ij ij

i j Q �
( , ) ( , )

( , )

. (8à)



Òåîðåìà 4. Åñëè f x y C R( , ) ( )� 6 2 , òî îñòàòîê R f x y I S f x y5 5( , ) [ ] ( , )� �

ïðèáëèæåíèÿ ýòîé ôóíêöèè ïîñòðîåííûì îïåðàòîðîì èíòåðïîëÿöèè ïîëèíîìîì

5-é ñòåïåíè ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå

R f x y I S
t

f x t x x y t y y
t

5 5

4

4
0

1 51

5
( , ) [ ] ( ( ), ( ))

( )
� �

�

�
� � � �

�
� !

dt ,

ãäå ( , )x y T� � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà òðåóãîëüíèêà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïèøåì ôîðìóëó Òåéëîðà [30] 3-é ñòåïåíè ðàçëîæåíèÿ

ôóíêöèè f x y( , ) â îêðåñòíîñòè òî÷êè ( , )x y Tijk� :

f x y f x y d f x y x y Rf x y P x ys

s

( , ) ( , ) ( , , ( , )) ( , ) ( , )� � � � �
�
�

1

3

3 Rf x y( , ) ,

Rf x y
t

f x t x x y t y y
t

dt( , ) ( ( ), ( ))
( )

!
�

�

�
� � � �

�
�

4

4
0

1 31

3
,

d f x y x y x x
x

y y
y

fs
s

( , , ( , )) ( ) ( )� �
�

�
� �

�

�

�

	




�

�




�

�

�
�

�

�

�
�

( , )x y , s �1 3, ..., .

Òîãäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî

R f x y f x y P5 50( , ) ( , )� # � , (11)

ãäå P5— ìíîæåñòâî ïîëèíîìîâ 5-é ñòåïåíè îò äâóõ ïåðåìåííûõ, ïîëó÷èì

R f x y R P x y Rf x y R P x y R Rf x y5 5 3 5 3 5( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ,� � � �{ } { } { )} �

� � � �0 5 5R Rf x y Rf x y S Rf x y( , ) ( , ) ( , ) .

Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà 5 äîêàçàíà.

Äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ ïðèâåäåì òåîðåìó Þ.Í. Ñóááîòèíà èç [15], ãäå èñ-

ñëåäîâàíà îöåíêà ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåíèÿ äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé êëàñ-

ñà Ñ Tijk
6 ( ) èíòåðïîëÿöèîííûìè ïîëèíîìèàëüíûìè ñïëàéíàìè 5-é ñòåïåíè â çà-

âèñèìîñòè îò ãåîìåòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê òðåóãîëüíèêà. Â íåé ïîêàçàíî, ÷òî

â çàâèñèìîñòè îò ïîðÿäêà ïðîèçâîäíîé êîíñòàíòû â îöåíêàõ ïîãðåøíîñòè åå àï-

ïðîêñèìàöèè ìîãóò çàâèñåòü îò ñðåäíåãî ëèáî ñðåäíåãî è íàèìåíüøåãî óãëîâ

òðåóãîëüíèêà. Óñòàíîâëåí ïðàâèëüíûé õàðàêòåð òàêîé çàâèñèìîñòè.

Â ðàáîòå [15] èçó÷àåòñÿ ñõîäèìîñòü ëîêàëüíûõ êðàòíûõ èíòåðïîëÿöèîííûõ

ïðîöåññîâ, ñâÿçàííûõ ñ àïïðîêñèìàöèåé ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ êóñî÷íî-ïî-

ëèíîìèàëüíûìè ôóíêöèÿìè 5-é ñòåïåíè. Ðå÷ü èäåò î çàâèñèìîñòè îöåíîê îò ãåî-

ìåòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê òðåóãîëüíèêîâ, âõîäÿùèõ â òðèàíãóëÿöèþ îñíîâíîé

îáëàñòè. Òàê êàê ïðîöåññ àïïðîêñèìàöèè ëîêàëåí, òî èçëîæåíèå îãðàíè÷èâàåòñÿ

ëèøü îäíèì òðåóãîëüíèêîì.

Ïóñòü z x y R� �( , ) 2 , D f z
f x y

x

f x y

y

 
 
( )

( , ) ( , )( ) ( )�
�

�
�

�

�
1 2 — ïðîèçâîäíàÿ

ïî íàïðàâëåíèþ 
 
 
 
 
� � �( , ) , ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )1 2 2 1 2 2 2 1 , T — íåâûðîæäåííûé òðå-

óãîëüíèê â R 2 .

Ïóñòü òàêæå W M f x D f zk m

m

� �1

1

{ ( ) : ( )}
,...,
 


( )0 1� � �m k íåïðåðûâíû è

| ( )|D f z M
k

k


 
1 1

1

$ $
�

�
�

�
äëÿ ëþáûõ z �T è ëþáûõ { }
 
1 1$ $ �� k . Äàëåå ai îáîçíà÷à-

þò âåðøèíû òðåóãîëüíèêà T ; bi — ñåðåäèíû åãî ñòîðîí, b a ai i i� � �
1

2
1( )

( , )1 3 4 1� � �i a a ; ni — åäèíè÷íàÿ íîðìàëü ê ñòîðîíå òðåóãîëüíèêà, ñîäåðæà-
ùåé òî÷êó b ii ( )1 3� � . Îáîçíà÷èì P x y P z P f z5 5 5( , ) ( ) ( ; )� � ïîëèíîì, ñòåïåíü
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êîòîðîãî ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ íå ïðåâîñõîäèò ïÿòè, óäîâëåòâîðÿþùèé
óñëîâèÿì

�

� �
� �

�

�

�x y
f a P a

m m i i[ ( ) ( )]5 0 ( , , )0 0 2 1 3� � � � � �m i� � ,

D f b P b in i ii
[ ( ) ( )] ( )� � � �5 0 1 3 .

Â äàëüíåéøåì, íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî a b1 0� ( , ) ,

a a2 0� �( , ), a h3 0� ( , ), � — óãîë ïðè âåðøèíå a1; � — ïðè âåðøèíå a2 ; � — ïðè

âåðøèíå a3 , 0 � �  � � � � . Â ÷àñòíîñòè, 0  a b è äëèíà íàèáîëüøåé ñòîðî-

íû òðåóãîëüíèêà T ðàâíà a b H� � .

Ïóñòü

� 
�




 

(

, ;

, ,
�

�

"

�
�
�

1 1

1

ctg

ctg ctg

è e x y f x y P x y( , ) ( , ) ( , )� � 5 . Òîãäà ñïðàâåäëèâà òåîðåìà.

Òåîðåìà (Þ.Í. Ñóááîòèí [15]). Èìååì àáñîëþòíûå ïîëîæèòåëüíûå êîí-

ñòàíòû k ij òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f z W M( )� 6 è ëþáîãî íåâûðîæäåííî-

ãî òðåóãîëüíèêà T ñóùåñòâóþò îöåíêè

�

� �
� � � � �

� �
�

n

n j j n j j
n ie x y

x y
k MH j n

( , )
( ) ( , ),

6 0 1 0 5� � ,

�

� �
� � � � �

� �
� �

n

n j j n j j
n ie x y

x y
k MH j j n

( , )
( ( ) ( ,,

6 1 2 3� �� � � 5) ,

�

� �
� � �

� �
�

n

n j j n j j
ne x y

x y
k MH j n

( , )
( ) ( ) ( , , ),

6 2 2 4 4 5� � � � ,

�

�
� �

5

5 0 5
3 2e x y

y
k MH x y Ò

( , )
( ) ( ), ( , ), � � � � .

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ïîëó÷åííûå è äîêàçàííûå â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò ñòðîèòü

ñïëàéíû 5-é ñòåïåíè íà ïðîèçâîëüíîé òðèàíãóëèðîâàííîé ñåòêå óçëîâ. Ïðè ýòîì

â êàæäîì òðåóãîëüíèêå òðèàíãóëÿöèè âñå 21 áàçèñíàÿ ïîëèíîìèàëüíàÿ ôóíêöèÿ

ïðåäñòàâëÿåòñÿ â ÿâíîì âèäå, ïîçâîëÿþùåì ñòðîèòü èíòåðïîëÿöèîííûé îïåðàòîð

â êàæäîì òðåóãîëüíèêå áåç ðåøåíèÿ ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç 21 àëãåáðàè÷åñêîãî

óðàâíåíèÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ 21 êîýôôèöèåíòà ïîëèíîìà 5-é ñòåïåíè. Ýòî ïîçâîëÿåò

óòâåðæäàòü î âîçìîæíîñòè ïîñòðîåíèÿ ýêîíîìè÷íûõ ñõåì ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëå-

ìåíòîâ ïðè ðåøåíèè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ýëëèïòè÷åñ-

êîãî òèïà, â ÷àñòíîñòè äëÿ ðåøåíèÿ áèãàðìîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Ñôîðìóëèðîâàí

îáùèé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ îñòàòêà ïðèáëèæåíèÿ

äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé ñ ïîìîùüþ ïîñòðîåííûõ ôîðìóë.
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