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Àííîòàöèÿ. Ðàññìîòðåíî âûðîæäåíèå ïî ìàëîé ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòå èñõîäíîé
íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé â öåëÿõ ïîñòðîåíèÿ áîëåå ïðî-
ñòûõ ìîäåëåé. Èññëåäîâàíà çàäà÷à â îáëàñòè, îäèí ïðîñòðàíñòâåííûé ìàñøòàá êîòîðîé
íàìíîãî ìåíüøå äðóãèõ ìàñøòàáîâ, ÷òî ïîçâîëÿåò ðàçëîæèòü èñêîìûå ôóíêöèè â ñòåïåí-
íûå ðÿäû è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîíèçèòü ðàçìåðíîñòü çàäà÷è. Îäíàêî ýòî äîñòèãàåòñÿ öåíîé
âûðîæäåíèÿ ñïåêòðà èñõîäíîé òðåõìåðíîé çàäà÷è.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãèïåðáîëè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, ãèïåðáîëè÷åñêîå âûðîæäåíèå, ãèïåðñëîé,
ýëàñòîäèíàìèêà.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ìîäåëèðîâàíèå âîëíîâûõ ïðîöåññîâ ïðåäñòàâëÿåò áîëüøîé òåîðåòè÷åñêèé è ïðè-
êëàäíîé èíòåðåñ [1, 2]. Â ñëó÷àå íàëè÷èÿ ìàëûõ ïàðàìåòðîâ â äîâîëüíî îáùèõ ïî-
ñòàíîâêàõ êðàåâûõ è íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ ïåðñïåêòèâíî ðàçâèòèå íåêîòîðûõ
óïðîùåííûõ ìîäåëåé ïîñðåäñòâîì ðàçëîæåíèé ïî ìàëûì ïàðàìåòðàì. Ê ýòîìó íà-
ïðàâëåíèþ ïðèìûêàåò ïîñòðîåíèå âûðîæäåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è äëÿ ãèïåðáîëè÷åñ-
êèõ óðàâíåíèé ïðè íàëè÷èè ìàëîãî ïàðàìåòðà ïîïåðå÷íîãî ðàçìåðà îáëàñòè ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ ïëàíàðíûì ìàñøòàáîì, ÷òî äàåò âîçìîæíîñòü ïîíèçèòü ðàçìåðíîñòü çàäà÷è.

Íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à â R n ôîðìóëèðóåòñÿ â ñëîå ìåæäó äâóìÿ ãèïåðïî-

âåðõíîñòÿìè x h hs s s� �[ , ], ãäå êîîðäèíàòíàÿ ãèïåðëèíèÿ x s îðòîãîíàëüíà ê ãè-

ïåðïîâåðõíîñòÿì x hs s� � è x hs s� . Òîëùèíà ýòîãî ãèïåðñëîÿ 2hs ïðåäïîëàãàåòñÿ
íàìíîãî ìåíüøåé, ÷åì ïðîäîëüíàÿ õàðàêòåðíàÿ äëèíà l ãèïåðïîâåðõíîñòè:

� � ��h ls / 1. Ïîýòîìó ìîæíî ðàçëîæèòü èñêîìûå ôóíêöèè â ñòåïåííûå ðÿäû îòíîñè-

òåëüíî ãèïåðïîâåðõíîñòè x s � 0 è â ðåçóëüòàòå óìåíüøèòü ðàçìåðíîñòü çàäà÷è íà åäè-

íèöó. Èñõîäÿ èç òåîðèè îïåðàòîðîâ, ýòî îòîáðàæåíèå îïåðàòîðà P èç R n â R n�1 [3, 4].
Â òàêîì ñëó÷àå îïåðàòîð P íå îäíîçíà÷åí, à ìíîãîçíà÷åí, òàê êàê îòáîð àïïðîêñè-

ìàöèé â R n�1 ìîæåò áûòü ïðîâåäåí íà îñíîâå ðàçëè÷íûõ êðèòåðèåâ.

Ïîñòðîåíèå âûðîæäåííûõ ìîäåëåé ïîäîáíîãî âèäà ìîæíî âûïîëíèòü íà
îñíîâå ðàçíûõ ìåòîäîâ. Ñàìûì ïîïóëÿðíûì èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ôåíîìåíîëîãè÷åñ-

êèé ïîäõîä — ìåòîä ãèïîòåç è îñðåäíåíèé ïî êîîðäèíàòå x h hs s s� �[ , ]. Ñðåäè

àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ îòìåòèì àñèìïòîòè÷åñêèå ïîäõîäû è ìåòîä ñòåïåííûõ
ðÿäîâ. Àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû àïïðîêñèìèðóþò îïåðàòîð P êàê ðàçëîæåíèå ïî
ìàëîìó ïàðàìåòðó �, à ìåòîä ñòåïåííûõ ðÿäîâ ïðåäñòàâëÿåò îïåðàòîð P â îêðåñ-

òíîñòè x s � 0. Àíàëèòè÷åñêèå ïîäõîäû ïîëó÷èëè ïðèìåíåíèå, íà÷èíàÿ îò ðàáîò

Ëàãðàíæà [5], êîòîðûé âûâåë âîëíîâîå óðàâíåíèå ìåëêîé âîäû íà îñíîâå àñèì-
ïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé. Ìåòîä ñòåïåííûõ ðÿäîâ ðàçâèâàëñÿ áëàãîäàðÿ ðàáîòàì
Êîøè [6] è Ïóàññîíà [7], ðàññìàòðèâàâøèõ êîëåáàíèÿ óïðóãîãî ñëîÿ. Â òåîðèè
ïëàñòèí è îáîëî÷åê ìåòîä ñòåïåííûõ ðÿäîâ ïðèìåíÿëñÿ â [8–13].

Îòìåòèì, ÷òî óïîìÿíóòûå ïîäõîäû ïîðîæäàþò íîâûå, áîëåå ïðîñòûå ìîäåëè,
êîòîðûå ìîãóò áûòü ðàçëè÷íîãî òèïà ïî ñðàâíåíèþ ñ èñõîäíîé ìîäåëüþ. Çäåñü çà-
äà÷à âûðîæäåíèÿ èñõîäíîé ãèïåðáîëè÷åñêîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è ðàññìàòðè-
âàåòñÿ êàê èíñòðóìåíò ïîñòðîåíèÿ áîëåå ïðîñòûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ìîäåëåé ìåíü-
øåé ðàçìåðíîñòè, ò.å. êàê ðåàëèçàöèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî âûðîæäåíèÿ [14].

Ñîäåðæàíèå ñòàòüè ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âûïîëíÿ-
åòñÿ ðàçëîæåíèå ïîëåâûõ ôóíêöèé â ñòåïåííûå ðÿäû ïî âûðîæäåííîé êîîðäè-
íàòå s îòíîñèòåëüíî ñðåäèííîé ãèïåðïîâåðõíîñòè, ÷òî ïðèâîäèò ê âûðîæäåííîé çà-
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äà÷å îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ðÿäîâ, çàâèñÿùèõ â äàííîì ñëó÷àå òîëüêî îò n�1
êîîðäèíàòû. Ïîäñòàíîâêà ñòåïåííûõ ðÿäîâ â ãèïåðáîëè÷åñêèå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ è â ãðàíè÷íûå è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ïðèâîäèò ê áåñêîíå÷íîé ñèñòåìå
ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé. Ðåäóêöèþ ýòîé ñèñòåìû ìîæíî ïðîâåñòè ðàçíûìè ñïî-
ñîáàìè, ÷òî äàåò ðàçëè÷íûå àïïðîêñèìàöèè, ò.å. óïðîùåííûå ìîäåëè. Íåîáõîäèìîå
óñëîâèå — ïîëó÷åíèå çàìêíóòîé ñèñòåìû äëÿ îïðåäåëåíèÿ íîâûõ íåèçâåñòíûõ
ôóíêöèé. Öåëü ðàáîòû — âûâåñòè ãèïåðáîëè÷åñêèå àïïðîêñèìàöèè îòíîñèòåëüíî

êîîðäèíàòû s, à èìåííî ïîñòðîèòü îòîáðàæåíèå R Rn n� �1, óäîâëåòâîðÿþùåå
óñëîâèþ ïðåäåëüíîé êîððåêòíîñòè, ò.å. îòíîñèòüñÿ ê ãèïåðáîëè÷åñêîìó òèïó [14].

Àíîíñèðóåòñÿ äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ïîëó÷åíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ àïïðîêñèìà-
öèé: ñîõðàíèòü â áåñêîíå÷íûõ ñèñòåìàõ âñå ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûå äèôôå-
ðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû äî çàäàííîãî ïîðÿäêà. Ýòî óñëîâèå äîêàçàíî äàëåå äëÿ

ñëó÷àÿ R 3 ïðè ðàññìîòðåíèè çàäà÷è ýëàñòîäèíàìèêè äëÿ ñëîÿ. Â òàêîì âàðèàíòå
ïîñëå äëèííûõ âûêëàäîê áåñêîíå÷íûå ñèñòåìû ðàñùåïëÿþòñÿ íà äâå íåçàâèñèìûå
ñèñòåìû, ñîîòâåòñòâóþùèå ñèììåòðè÷íûì è àñèììåòðè÷íûì ïîëÿì. Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷àåì ãèïåðáîëè÷åñêèå àïïðîêñèìàöèè ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ ñèììåòðè÷íûõ è
àñèììåòðè÷íûõ ïîëåé, ñîîòâåòñòâóþùèå èçâåñòíûì ìîäåëÿì è íîâûì, áîëåå òî÷-
íûì ãèïåðáîëè÷åñêèì àïïðîêñèìàöèÿì âòîðîãî ïîðÿäêà. Ïîëó÷åííûå àïïðîêñè-
ìàöèè âêëþ÷àþò êàê ÷àñòíûå ñëó÷àè è èçâåñòíûå ìîäåëè, íå óäîâëåòâîðÿþùèå
ïðèíöèïó ãèïåðáîëè÷íîñòè (êîíå÷íîñòè ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîçìóùåíèé).

ÂÛÐÎÆÄÅÍÈÅ ÏÎ ÌÀËÛÌ ÏÀÐÀÌÅÒÐÀÌ È ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÀÌ Â R
n

Â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå R n ñ êîîðäèíàòàìè x q nq , ,�1 , ðàññìàòðèâàåì ìà-

òåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü, ïðåäñòàâëåííóþ êîíå÷íîé ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, äëÿ êîòîðîé ñòàâèòñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à â îá-

ëàñòè �� 	[ , ],0 0X Xm m , îãðàíè÷åííîé ãèïåðïîâåðõíîñòÿìè x hs s� 
 , hs 	 0

(èíäåêñ s ôèêñèðîâàí): � � � ��� � �� � �{x R x x x x xn s s n: ( , , , , , , ) ,1 2 1 1 1
� �

x h x hn s s s
 � � �0, }. Òàêîå òåëî íàçîâåì ãèïåðñëîåì, èëè ïðîñòî ñëîåì, èëè

îáîëî÷êîé (ðèñ. 1).
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìîäåëü çàâèñèò îò êîíå÷íîãî ÷èñëà � ïàðàìåòðîâ

� �r r, ,�1 . Ôîðìàëüíî òàêóþ ìîäåëü ìîæíî çàäàòü êàê ñèñòåìó k äèôôåðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ p-ãî ïîðÿäêà ñ k íåèçâåñòíûìè

u i ki , ,�1 , è n àðãóìåíòàìè [15]:

F x x u u u u u ui
n

k k n k

p

( , , ; , , ; , , ; , ...,, , , ,
1

1 1 1 1 1 1� � � � �
���
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���

�; , , )� ��1 �

� P x xi
n( , , )1

� â � . (1)

Çàäàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ãèïåðïîâåðõíîñòÿõ

x hs s� � , x hs s� :
f x x u u u uj

n
k k n n

p

�

�

( , , ; , , ; , , ;, ,
1

1 1 1

1

� � � �
���

� ��1, , )�
x h js s Q
�



� , j k p� �1, ( ) . (2)

Çäåñü èíäåêñ ïîñëå çàïÿòîé îáîçíà÷àåò äèôôå-
ðåíöèðîâàíèå ïî ñîîòâåòñòâóþùåé êîîðäèíàòå,
â îáùåì ñëó÷àå p n� , Fl çàâèñèò îò âñåõ âîç-
ìîæíûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ äî p-ãî ïîðÿäêà
âêëþ÷èòåëüíî, ïîëîæåíèå ãèïåðïîâåðõíîñòè ìî-
æåò çàâèñåòü îò ui è èõ ïðîèçâîäíûõ. Ðåøåíèå
êðàåâîé çàäà÷è (l), (2) ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè
ôóíêöèé ui , ïðåîáðàçóþùèõ óðàâíåíèÿ (1) â òîæ-
äåñòâà , è â âûáîðå èç ìíîæåñòâà ýòèõ ôóíêöèé
òàêèõ, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (2).
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Ðèñ. 1. Ãèïåðñëîé
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Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ (1) è ãðà-
íè÷íûå óñëîâèÿ (2) ïðåäñòàâëåíû êàê ñóììà ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ ÷àñòåé, ãäå
ëèíåéíûé îïåðàòîð L áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà p, ÷åì ïîðÿäîê p1 íåëèíåéíîãî
îïåðàòîðà [16]:
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x h

j

s s

Q , (4)

j p k� � , q p� �1 1, ( ), p p2 1 2� �, ( ), l k�1, .

Â îòëè÷èå îò ìîäåëè îáùåãî âèäà (1), (2) ìîäåëü (3), (4) ìîæíî êëàññèôèöèðî-

âàòü ïî òèïó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Åñëè ñèñòåìà

óðàâíåíèé (3) ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìîäåëü áóäåò íàçûâàòüñÿ

ãèïåðáîëè÷åñêîé ìîäåëüþ; åñëè íåêîòîðàÿ ôèçè÷åñêàÿ ìîäåëü ñîîòâåòñòâóåò óêà-

çàííîé ìîäåëè, îíà òàêæå áóäåò íàçûâàòüñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé.

Â ñëó÷àå êîððåêòíî ïîñòàâëåííîé çàäà÷è Êîøè äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé ìîäå-

ëè â áåñêîíå÷íîé îáëàñòè� ñóùåñòâóþò ðåøåíèÿ â ôîðìå ñëàáûõ ðàñïðîñòðàíÿ-

þùèõñÿ ðàçðûâîâ (ðàçðûâû ïðîèçâîäíûõ ñàìîãî âûñîêîãî ïîðÿäêà â äèôôåðåí-

öèàëüíîì îïåðàòîðå). Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôèçè÷åñêàÿ ìîäåëü îïèñûâàåò ðàñ-

ïðîñòðàíåíèå âîçìóùåíèé ñ êîíå÷íûìè ñêîðîñòÿìè, ò.å. óäîâëåòâîðÿåòñÿ

ïðèíöèï êîíå÷íîé ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîçìóùåíèé [14]. Ýòî ñîîòâåòñòâó-

åò ðåàëüíîñòè — â äåéñòâèòåëüíûõ ôèçè÷åñêèõ ñðåäàõ èëè ñèñòåìàõ ëþáîå âîç-

ìóùåíèå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ñ êîíå÷íîé ñêîðîñòüþ, îïðåäåëÿåìîé ñâîéñòâàìè

ñðåäû èëè ñèñòåìû. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôîðìóëèðîâêà ïðèíöèïà ãëàñèò, ÷òî ðåøå-

íèå çàäà÷è Êîøè ñ ïîëíîñòüþ îïðåäåëåííûìè íà÷àëüíûìè äàííûìè êîíå÷íî îò-

íîñèòåëüíî ïðîñòðàíñòâåííûõ ïðîèçâîäíûõ ïðè êàæäîé ôèêñèðîâàííîé âåëè÷è-

íå âðåìåííîé êîîðäèíàòû [17].

Îòìåòèì, ÷òî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ãëàâíàÿ ÷àñòü îïåðàòîðà ãèïåðáîëè÷åñêî-
ãî óðàâíåíèÿ ìîæåò íå áûòü îòâåòñòâåííîé çà ïåðåíîñ ýíåðãèè, à îïðåäåëÿþùèì
ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèé îïåðàòîð áîëåå íèçêîãî ïîðÿäêà. Èçâåñòíî òàêæå, ÷òî
ïðè íåêîòîðûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ çàäà÷à ãèïåðáîëè÷åñêîé ñèñòåìû ìîæåò íå
îïèñûâàòü ðàñïðîñòðàíåíèå âîçìóùåíèé — êàê ñëåäñòâèå íåêîððåêòíîé ïîñòà-
íîâêè çàäà÷è Êîøè [18].

Íåîáõîäèìî çàìåòèòü, ÷òî áîëüøèíñòâî èçâåñòíûõ ïðèíöèïîâ ìîæíî,
ïî-âèäèìîìó, âêëþ÷èòü â áîëåå îáùèé — ïðèíöèï ïðè÷èííîñòè, îáúåäèíÿþùèé
ÿâëåíèÿ èëè èçìåíåíèå â ñîñòîÿíèè ñèñòåìû ñ óñëîâèÿìè, ïîðîæäàþùèìè ýòî
ÿâëåíèå [19].

Ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü, êîòîðàÿ ñëåäóåò èç èñõîäíîé ìîäåëè êàê âûðîæ-
äåííàÿ ïî íåêîòîðûì ïàðàìåòðàì, íàçîâåì óïðîùåííîé (âûðîæäåííîé) ìàòåìà-
òè÷åñêîé ìîäåëüþ, èëè àïïðîêñèìàöèåé.

Îïðåäåëåíèå 1. Ìîäåëü, ñëåäóþùàÿ èç èñõîäíîé ìîäåëè (3), (4) ïðè �r � 0

(èëè x s � 0), íàçûâàåòñÿ âûðîæäåííîé ìîäåëüþ.
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Ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ âàðèàíòû � �r �
0 , 0 1� ��� , èëè | |x hs s� , 0 1� ��hs .

Òàêèå ìîäåëè áëèçêè ê âûðîæäåííûì. Òîãäà â ñâÿçè ñ íàëè÷èåì ìàëûõ ïàðàìåò-

ðîâ �r èëè hs ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ àíàëèòè÷åñêè óïðîùåííîé

ìîäåëè (àïïðîêñèìàöèè), çàìåíÿþùåé èñõîäíóþ ìîäåëü â îêðåñòíîñòè ïàðàìåò-
ðà âûðîæäåíèÿ èëè ïîâåðõíîñòè âûðîæäåíèÿ. Òàêèå ìîäåëè äàëåå áóäåì íàçû-
âàòü êâàçèâûðîæäåííûìè.

Îïðåäåëåíèå 2. Åñëè ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé (2), (3) ïðè âûðîæäåíèè ïî ïàðàìåòðó èëè êîîðäèíàòå îñòàåòñÿ ãèïåðáîëè-
÷åñêîé, òî òàêîå âûðîæäåíèå íàçûâàåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
âûðîæäåíèå íàçûâàåòñÿ íåãèïåðáîëè÷åñêèì.

Ñîãëàñíî ýòîìó îïðåäåëåíèþ âûäåëÿþòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèå ìîäåëè è ñîîò-
âåòñòâóþùèå ãèïåðáîëè÷åñêè âûðîæäåííûå èëè êâàçèâûðîæäåííûå ìîäåëè.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïîñòðîåíèå âûðîæäåííûõ èëè êâàçèâûðîæäåííûõ ïî êîîðäè-
íàòå ìîäåëåé ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ ðàçìåðíîñòè çàäà÷è. Â ñëó÷àå âûðîæäå-
íèÿ ïî ïàðàìåòðàì çàäà÷ó ìîæíî ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü: óìåíüøåíèå ïîðÿäêà
ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ÷àñòè÷íàÿ äåêîìïîçèöèÿ è ò.ä. Ýòà çàäà÷à
ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê îòîáðàæåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà â ÷àñòíûõ

ïðîèçâîäíûõ èç R n â R n�1.

ÃÈÏÅÐÁÎËÈ×ÅÑÊÎÅ ÂÛÐÎÆÄÅÍÈÅ

Áóäåì èñõîäèòü èç îáùåãî èçëîæåíèÿ, ïðèâåäåííîãî âûøå. Ðàññìîòðèì ôóíê-

öèè u xr ( ), r k�1, , â n-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå R n , òî÷êà êîòîðîãî

( ) , ,x x x n� 1
� , ãäå x t1 � — êîîðäèíàòà âðåìåíè. Èññëåäóåì îáëàñòü � � R n ,

îãðàíè÷åííóþ ãèïåðïîâåðõíîñòÿìè x hs s� 
 , hs 	 0 (èíäåêñ s ôèêñèðîâàí),
è ðàññìîòðèì â íåé êîíå÷íóþ ãèïåðáîëè÷åñêóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ äèôôåðåí-

öèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ â R n , äëÿ êîòîðîé ïîñòàâëåíà
êðàåâàÿ çàäà÷à èëè íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à ñ çàäàííûìè ðåàëüíûìè äàííûìè

è ðåàëüíûìè ðåøåíèÿìè, ïðèíàäëåæàùèìè C k .
Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ çàïèñûâàþòñÿ ïî àíà-

ëîãèè ñ (3) è (4) ñëåäóþùèì îáðàçîì [4]:

L a
u

x x
F Pi ilq

q
l

n i i
n

 
�

� �
� �

1 1( ) ( )� �
�

â � , t 
 0,

( , ) ,i l k�1 , q n� � � �� � �1 2 � , q p�1, , (5)
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f Qjlq
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n j
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��
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1 1( ) ( )� �

�
, j p k� � , q p� �1 1, ( ), l k�1, , (6)

ãäå (5) — ñèñòåìà k óðàâíåíèé p-ãî ïîðÿäêà ñ k íåèçâåñòíûìè ôóíêöèÿìè,
êîòîðûå äîëæíû îïðåäåëÿòüñÿ êàê åå ðåøåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå ãðàíè÷íûì
óñëîâèÿì (6) è íà÷àëüíûì óñëîâèÿì (íå ïðåäñòàâëåíû çäåñü) òàê, ÷òîáû ãà-
ðàíòèðîâàëàñü êîððåêòíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïåðâûé ÷ëåí â (5) ÿâëÿåòñÿ
ãëàâíîé ÷àñòüþ îïåðàòîðà, âòîðîé ÷ëåí Fi îñòàåòñÿ êàê ÷àñòü îïåðàòîðà. Â (6)
÷ëåí f j — îïåðàòîð áîëåå íèçêîãî ïîðÿäêà, ÷åì ïåðâûé ÷ëåí. Ïîäðàçóìåâàåò-
ñÿ ñîãëàøåíèå î ñóììèðîâàíèè ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì, à èíäåêñû ïåðåä
çàïÿòîé îáîçíà÷àþò ÷àñòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî ñîîòâåòñòâóþùåé êîîðäè-
íàòå. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîýôôèöèåíòû ailq è b jlq ïîñòîÿííûå, íî îíè ìîãóò
çàâèñåòü îò ìàëîãî ïàðàìåòðà ��� 1.

Ñèñòåìó (5) ìîæíî ïðèâåñòè ê ñèñòåìå óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà [20, 21]

�
�

�
�
�

� �
� �

��
�t

A
x

B p, � � 2 3, , ,� n, (7)
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ãäå � — âåêòîð, èìåþùèé m êîìïîíåíò � �1 ( , ), ..., ( , )x t x tm , m k p	 , — âåêòîð
àíàëîãè÷íîãî âèäà, A è B — ìàòðèöû ïîðÿäêà m.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå (íå âêëþ÷àåò ÷ëåíû íèç-
øåãî ïîðÿäêà)

det ( )� �� �I A� � 0 (8)

èìååò äåéñòâèòåëüíûå êîðíè � �i ( ), à ìàòðèöà A� �� ïðèâîäèòñÿ ê äèàãîíàëü-

íîìó âèäó äëÿ êàæäîãî �� �R n 1, ò.å. óäîâëåòâîðÿåòñÿ íåîáõîäèìîå óñëîâèå,

÷òîáû ñèñòåìà (7) áûëà ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà.

Ãèïåðáîëè÷íîñòü — íåîáõîäèìîå, íî íå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äëÿ ðàñïðîñò-
ðàíåíèÿ âîçìóùåíèé ñ êîíå÷íûìè ñêîðîñòÿìè. Ïðèíöèï êîíå÷íîé ñêîðîñòè ìî-
æåò áûòü íàðóøåí ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, âêëþ÷àþùèìè ãðàíè÷íûå è íà÷àëü-
íûå äàííûå, à òàêæå ïåðåìåííûå êîýôôèöèåíòû, ñîîòâåòñòâóþùèå íåîäíîðîä-
íûì è/èëè àíèçîòðîïíûì ñâîéñòâàì ñðåä. Íàïðèìåð, â [18] ïîêàçàíî, ÷òî
èìåþòñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, äëÿ êîòîðûõ íà÷àëüíàÿ çàäà÷à áóäåò íåêîððåêòíî
ïîñòàâëåííîé, è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ñóùåñòâóåò ðåøåíèé ñ êîíå÷íûìè ñêîðîñòÿ-
ìè. Çäåñü ðàññìàòðèâàåì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, äëÿ êîòîðûõ íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çà-
äà÷à ïîñòàâëåíà êîððåêòíî.

Èñõîäíàÿ ìîäåëü (5), (6) ïðèâîäèòñÿ ê âûðîæäåííîé ìîäåëè, êîãäà � � 0

èëè � � �h ls / 0. Íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü ãèïåðáîëè÷åñêèå àïïðîêñèìàöèè, ò.å. ïî-

ñòðîèòü îòîáðàæåíèå èñõîäíîãî ïðîñòðàíñòâà R n ( )� èëè R n ( )� â âûðîæäåííîå ïðî-

ñòðàíñòâî, R Rn n( )� � èëè R Rn n( )� � �1, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ ïðåäåëüíîé

êîððåêòíîñòè — áûòü ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà, ò.å. óñëîâèþ êîíå÷íîé ñêîðîñòè ðàñ-
ïðîñòðàíåíèÿ âîçìóùåíèé [14, 18]. Â ýòîì ñëó÷àå â âûðîæäåííîì ïðîñòðàíñòâå
âìåñòî ôóíêöèé u x( ) ïîÿâëÿþòñÿ íîâûå ôóíêöèè � ( )u x . Â äàëüíåéøåì ðàññìàòðè-
âàåòñÿ ñëó÷àé êîîðäèíàòíîãî âûðîæäåíèÿ � � 0.

Ðàçëîæåíèå ïîëåâûõ ôóíêöèé â ñòåïåííûå ðÿäû ïî âûðîæäåííîé êîîðäèíà-
òå s îòíîñèòåëüíî ñðåäèííîé ãèïåðïîâåðõíîñòè ïðèâîäèò ê âûðîæäåííîé çàäà÷å
îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ðÿäîâ, çàâèñÿùèõ òîëüêî îò n�1 êîîðäèíàò

u t x x x u t x x x x xi
n n

ik
s s n s k( , , ... , , ) ( , , , , , , )( )2 1 2 1� �� � �

k�

�

!
1

. (9)

Ïîäñòàíîâêà (9) â óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ (5) è ãðàíè÷íûå óñëî-

âèÿ (6) äàåò â R n�1 ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ èç óðàâíåíèé (5) è ìíîæåñòâî
ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà èç (6). Ñëåäóþ-
ùèé øàã — óñå÷åíèå ýòèõ áåñêîíå÷íûõ ñèñòåì, êîòîðîå âîçìîæíî ðàçíûìè
ïóòÿìè, ïðè ñîõðàíåíèè ÷ëåíîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçëè÷íûì ïðàâèëàì. Ìîæ-
íî èç ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé âûðàçèòü âñå uik â òåðìèíàõ ìèíèìàëüíîãî
êîíå÷íîãî ÷èñëà èñêîìûõ ôóíêöèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷èñëó ñèñòåì äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïîäñòàíîâêà äàííûõ ôóíêöèé â óñå÷åííûå óðàâíåíèÿ
ïðèâîäèò ê ðàçðåøàþùèì óðàâíåíèÿì, ÷òî ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ðàçëè÷íûå àï-
ïðîêñèìàöèè, ò.å. óïðîùåííûå ìîäåëè. Ïðàâèëà ñîõðàíåíèÿ ÷ëåíîâ äîëæíû
áûòü òàêîãî âèäà, ÷òîáû ýòà ñèñòåìà áûëà ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà. Íåîáõîäè-
ìîå óñëîâèå ñîñòîèò â ïîëó÷åíèè çàìêíóòîé ñèñòåìû äëÿ îïðåäåëåíèÿ íîâûõ
íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé.

Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ãèïåðáîëè÷åñêîãî âûðîæäåíèÿ àíîíñèðóåòñÿ ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì: ÷òîáû ïîëó÷èòü ãèïåðáîëè÷åñêóþ àïïðîêñèìàöèþ, äîñòàòî÷íî
óäåðæàòü â áåñêîíå÷íûõ ñèñòåìàõ âñå ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûå äèôôåðåíöè-
àëüíûå îïåðàòîðû äî çàäàííîãî ïîðÿäêà.

Ñëåäóÿ èçëîæåííîìó, ðàññìîòðèì ïîñòðîåíèå âûðîæäåííûõ ìîäåëåé äëÿ ñëó-

÷àÿ R 4 , êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé ýëàñòîäèíàìèêè äëÿ ñëîÿ. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôîðìó-
ëèðîâêà ñîîòâåòñòâóþùåé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è â òåðìèíàõ ïåðåìåùåíèé
u � ( , , )u u u1 2 3 , çàâèñÿùèõ îò îðòîãîíàëüíûõ êîîðäèíàò x x x1 2 3, , è âðåìåíè t,
ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: íàéòè âåêòîð-ôóíêöèþ u ( , , , )x x x t1 2 3 êàê

ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2015, òîì 51, ¹ 1 125



ðåøåíèå óðàâíåíèé â �� [ , ]0 T , T 	 0 ,

" � � � " � � �2 1u G u uk k tt k( / ) ( )� , k �1 2 3, , , (10)

óäîâëåòâîðÿþùóþ ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì
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è íà÷àëüíûì óñëîâèÿì
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�

0
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�t k t
u

0
0, k �1 2 3, , . (12)

Áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû ââîäÿòñÿ ïî ôîðìóëàì (çâåçäî÷êè äàëåå îïóñêàåì):

( , ) ( , )x u
l

x ui i i i
# # �

1
, t

c

l
ts# � , c

c

cs

* � ,

( , , ) ( , , )� �kl i kl iq p
G

q p# # # �
1

,
2h

l
� �. (13)

Ñëåäóþùèé ñóùåñòâåííûé øàã ñâÿçàí ñ ââåäåíèåì ïðåäïîëîæåíèÿ î ìàëîñ-
òè âåëè÷èíû � è, çíà÷èò, ìàëîñòè ïîïåðå÷íîé êîîðäèíàòû

( / ) | / | ~ ( )2 1 3h l x l O� �� $� � . (14)

Èç (14) âûòåêàåò, ÷òî ðàññìàòðèâàþòñÿ äîâîëüíî ãëàäêèå âîçìóùåíèÿ ïî ïëà-
íàðíûì êîîðäèíàòàì x1, x2 è âðåìåíè t.

Êîìïîíåíòû âåêòîðà ïåðåìåùåíèÿ ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ñòåïåííûõ ðÿ-
äîâ ïî x3

u x x x t u x x t x kk km
m

m

( , , , ) ( , , ) , , ,1 2 3 1 2 3
0

1 2 3� �
�

�

! . (15)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèè ui� äèôôåðåíöèðóåìû ñòîëüêî ðàç, ñêîëüêî
òðåáóåòñÿ, âñå ïðîèçâîäíûå ui� íåïðåðûâíû, à ðÿäû (15) ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî.
Ñõîäèìîñòü ýòèõ ðÿäîâ çàâèñèò òîëüêî îò âåëè÷èíû �, õàðàêòåðèçóþùåé èçìåíå-
íèÿ îáëàñòåé ïî êîîðäèíàòàì x1, x2 , t. ×åì áîëåå ïëàâíûå ýòè èçìåíåíèÿ, òåì
áîëüøå l è ìåíüøå �, à ðÿäû (15) áûñòðåå ñõîäÿòñÿ. Ïîäðîáíîå èçëîæåíèå è àíà-
ëèç ïðèâåäåíû â [13].

Â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåì, ÷òî òîëùèíà ñëîÿ ìàëà: ��� 1. Òàêèì îáðàçîì,
åñòåñòâåííî ïðèìåíèòü ðàçëîæåíèå ïî áåçðàçìåðíîé êîîðäèíàòå x3 îòíîñèòåëüíî
ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè x3 0� , òåì ñàìûì ïîíèæàÿ ðàçìåðíîñòü çàäà÷è [12, 13].
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì âûðîæäåíèå èñõîäíîé ãèïåðáîëè÷åñêîé ìîäåëè, êîãäà
âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ âûðîæäåíèÿ, ïðèâîäÿùèå ê óðàâíåíèÿì ïàðàáîëè÷åñêîãî,
ãèïåðáîëè÷åñêîãî è ñìåøàííîãî òèïà. Òîëüêî âûðîæäåíèå ãèïåðáîëè÷åñêîé ìî-
äåëè â ãèïåðáîëè÷åñêóþ ìîäåëü êîððåêòíî è èìååò ôèçè÷åñêèé ñìûñë ïðè óñëî-
âèè, ÷òî ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîçìóùåíèé êîíå÷íà [14].

Ïðåäñòàâëåíèå (15) ïðèâîäèò èñõîäíóþ çàäà÷ó (10)–(13) ê îïðåäåëåíèþ áåñ-
êîíå÷íîãî ÷èñëà ôóíêöèé ukm , óäîâëåòâîðÿþùèõ áåñêîíå÷íîé ñèñòåìå äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèÿì. Â ñâîþ î÷åðåäü, ýòà
ñèñòåìà ðàñïàäàåòñÿ íà äâå íåçàâèñèìûå ïîäñèñòåìû, ñîîòâåòñòâóþùèå àñèì-
ìåòðè÷íîé (èçãèáíîé) äåôîðìàöèè ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè x3 0� è ñèììåòðè÷-
íîé (ïëàíàðíîé).

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé àñèììåòðè÷íûõ äåôîðìàöèé (ñóììèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ
îò s � 0 äî s � �):

e x x x t e x x t xs
s

s

( , , , ) ~ ( , , )( )1 2 3 2 1 1 2 3
2 1

0

� �
�

�

�

! , e ui i� , , i �1 2, ,
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w x x x t w x x t xs
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e — äèâåðãåíöèÿ ïëàíàðíûõ ñìåùåíèé, w — îòêëîíåíèå, pi

 è q 
 — ñäâèãî-

âàÿ è íîðìàëüíàÿ íàãðóçêè âäîëü ëèöåâûõ ïîâåðõíîñòåé ñëîåâ, cs è ce — ñêî-
ðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñäâèãîâûõ è äèëàòàöèîííûõ âîëí.

Óðàâíåíèÿ (16) äàþò òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è. Ðåäóêöèÿ ýòîé ñèñòåìû ïîçâî-
ëÿåò ïîëó÷èòü ðÿä àïïðîêñèìàöèé ðàçëè÷íîãî ðîäà. Ãèïåðáîëè÷åñêîå âûðîæäå-
íèå íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ êîíå÷íîé ãèïåðáîëè÷åñêîé ñèñòåìû óðàâíåíèé

ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà â R n íà îñíîâå ìåòîäà ñòåïåííûõ ðÿäîâ ðàññìîòðåíî
â [12]. Òàêèì îáðàçîì, óñòàíîâëåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ âûðîæ-
äåíèÿ: ïîëíîòà ðåäóöèðîâàííîé ñèñòåìû è ñîõðàíåíèå âñåõ ïðîñòðàíñòâåí-
íî-âðåìåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ äî îïðåäåëåííîãî ïîðÿäêà.

Óñå÷åíèÿ óðàâíåíèé (16) äî ñåäüìîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî ïðèâîäÿò
ê òðåõìîäîâîé (òîëùèííûå âîëíîâûå ìîäû) àïïðîêñèìàöèè, êîòîðóþ ìîæíî
âûðàçèòü ñëåäóþùèì óðàâíåíèåì:
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( ). (17)

Â ðàáîòå [22] îáîáùåíà ïàðàáîëè÷åñêàÿ ìîäåëü Áåðíóëëè–Ýéëåðà èçãèáíûõ
êîëåáàíèé áàëêè íà ãèïåðáîëè÷åñêóþ ìîäåëü íà ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé îñíîâå
ñ ïîïðàâêàìè, îòâåòñòâåííûìè çà äåôîðìàöèè òîëùèííîãî ñäâèãà è èíåðöèþ
âðàùåíèÿ. Íà ýòîé îñíîâå [23] îáîáùåíà ïàðàáîëè÷åñêàÿ ìîäåëü Êèðõãîôà èç-
ãèáíûõ êîëåáàíèé ïëàñòèí [24] (îïåðàòîð K â óðàâíåíèè (17)) íà ãèïåðáîëè÷åñ-
êóþ ìîäåëü (äâóõìîäîâàÿ ìîäåëü — îïåðàòîðû ÒÌ ). Áîëåå îáùàÿ ãèïåðáîëè÷åñ-
êàÿ ìîäåëü [10] áûëà ïîñòðîåíà êàê ìàòåìàòè÷åñêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ áåç ââåäåíèÿ
ôåíîìåíîëîãè÷åñêèõ ïðåäïîëîæåíèé (òðåõìîäîâàÿ àïïðîêñèìàöèÿ — îïåðàòîðû
ÒÌS), âêëþ÷àÿ òàêæå äâóìåðíóþ ñèñòåìó êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé.
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Êîýôôèöèåíòû â (17) èìåþò âèä (çäåñü � — êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà)
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Ïî àíàëîãèè ñ ïðèâåäåííûì âûøå ïîñòðîåíû ãèïåðáîëè÷åñêèå àïïðîêñèìà-
öèè äëÿ ñèììåòðè÷íûõ êîëåáàíèé îòíîñèòåëüíî ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè.

Â ñëó÷àå ïëîñêîé äåôîðìàöèè äëÿ ñèììåòðè÷íûõ ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèé
â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè èìååì óðàâíåíèå îáîáùåííîãî ïëîñêîãî íàïðÿæåííîãî
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Âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè ïîëó÷àåì äâóõìîäîâóþ àïïðîêñèìàöèþ âèäà
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Òðåòüå ïðèáëèæåíèå äàåò òðåõìîäîâóþ àïïðîêñèìàöèþ
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Êîýôôèöèåíòû +ai , +bk è +ck îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìóë (çäåñü � — êî-
ýôôèöèåíò Ïóàññîíà)
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Ïðèâåäåì ïðîñòîé èëëþñòðàòèâíûé ïðèìåð, äåìîíñòðèðóþùèé ïðèìåíåíèå
ìåòîäà ñòåïåííûõ ðÿäîâ. Ðàññìîòðèì âîëíîâîå óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå ðàñ-
ïðîñòðàíåíèå âîëí â ìåëêîé âîäå è àêóñòè÷åñêèõ âîëí. Îíî õàðàêòåðèçóåòñÿ
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ïðîñòðàíñòâåííûìè îðòîãîíàëüíûìè êîîðäèíàòàìè x x x1 2 3, , è âðåìåííîé êîîð-
äèíàòîé t. Âûäåëèì ñëîé �� � � �x1 , �� � � �x2 , � � �h x h3 è ïðåäïîëîæèì,
÷òî èçìåíåíèå ïîëÿ â çàâèñèìîñòè îò êîîðäèíàò x1 è x2 õàðàêòåðèçóåòñÿ íåêîòî-
ðûì ïëàíàðíûì ïàðàìåòðîì l, êîòîðûé çíà÷èòåëüíî áîëüøå òîëùèíû ñëîÿ 2h :

2
1

h

l
� ��� . (21)

Îòñþäà ïîëó÷àåì óñëîâèå ìàëîñòè êîîðäèíàòû x3 :

x

l

3 1�� , � � �h x h3 . (22)

Ïóñòü â ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò x x x1 2 3, , òðåáóåòñÿ
îïðåäåëèòü ôóíêöèþ 	( , , , )x x x t1 2 3 , óäîâëåòâîðÿþùóþ âîëíîâîìó óðàâíåíèþ
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x x x x
, ãäå " 2 — ïëàíîâûé ëàïëàñèàí,

êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò ïëàíîâûé äàëàìáåðòèàí � .
Óñëîâèÿ (24) îïèñûâàþò ñìåøàííóþ çàäà÷ó ( , )� 
� �0 0 è êàê ÷àñòíûå ñëó-

÷àè — çàäà÷ó Äèðèõëå ( , )� 
� �0 0 è çàäà÷ó Íåéìàíà ( , )� 
� �0 0 .

Â áåçðàçìåðíûõ âåëè÷èíàõ (çâåçäî÷êè äàëåå îïóñêàåì)
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Ïðåäñòàâèì 	 â âèäå ðÿäà ïî ñòåïåíÿì x3 :

	 	�
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0

1 2 3
( , , )x x t x (27)

è ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèè 	� äèôôåðåíöèðóåìû ñòîëüêî ðàç, ñêîëüêî ïî-
òðåáóåòñÿ, âñå ïðîèçâîäíûå îò 	� íåïðåðûâíû è ðÿä ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ.
Ñõîäèìîñòü ðÿäà (27) ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò âåëè÷èíû � � 2h l/ è èçìåíåíèÿ
ïîëåé ïî êîîðäèíàòàì x x t1 2, , . ×åì áîëåå ïëàâíî ýòî èçìåíåíèå, îïðåäåëÿåìîå
âíåøíèìè âîçäåéñòâèÿìè, è ÷åì ìåíüøå �, òåì áûñòðåå ñõîäèòñÿ ðÿä (27).

Ïîäñòàâëÿÿ (27) â (26), ïîëó÷àåì

[ ( ) ]� 	 	 � ��
�

�
�

�

x x
3 3

2

0

1 0� � ��

�

�

! , (28)

�
�

�
�

�

�

�	 � 
	 	
�

�
�

�



! �%
&'

(
)*

�
0

3

1
3 1

2
3

x x
x

. (29)

Óðàâíåíèå (28) óäîâëåòâîðÿåòñÿ, åñëè ñóììàðíûé êîýôôèöèåíò ïðè êàæäîé
ñòåïåíè x3 ðàâåí íóëþ. Ýòî ïðèâîäèò ê áåñêîíå÷íîé ñèñòåìå óðàâíåíèé. Ïîñëå
ðÿäà ïðåîáðàçîâàíèé èç (28) è (29) ïîëó÷àåì
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	 	 	( , , , ) [ ( , , ) ( , , )x x x t x x t x x x t xs
s

s
s

1 2 3 2 1 2 3
2

2 1 1 2 3
2� � �
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�

�

! 1

0

]

s

, (30)

1
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2 2

1

4 2

1

2 22
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4 2

2

2� � � �
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&
'
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(

)
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! !

( )

( )!
� � �� � �� �

k

k

k k

k *
�

� � � �� �( ) ( )�	 
	 	 	1 0
1

2
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(31)
1

1 2

1

3 2

1

2 1 23

3

2 1

2 1

! !

( )

( )!
� � �� � �

�

�
�

%

&
'
'

(

)
*

�
�

� �� �
k

k

k k

k *
�

� � � �� �( ) ( )
	 � 	 	 	1 0
1

2
� , (32)

	 	2 2 2
1

2 1 2 2
p p

p p
� � �

� �( )( )
� , (33)

	 	2 3 2 1
1

2 2 2 3
p p

p p
� �� �

� �( )( )
� . (34)

Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ìîæåò áûòü äîïîëíåíà íà÷àëüíûìè óñëîâè-
ÿìè. Êàê âèäíî, â ñìåøàííîé çàäà÷å èìååì ñâÿçàííóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé. Â ñëó-
÷àÿõ çàäà÷ Äèðèõëå è Íåéìàíà ñèñòåìà ðàñïàäàåòñÿ íà äâå íåçàâèñèìûå ïîäñèñ-
òåìû, ñîîòâåòñòâóþùèå ñèììåòðè÷íûì è àñèììåòðè÷íûì êîëåáàíèÿì ñëîÿ.

Áåñêîíå÷íûé ðÿä (30), êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî îïðåäåëÿþòñÿ èç çàìêíóòîé
ñèñòåìû (31)–(34), äàåò òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è. Íî âìåñòî òðåõìåðíîé çàäà-
÷è (26) ðåøàåòñÿ äâóìåðíàÿ çàäà÷à (31)–(34). Åñëè îãðàíè÷èòüñÿ êîíå÷íûì ÷èñ-
ëîì ÷ëåíîâ ðÿäà (30), òî ñèñòåìà (31)–(34) áóäåò êîíå÷íîé çàìêíóòîé. Ïîëó÷àå-
ìóþ ïðè ýòîì àïïðîêñèìàöèþ íàçîâåì êâàçèâûðîæäåííîé ìîäåëüþ. Èç ñîîòíî-
øåíèé (30)–(34) ìîæíî ïîëó÷èòü áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ àïïðîêñèìàöèé.
Íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü êâàçèâûðîæäåííûå ïî êîîðäèíàòå ãèïåðáîëè÷åñêèå ìî-
äåëè. Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ïîëîæåíèå.

Â ñëó÷àå âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé àïïðîêñè-
ìàöèè k-ãî ïîðÿäêà ïðè óñå÷åíèè ñèñòåìû äîñòàòî÷íî ñîõðàíèòü âñå îïåðàòîðû

äî �
k âêëþ÷èòåëüíî (âñå ÷ëåíû ñ ìíîæèòåëÿìè äî �2 1k� ).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî ñèñòåìà óñå÷åííûõ ïî �2 1k�

óðàâíåíèé (31), (32) ãèïåðáîëè÷åñêàÿ. Ëåãêî ïîêàçàòü, íàïðèìåð, èñêëþ÷åíèåì
	1 èç (31), (32) è èññëåäîâàíèåì ãëàâíîé ÷àñòè îïåðàòîðà, ÷òî ýòà ñèñòåìà óðàâ-
íåíèé ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà ïðè ëþáîì êîíå÷íîì k k, , , ,� 0 1 2 � Îòñþäà ñëåäó-
åò òàêæå ãèïåðáîëè÷íîñòü ñèñòåìû è â ñëó÷àÿõ çàäà÷ Äèðèõëå è Íåéìàíà.

Ïðèâåäåì äâå ïðîñòåéøèå ìîäåëè. Ïðè k � 0 äëÿ ñìåøàííîé çàäà÷è èç
(30)–(34) èìååì

	 	 	( , , , ) ( , , ) ( , , )x x x t x x t x x t x1 2 3 0 1 2 1 1 2 3� � , (35)


	 �	 	 	0 1
1

2
� � �� �( ), (36)

� � � �� �� � 	 � 
	 	 	
1

2

1

2

1

2
0 1� ( ). (37)

Èç (36), (37) ñëåäóåò ðàçðåøàþùåå óðàâíåíèå

( ) ( ) ( ), ,�
 �� 	 �
 	 	 � 	 	 � 
2 2
0

1

2
2

1

2
0 0� � � � � � �� � � �

� . (38)

Ïðè k �1 íàõîäèì
	 	 	 	 	� � � �0 2 3

2
1 3 3 3

3x x x , (39)

1
1

8

1

2

2
0 1��

�
�

�

�
� � � �� �� 
	 �	 	 	� ( ) ( ),
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48
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2

3
0 1��
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�

�

�
� � � � �� �

� �( ) ( ),

	 	2 0
1

2
� � � , 	 	3 1

1

6
� � � .

Èç (36) è (37) çàïèøåì ðàçðåøàþùåå óðàâíåíèå

�
 �� � 
 � � � 
 �2 2 3 2 3 2 5 2 51

6

1
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192

1

1
� ��
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�

�
� � ��

�
�

�

�
� �� � �

92

2
0� 	� � �

%

&
'

(

)
* �

� ��

�
�

�

�
� � � ��

�
�

�

�
� �� � � �� � 
 	 	 � � 	 	3 21

24

1

2
1

1

8
2

1

2
� �( ) ( ) ( , )� 
� �0 0 .

Åñëè ïðèíÿòü, ÷òî âåëè÷èíû � 2 è 
 2 îäíîãî ïîðÿäêà, òî óðàâíåíèå (39)

ìîæíî óïðîñòèòü, ïðåíåáðåãàÿ ÷ëåíàìè, ñîäåðæàùèìè ìíîæèòåëü �5 .

Èç (35)–(38) ïîëó÷àåì äâå íåñâÿçàííûå ñèñòåìû äëÿ çàäà÷è Äèðèõëå:

	 	 	� �0 2 3
2x , 	 	2 0

1

2
� � � , 1

1

8

1 1

2
0��

�
�

�

�
� � �� �� 	



	 	� ( ),

	 	 	� �1 3 3 3
3x x , 	 	3 1

1

6
� � � , � � 	



	 	��

�
�

�

�
� � �� �3

1
1

24

2 1

2
� ( ).

Àíàëîãè÷íî äëÿ çàäà÷è Íåéìàíà èìååì

	 	 	� �0 2 3
2x , 	 	2 0

1

2
� � � , � � 	

�
	 	��

�
�

�

�
� � � �� �3

0
1

24

2 1

2
� � ( ) ,

	 	 	� �1 3 3 3
2x x , 	 	3 1

1

6
� � � , 1

1

8

1 1

2

2
1��

�
�

�

�
� � �� �� 	

�
	 	� ( ) .

Òàêîé ïîäõîä ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷ â ïðîèçâîëüíûõ êðè-
âîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ïðåäñòàâëåí àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ âûðîæäåííûõ ïî ìàëîé êîîðäèíàòå ãèïåð-
áîëè÷åñêèõ ìîäåëåé, îïèñûâàþùèõ ðàñïðîñòðàíåíèå âîçìóùåíèé ñ êîíå÷íîé

ñêîðîñòüþ. Ðàññìîòðåíèå ïðîâåäåíî â n-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå R n .
Èñõîäíàÿ ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå íà÷àëüíî-êðàåâîé
êîððåêòíî ïîñòàâëåííîé çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Èç
ìíîæåñòâà àïïðîêñèìàöèé ðåàëèçóåòñÿ îòáîð ãèïåðáîëè÷åñêèõ àïïðîêñèìà-
öèé, ò.å. óäîâëåòâîðåíèå ïðèíöèïà ãèïåðáîëè÷íîñòè — èñõîäíàÿ ãèïåðáîëè-
÷åñêàÿ ìîäåëü îòîáðàæàåòñÿ â ïðèáëèæåííóþ ìîäåëü ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà.

Íà ýòîé îñíîâå ïðè n � 3 ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ýëàñòîäèíàìèêè äëÿ ñëîÿ.
Â ðåçóëüòàòå âûðîæäåíèÿ ïî ìàëîé òîëùèííîé êîîðäèíàòå âûâåäåíû óòî÷íåí-
íûå óðàâíåíèÿ àñèììåòðè÷íûõ (èçãèáíûõ) è ñèììåòðè÷íûõ (ïëàíàðíûõ) êîëåáà-
íèé îòíîñèòåëüíî ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè.

Ïîëó÷åííûé íà îñíîâå àíàëèòè÷åñêîãî ïîäõîäà îïåðàòîð âêëþ÷àåò èçâåñòíûå
ïàðàáîëè÷åñêèå è äðóãèå ìîäåëè (äâóõìîäîâûå àïïðîêñèìàöèè) è íîâûå ãèïåðáîëè-
÷åñêèå (òðåõìîäîâûå àïïðîêñèìàöèè) áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà áåç ââåäåíèÿ îáû÷íûõ
òðàäèöèîííûõ ôåíîìåíîëîãè÷åñêèõ êîððåêòèðóþùèõ ïàðàìåòðîâ òèïà êîýôôèöè-
åíòà ñäâèãà.

Ïðèâåäåíà èëëþñòðàöèÿ ìåòîäà ñòåïåííûõ ðÿäîâ äëÿ ïîñòðîåíèÿ âûðîæäåí-
íûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ìîäåëåé.
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