
ÓÄÊ 517.9: 519.6

Â.Ì. ÁÓËÀÂÀÖÊÈÉ, À.Â. ÃËÀÄÊÈÉ

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÄÈÍÀÌÈÊÈ ÎÄÍÎÃÎ
ÍÅÐÀÂÍÎÂÅÑÍÎÃÎ ÄÈÔÔÓÇÈÎÍÍÎÃÎ ÏÐÎÖÅÑÑÀ ÍÀ ÎÑÍÎÂÅ
ÈÍÒÅÃÐÎ-ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÐÎÂÀÍÈß ÄÐÎÁÍÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ

Àííîòàöèÿ. Ðàññìîòðåíà çàäà÷à ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè íåðàâíîâåñíî-
ãî äèôôóçèîííîãî ïðîöåññà â íàñûùåííûõ ñîëåâûìè ðàñòâîðàìè ãåîñðåäàõ. Íà îñíîâå
îáîáùåíèÿ äðîáíîé ïðîèçâîäíîé Õèëüôåðà ïðåäëîæåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äëÿ îïè-
ñàíèÿ äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîé äèíàìèêè èññëåäóåìîãî ïðîöåññà è ïîëó÷åíî ÷èñëåí-
íî-àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé ýòîé ìîäåëè êðàåâîé çàäà÷è.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåðàâíîâåñíûé äèôôóçèîííûé ïðîöåññ, íàñûùåííûå ãåîïîðèñòûå ñðå-
äû, óðàâíåíèÿ äðîáíîãî ïîðÿäêà, áèïîðÿäêîâàÿ äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ Õèëüôåðà, êðàåâûå
çàäà÷è, ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå äèíàìèêè ìèãðàöèîííûõ ïðîöåññîâ â ãåîñðå-
äàõ ÿâëÿåòñÿ íàó÷íûì íàïðàâëåíèåì, àêòóàëüíîñòü êîòîðîãî íåîñïîðèìà,
â ÷àñòíîñòè, â çàäà÷àõ ãåîèíôîðìàòèêè, ãåîìàòåìàòèêè, ãåîýêîëîãèè (âîïðîñû
îõðàíû ïîäçåìíûõ âîä îò çàãðÿçíåíèé èëè çàñîëåíèÿ, èçó÷åíèå ïðîöåññîâ êîí-
ñîëèäàöèè ãðóíòîâûõ îñíîâàíèé íàêîïèòåëåé ïðîìûøëåííûõ è áûòîâûõ ñòî-
êîâ, ñîäåðæàùèõ âðåäíûå äëÿ îêðóæàþùåé ñðåäû êîìïîíåíòû è äð.). Îòìåòèì,
÷òî áîëüøèíñòâî èçâåñòíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ïðîöåññîâ ïåðåíîñà â íà-
ñûùåííûõ ãåîïîðèñòûõ ñðåäàõ îñíîâàíî íà êëàññè÷åñêèõ çàêîíàõ ïåðåíîñà [1],
íåäîñòàòî÷íî àäåêâàòíûõ â óñëîâèÿõ ñóùåñòâåííîãî îòêëîíåíèÿ îò ðàâíîâåñíî-
ãî ñîñòîÿíèÿ, îáóñëîâëåííîãî ðÿäîì ïðè÷èí, íàïðèìåð ñëîæíîñòüþ ïðîñòðàí-
ñòâåííî-âðåìåííîé ñòðóêòóðû ñðåäû, åå íåîäíîðîäíîñòüþ, êàâåðíîçíîñòüþ
è ò.ä. [2]. Ýôôåêòèâíûé ïîäõîä äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè óêàçàííûõ ïðîöåññîâ
â ñóùåñòâåííî íåðàâíîâåñíûõ óñëîâèÿõ áàçèðóåòñÿ íà èäåÿõ èíòåãðî-äèôôå-
ðåíöèðîâàíèÿ äðîáíîãî ïîðÿäêà [3, 4], ÿâëÿþùåãîñÿ äîñòàòî÷íî àäåêâàòíûì
è íàäåæíûì àïïàðàòîì ïðè ïîñòðîåíèè è èññëåäîâàíèè ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòå-
ìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé. Â ÷àñòíîñòè, íà îñíîâå äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî ïîäõî-
äà ïîñòðîåíû íîâûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè äèíàìèêè íåðàâíîâåñíûõ âî âðå-
ìåíè ãåîôèëüòðàöèîííûõ ïðîöåññîâ â ïîðèñòûõ è òðåùèíîâàòî-ïîðèñòûõ ñðå-
äàõ è ïîëó÷åíû çàìêíóòûå ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ êðàåâûõ çàäà÷ òåîðèè
íåðàâíîâåñíîé ãåîôèëüòðàöèè [5]. Â ðàìêàõ óêàçàííîãî ïîäõîäà â [6–8] ïîñòðî-
åíû äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè íåêîòîðûõ ñâÿçàííûõ
ëîêàëüíî-íåðàâíîâåñíûõ âî âðåìåíè (ïðîñòðàíñòâå) ïðîöåññîâ ìèãðàöèè ñîëå-
âûõ ðàñòâîðîâ â èçîòåðìè÷åñêîì è íåèçîòåðìè÷åñêîì ñëó÷àÿõ è íàéäåíû ïðè-
áëèæåííûå ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàññìîòðåííûì ìîäåëÿì êðàåâûõ çàäà÷.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçëîæåí ïîäõîä ê ìàòåìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ
äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîé äèíàìèêè ïðîöåññà ãåîìèãðàöèè ñîëåâûõ ðàñòâîðîâ
ñ ó÷åòîì ýôôåêòîâ âðåìåííîé è ñëàáîé ïðîñòðàíñòâåííîé íåðàâíîâåñíîñòè. Ïî-
ñòðîåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü íåðàâíîâåñíîãî ìèãðàöèîííîãî ïðîöåññà, áàçè-
ðóþùàÿñÿ íà ââåäåííîì ïîíÿòèè áèïîðÿäêîâîé äðîáíîé ïðîèçâîäíîé Õèëüôåðà,
è ïîëó÷åíî ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå îäíîìåðíîé çàäà÷è íåðàâíîâåñíîé
ãåîìèãðàöèè, ïîñòàâëåííîé â ðàìêàõ ïðåäëîæåííîé ìîäåëè.

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÌÎÄÅËÜ ÄÐÎÁÍÎ-ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎÉ ÄÈÍÀÌÈÊÈ
ÍÅÐÀÂÍÎÂÅÑÍÎÃÎ ÃÅÎÌÈÃÐÀÖÈÎÍÍÎÃÎ ÏÐÎÖÅÑÑÀ

Ðàññìîòðèì îäíîìåðíóþ ïî ãåîìåòðè÷åñêîé ïåðåìåííîé x R� ìàòåìàòè÷åñ-
êóþ ìîäåëü ñâÿçàííîãî ëîêàëüíî-íåðàâíîâåñíîãî âî âðåìåíè ìèãðàöèîííîãî
ïðîöåññà â íàñûùåííîé ñîëåâûì ðàñòâîðîì ãåîïîðèñòîé ñðåäå, èñõîäÿ èç ñëå-
äóþùåãî îáîáùåíèÿ çàêîíîâ Äàðñè è Ôèêà íà ñëó÷àé äâèæåíèÿ ñîëåâûõ ðàñ-
òâîðîâ ñ ó÷åòîì îñìîñà è óëüòðàôèëüòðàöèè:
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ãäå w w x t� ( , ) — ñêîðîñòü ôèëüòðàöèè, H p� / � — èçáûòî÷íûé íàïîð, p —
ïîðîâîå äàâëåíèå, � — óäåëüíûé âåñ æèäêîñòè, C — êîíöåíòðàöèÿ ñîëåé
â æèäêîé ôàçå, k — êîýôôèöèåíò ôèëüòðàöèè, d — êîýôôèöèåíò äèôôóçèè,
� — êîýôôèöèåíò îñìîñà, qC — ïëîòíîñòü äèôôóçèîííîãî ïîòîêà, du — êîýô-

ôèöèåíò óëüòðàôèëüòðàöèè, J t
1�� — îïåðàòîð äðîáíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ Ðèìà-

íà–Ëèóâèëëÿ ïîðÿäêà 1 0 1�  �� �( ) , Dt
1�� — îïåðàòîð äðîáíîãî äèôôåðåíöè-

ðîâàíèÿ Ðèìàíà–Ëèóâèëëÿ òîãî æå ïîðÿäêà ïî âðåìåííîé ïåðåìåííîé t [3, 4].
Íà îñíîâàíèè (1), (2) óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè ôèëüòðàöèîííîãî ïîòîêà è

ñîîòíîøåíèÿ áàëàíñà ìàññû ñîëåé â æèäêîé ôàçå [9] ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíå-
íèé, îïèñûâàþùèõ äèíàìèêó ëîêàëüíî-íåðàâíîâåñíîãî âî âðåìåíè ìèãðàöèîí-
íîãî ïðîöåññà ñîëåâîãî ðàñòâîðà â ãåîïîðèñòîé ñðåäå â óñëîâèÿõ õèìè÷åñêîãî
îñìîñà è óëüòðàôèëüòðàöèè
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ãäå Dt
( )� — îïåðàòîð ðåãóëÿðèçîâàííîé äðîáíîé ïðîèçâîäíîé ïîðÿäêà � ïî ïå-

ðåìåííîé t [3, 4], � — ïîðèñòîñòü ñðåäû, C� — êîýôôèöèåíò êîíñîëèäà-
öèè [9, 10], ìíîæèòåëü �

*
â (3) îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì � � �* /� C k.

Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå, íàïðèìåð, ôèëüòðàöèîííî-êîíñîëèäàöèîííîãî ïðî-
öåññà â íàñûùåííîì ñîëåâûì ðàñòâîðîì ãëèíèñòîì ãåîïîðèñòîì ìàññèâå ââèäó
ìàëîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ ôèëüòðàöèîííûõ ñêîðîñòåé, ìîæíî â ïåðâîì ïðèáëè-
æåíèè ëèíåàðèçîâàòü óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîíöåíòðàöèè, ïðåíåáðåãàÿ
âòîðûì ñëàãàåìûì â ïðàâîé ÷àñòè (4). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì äðîáíî-äèôôåðåí-
öèàëüíóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè ëîêàëüíî-íåðàâíî-
âåñíîãî âî âðåìåíè ôèëüòðàöèîííî-êîíñîëèäàöèîííîãî ïðîöåññà â íàñûùåííîì
ñîëåâûì ðàñòâîðîì ãëèíèñòîì ãåîïîðèñòîì ìàññèâå ñ ó÷åòîì îñìîòè÷åñêèõ
ÿâëåíèé, áàçèðóþùóþñÿ íà ñëåäóþùåé ñèñòåìå óðàâíåíèé:
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Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ïðè � �1 ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé äèíàìèêè ðàâíîâåñ-
íîãî ïðîöåññà ãåîìèãðàöèè ñîëåâûõ ðàñòâîðîâ â êëàññè÷åñêîé ïîñòàíîâêå [10].

Îáîáùèì ñèñòåìó óðàâíåíèé ìîäåëè ãåîìèãðàöèè ñ ïàìÿòüþ (5), (6) íà ñëó-
÷àé ó÷åòà ïðîñòðàíñòâåííîé íåðàâíîâåñíîñòè ñëåäóþùèì îáðàçîì:

D H D C H Ct x
( ) ( )

*( )� �
� �� � , (7)

� �� �D C D dC d Ht x u
( ) ( ) ( )� � , (8)

ãäå D u xx
( ) ( )� — ïðîèçâîäíàÿ Êàïóòî ôóíêöèè u x( ) ïîðÿäêà � �( )1 2 � [4–6].

Ñ ó÷åòîì ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [4] ïîëó÷àåì, ÷òî èç (7), (8) ïðè � � 2 êàê ÷àñ-
òíûé ñëó÷àé ñëåäóåò ñèñòåìà óðàâíåíèé (5), (6) ìîäåëè, îïèñûâàþùåé ðàâíîâåñ-
íûé ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé x ãåîìèãðàöèîííûé ïðîöåññ.

ÁÈÏÎÐßÄÊÎÂÀß ÄÐÎÁÍÀß ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÀß: ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ, ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈÅ
ËÀÏËÀÑÀ, ÇÀÄÀ×À ÒÈÏÀ ÊÎØÈ

Îïðåäåëèì áèïîðÿäêîâóþ äðîáíóþ ïðîèçâîäíóþ ïîðÿäêîâ � è 	 òèïà �
ôóíêöèè f t( ) ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì:
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( , ) ( ) ( )( )( ) ( )
� 	 � � � � 	� � � �1 1 1 ( , ; )0 1 0 1 � � �� 	 � , (9)

ãäå J �— îïåðàòîð äðîáíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ Ðèìàíà–Ëèóâèëëÿ [3, 4].

Ñîîòíîøåíèå (9) îáîáùàåò îáùåïðèíÿòîå ïîíÿòèå äðîáíîé ïðîèçâîäíîé

Õèëüôåðà [11, 12] ïîðÿäêà � òèïà � , îáîçíà÷àåìîé D f tt
� �,

( ) , ïîñêîëüêó ïðè

� 	� èç (9) èìååì D f t D f tt t
( , ) ,

( ) ( )� � � � �� . Ïîñêîëüêó D f t D f tt t
( , ) ( )( ) ( )
� 	 �1 � ,

D f t D f tt t
( , )

( ) ( )
� 	 	0 � , áèïîðÿäêîâàÿ äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâ-

íîé èíòåðïîëÿöèåé ïî ïàðàìåòðó ��[ , ]0 1 îïåðàòîðîâ ðàçëè÷íûõ ïîðÿäêîâ: Ðè-

ìàíà–Ëèóâèëëÿ Dt
	 ïîðÿäêà 	 è Êàïóòî Dt

( )� ïîðÿäêà � (â îáùåì ñëó÷àå � 	� ).

Ïðè ýòîì òàê êàê D f t D f tt t
� �, ( )( ) ( )1 � è D f t D f tt t

� �,
( ) ( )

0 � , ïðîèçâîäíàÿ Õèëü-

ôåðà D f tt
� �,

( ) ÿâëÿåòñÿ èíòåðïîëÿöèåé ïî ïàðàìåòðó � îïåðàòîðîâ Êàïóòî è Ðè-

ìàíà–Ëèóâèëëÿ îäíîãî ïîðÿäêà �. Îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî íà îñíîâå ïîíÿòèÿ áè-
ïîðÿäêîâîé äðîáíîé ïðîèçâîäíîé âîçìîæíî ìîäåëèðîâàíèå äèíàìèêè áîëåå øè-
ðîêîãî êëàññà àíîìàëüíûõ ïðîöåññîâ ïåðåíîñà, ÷åì íà îñíîâå îáùåïðèíÿòîãî
îïðåäåëåíèÿ Õèëüôåðà. Äðîáíóþ ïðîèçâîäíóþ âèäà (9), îáîáùàþùóþ ïðîèç-
âîäíóþ Õèëüôåðà íà ñëó÷àé íàëè÷èÿ äâóõ ïîðÿäêîâ: � è 	, â äàëüíåéøåì áóäåì
íàçûâàòü áèïîðÿäêîâîé äðîáíîé ïðîèçâîäíîé Õèëüôåðà.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îòûñêàíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ äðîáíîãî ïîðÿäêà ñ áèïî-
ðÿäêîâîé ïðîèçâîäíîé Õèëüôåðà âèäà

D u t u t f tt
( , )

( ) ( ) ( )
� 	 � 
� � ( , ; )0 1 0 1 � � �� 	 � , (10)

óäîâëåòâîðÿþùåãî íà÷àëüíîìó óñëîâèþ

J u( )( ) ( )1 1
00� � � � �� 	 , (11)

ãäå f t( ) — çàäàííàÿ ôóíêöèÿ èñòî÷íèêà ( ( , ))f L� ��0 , 
, � �0 const. Ïîñêîëü-
êó ïðè � 	� �1 çàäà÷à (10), (11) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàäà÷ó Êîøè, ïî àíàëî-
ãèè áóäåì íàçûâàòü çàäà÷ó (10), (11) çàäà÷åé òèïà Êîøè.

Ïðåäâàðèòåëüíî ïîëó÷èì ôîðìóëó äëÿ èçîáðàæåíèÿ ïî Ëàïëàñó áèïîðÿäêî-
âîé äðîáíîé ïðîèçâîäíîé. Îáîçíà÷àÿ L f t( ( )) îáðàç Ëàïëàñà ôóíêöèè

f t L( ) ( , )� ��0 , ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèÿ (9) è òåîðåìû óìíîæåíèÿ èçîáðàæåíèé
íàõîäèì

L D f t p p L f Jt( ( )) ( ( )
( , ) ( ) ( )( ) ( )(� 	 � � � � 	 �� �� � � � �1 1 1 1 1 1� � �	) ( ))f 0

� � �� � � � �p L f p J f	 � � 	 � � � 	( ) ( ) ( )( )( ) ( )1 1 1 0 , (12)

ãäå J f J f t
t

( )( ) ( )( )( ) lim ( )1 1

0

1 10� �

� �

� �� �� 	 � 	 ( ( ) ( , ))f t L� ��0 , p — ïàðàìåòð

ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà. Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ïðè � 	� ïîëó÷àåì èçâåñòíóþ

ôîðìóëó [11, 12] äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà ïðîèçâîäíîé Õèëüôåðà D f tt
� �,

( ) .

Âîçâðàùàÿñü ê çàäà÷å (10), (11), ïðèìåíèì ê óðàâíåíèþ (10) ïðåîáðàçîâàíèå
Ëàïëàñà ïî âðåìåííîé ïåðåìåííîé. Ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (11), (12) ïîëó÷àåì

L u
p

p

L f

p
( )

( )( )

( ) ( )
� �

�
�

�

�

� � � �0

1� �

	 � � 	 	 � � 	
 

, (13)

ãäå L u L f( ), ( ) — èçîáðàæåíèÿ ïî Ëàïëàñó ôóíêöèé u è f ñîîòâåòñòâåííî.

Âîçâðàùàÿñü â ñîîòíîøåíèè (13) ê îðèãèíàëàì, ñ ó÷åòîì ñëåäóþùåãî ðàâåí-
ñòâà èç [4]:

L t E t
p

p
p( ( )) (Re | | ),

/	
� 	

�
� 	

�

�





�
�

�
�

�1 1
(14)

(â ñîîòíîøåíèè (14) E z� 	, ( ) — îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ Ìèòòàã–Ëåôôëåðà

[3, 4, 13]), èìååì
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u t t E t( ) ( )( )( )
, ( )� � � �� �

� �0
1 1

1
� 	

� � � �
�
 ( ) ( ( ) ) ( ),t E t f d

t

� � ��� � 
 � � ��
� �

�1

0

, (15)

ãäå � 	 � � 	� � �( ) , 0 1 0 1 � � �� 	 �, ; , f t L( ) ( , )� ��0 .
Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à òèïà Êîøè (10), (11) äëÿ óðàâíåíèÿ ñ áèïîðÿäêîâîé

äðîáíîé ïðîèçâîäíîé èìååò ðåøåíèå (15).
Îòìåòèì, ÷òî èç ñîîòíîøåíèÿ (15) ïðè � 	� ïîëó÷àåì ðåøåíèå ñîîòâåòñòâó-

þùåé çàäà÷è òèïà Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ âèäà (11) ñ ïðîèçâîäíîé Õèëüôåðà ïî-
ðÿäêà � òèïà � , ïðèâåäåííîå â ðàáîòå [12].

×ÈÑËÅÍÍÎ-ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÐÅØÅÍÈÅ ÇÀÄÀ×È ÍÅÐÀÂÍÎÂÅÑÍÎÉ ÃÅÎÌÈÃÐÀÖÈÈ
Â ÐÀÌÊÀÕ ÌÎÄÅËÈ Ñ ÁÈÏÎÐßÄÊÎÂÎÉ ÄÐÎÁÍÎÉ ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÎÉ

Ðàñøèðåíèå áàçû íåðàâíîâåñíûõ ãåîìèãðàöèîííûõ ïðîöåññîâ, îïèñàííûõ ìî-
äåëüþ, îñíîâàííîé íà ñèñòåìå óðàâíåíèé (7), (8), äîñòèãàåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíè-
åì ïîíÿòèÿ áèïîðÿäêîâîé äðîáíîé ïðîèçâîäíîé. Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñ-
òåìà óðàâíåíèé ìîäåëè ïðèíèìàåò âèä

D H D C H Ct x
( , ) ( )

*( )
� 	 � �

� �� � , (16)

� �� 	 � �D C D dC d Ht x u
( , ) ( ) ( )� � , (17)

ãäå Dt
( , )� 	 �

— îïåðàòîð áèïîðÿäêîâîé äðîáíîé ïðîèçâîäíîé ïî ïåðåìåííîé t.

Â ðàìêàõ äàííîé ìîäåëè çàäà÷à ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè ëîêàëüíî-íåðàâ-
íîâåñíîãî âî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâå ïðîöåññà ìèãðàöèè ñîëåâîãî ðàñòâîðà
â ãëèíèñòîì ãåîïîðèñòîì ìàññèâå êîíå÷íîé ìîùíîñòè l ñâîäèòñÿ (â ñëó÷àå ïðî-
íèöàåìîñòè ãðàíåé ìàññèâà) ê ðåøåíèþ â îáëàñòè ( ) ( )0 0  �   ��x l t
ñèñòåìû óðàâíåíèé (16), (17) ïðè óñëîâèÿõ

H t( , )0 0� , H l t( , ) � 0, (18)

C t t( , ) ( )0 1� � , C l t t( , ) ( )� �2 , (19)

J H x Ht
( )( ) ( , )1 1

00� � � �� 	 , J C x Ct
( )( ) ( , )1 1

00� � � �� 	 , (20)

ãäå H C0 0, — çàäàííûå íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ èçáûòî÷íîãî íàïîðà â ìàññèâå è
êîíöåíòðàöèè ñîëåé, � �1 2( ), ( )t t — çàäàííûå êîíöåíòðàöèè ñîëåé íà âõîäå è
âûõîäå ôèëüòðàöèîííîãî ïîòîêà.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå è ïàðàìåòðû ñîîòíîøå-
íèÿìè

x
x

l
� � , t

C

l
t� � � � �

( ) ( ( ))�

�

	 � � 	 1

, C
C

C
� �

0

, H
H

H
� �

0

, �
�

� �1
1

0C
, �

�
� �2

2

0C
,

�
�

�

� �*
*C

C H

0

0

, a
d

C
� �1

� �

, a
d H

C C

u� �2
0

0

�

� �

. (21)

Ïåðåõîäÿ â (16)–(20) ê áåçðàçìåðíûì ïåðåìåííûì ñîãëàñíî ñîîòíîøåíè-
ÿì (21) è îïóñêàÿ â äàëüíåéøåì çíàê «øòðèõ» íàä áåçðàçìåðíûìè âåëè÷èíà-
ìè, ïîëó÷àåì çàäà÷ó

D H D H Ct x
( , ) ( )

*( )
� 	 � � �� � , (22)

D C D a C a Ht x
( , ) ( ) ( )
� 	 � �� �1 2 , (23)

H t( , )0 0� , H t( , )1 0� , (24)

C t t( , ) ( )0 1� � , C t t( , ) ( )1 2� � , (25)

J H xt
( )( ) ( , )1 1

00� � � � �� 	 , J C xt
( )( ) ( , )1 1

00� � � � �� 	 , (26)

ãäå � � � � � � �

0
1 1 1

( / ) ( )( )( ( ))C l�
� � 	 	 � � 	 .

Óìíîæàÿ óðàâíåíèå (22) íà íåîïðåäåëåííûé äåéñòâèòåëüíûé ìíîæèòåëü q
( )q � 0 è ñëîæèâ ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ñ (23), ïîëó÷àåì

D qH C D q a H a q Ct x
( , ) ( )

*( ) (( ) ( ) )
� 	 � � �� � � � �2 1 . (27)
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Ïîëîæèì â (27)
q a qr a q r� � � �2 1, *� , (28)

ãäå r — íåêîòîðàÿ äåéñòâèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, îïðåäåëÿåìàÿ äàëåå. Èç ñîîò-
íîøåíèÿ (28) èìååì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ r :

r a r a a2
1 1 21 0� � � � �( ) *� .

Îòñþäà
r a1 2 1

1

2
1, ( )� � � � , � � � � �( ) *1 4 01

2
2a a� . (29)

Îïðåäåëÿåìûì ñîãëàñíî (29) êîðíÿì r ii ( , )�12 ñîîòâåòñòâóþò äâà çíà÷åíèÿ q :

q
a

r
i

i

�
�

2

1
( , ; )i ri� �12 1 .

Ïóñòü
 i ix t q H x t C x t( , ) ( , ) ( , )� � ( , )i �12 . (30)

Ñ ó÷åòîì (27), (28), (30) ïîëó÷àåì äëÿ îòûñêàíèÿ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé
 i i( , )�1 2 ñîâîêóïíîñòü óðàâíåíèé

D x t r D x tt i i x i
( , ) ( )( , ) ( , )
� 	 � � � ( , )i �1 2 . (31)

Ñîîòâåòñòâóþùèå êðàåâûå óñëîâèÿ ïðèíèìàþò âèä

 �i t t( , ) ( )0 1� ,  �i t t( , ) ( )1 2� ( , )i �12 , (32)

J x qt i i
( )( ) ( , ) ( )1 1

00 1� � � � � �� 	  ( , )i �12 . (33)

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ôèçè÷åñêîé êîððåêòíîñòè çàäà÷ (31)–(33) íåîáõîäèìî âû-
ïîëíåíèå óñëîâèé r ii � �0 12( , ) . Íåðàâåíñòâî r1 0� î÷åâèäíî âûïîëíåíî, à íåðà-
âåíñòâî r2 0� èìååò ìåñòî ïðè ��d kdu  . Ïðèâåäåì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (32) ê ñî-
îòâåòñòâóþùèì îäíîðîäíûì ñ ïîìîùüþ ïîäñòàíîâêè

u x t x t x ti
i

( ) ( , ) ( , ) ( , )� � � ( , )i �12 , (34)

ãäå
� � � �( , ) ( ) ( ( ) ( ))x t t x t t� � �1 2 1 . (35)

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå çàäà÷è:

D u x t r D u x t f x tt
i

i x
i( , ) ( ) ( ) ( )( , ) ( , ) ( , )

� 	 � �� � ( , )i �12 , (36)

u ti( ) ( , )0 0� , u ti( ) ( , )1 0� ( , )i �1 2 , (37)

J u x xt
i i( )( ) ( ) ( )( , ) ( )1 1 0� � � �� 	 � ( , )i �1 2 , (38)

ãäå
� �� 	( ) ( )( )( ) ( ) ( , )i

i tx q J x� � � � �� �
0

1 11 0 , f x t D x tt( , ) ( , )
( , )� � � 	 �� ,

à ôóíêöèè u x ti( ) ( , ) ( , )i �1 2 , �( , )x t îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (34), (35).

Íà îñíîâå êîíå÷íîðàçíîñòíîãî ïîäõîäà [14] ìîæíî íàéòè ÷èñëåííûå ðåøå-
íèÿ çàäà÷ (36)–(38) êàê ãëàâíîé ñîñòàâëÿþùåé â ìîäåëèðîâàíèè äèíàìèêè ðàñ-
ñìàòðèâàåìîãî ïðîöåññà. Îäíàêî, åñëè äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ íåðàâíîâåñíûõ ïî
ïðîñòðàíñòâó ñâîéñòâ ãåîìèãðàöèîííîãî ïðîöåññà èñïîëüçîâàòü ìîäèôèêàöèþ
ïðîèçâîäíîé Êàïóòî ñëåäóþùåãî âèäà (ëîêàëüíûé ó÷åò ýôôåêòîâ ïðîñòðà-
íñòâåííîé íåðàâíîâåñíîñòè):

D u x
u s ds

x s
x

x h

x h
( ) ( )

( )

( )

| |

�

��
�

�

��

� �
�

�

�
1

2 2 1�

(h x h h� � �    �1 0 1 1 2, , � , �( )z — ãàììà-ôóíêöèÿ Ýéëåðà [13]), òî âîç-
ìîæíî ïîñòðîåíèå çàìêíóòûõ ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé çàäà÷
âèäà (36)–(38). Óêàçàííûå ðåøåíèÿ ñòðîÿòñÿ íà áàçå ñîâìåñòíîãî èñïîëüçîâà-
íèÿ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíîãî ìåòîäà â ñîâîêóïíîñòè ñ ìåòîäîì ñóììàð-
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íûõ ïðåäñòàâëåíèé [15] è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ âûêëàäîê,
êðàòêî ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñåòî÷íóþ îáëàñòü � h j jx x jh j m� � � �{ }: ( , )0 1

(h — øàã ñåòêè ïî ãåîìåòðè÷åñêîé ïåðåìåííîé) è ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå çàäà-
÷àì (36)–(38) ñëåäóþùèå äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûå çàäà÷è:

D u t T E u t f tt
i i m i( , ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

� 	 � �� � �2 ( , )i �12 , (39)

J ut
i i( )( ) ( ) ( )( )1 1 0� � � �� 	 � ( , )i �12 , (40)

ãäå
u t u t u t u ti i i

m
i( ) ( ) ( ) ( )( ) [ ( ), ( ), ..., ( )]�

1 2
T , f t f t f t f tm( ) [ ( ), ( ), ..., ( )]� 1 2

T ,

� � � �( ) ( ) ( ) ( )[ , ]i i i
m
i� � �

1 2
�

T , u t u x t
k
i i

k
( ) ( )( ) ( , )� , � �

k
i i

kx( ) ( ) ( )� ,

f t f x tk k( ) ( , )� , �
��

( )

( )

i ir

h
�

�� 3
,

T m( ) — êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà m , îïðåäåëåííàÿ â [15], E — åäèíè÷íàÿ
ìàòðèöà m-ãî ïîðÿäêà.

Îòìåòèì, ÷òî â ïðàâîé ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ (39) èñïîëüçîâàíà ñëåäóþùàÿ àï-

ïðîêñèìàöèÿ ïðîèçâîäíîé D ux
( )� :

D u
u ds

x s

h
ux x

xx

j

xx

x h

x

j

j

( )

( ) | | ( )

�

�

�

� �
�

� �
�

�
�

�

�

�
2 2 31

2

� �

j h
j j ju u u

h

�
� �

�
� �

�

1 12

3� ��( )
.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå P m( ) -òðàíñôîðìàöèè âåêòîðîâ u fi i( ) ( ), , � ñîîòíî-

øåíèÿìè
� ( ) ( )( ) ( ) ( )u t P u ti m i� , � ( ) ( )( )f t P f tm� , � ( ) ( ) ( )� �i m iP� ( , )i �1 2 ,

ãäå P m( ) — ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïî îòíîøåíèþ ê ìàòðèöå T m( ) ìàòðèöà ïîðÿäêà m ,

îïðåäåëåííàÿ ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì èç [15]:

P p
m

kj

m

m
kj k j

m

k j

m
( )

,
,

[ ] sin� �
� �

�

�
	




�
�

�

�
�

 

!
"�

�
1

1

2

1 1

�
.

Óìíîæàÿ (39), (40) ñëåâà íà ìàòðèöó P m( ) , ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà

T P Pm m m m( ) ( ) ( ) ( )� # (#( ) ( ) ( ) ( )[ , ]m m m
m
m� � �
 
 


1 2
� — äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà

ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû T m( ) , 
 �
k
m k m k m( ) cos ( / ( )) ( , )� � �2 1 1 ) èç [15]

ïîëó÷àåì â èçîáðàæåíèÿõ çàäà÷è, çàïèñûâàåìûå â ñêàëÿðíîé ôîðìå â âèäå

D u t u t f tt j
i

j
i

j
i

j
( , ) ( ) ( ) ( )� ( ) � ( ) � ( )
� 	 � �� � ( , ; , )i j m� �12 1 , (41)

J ut j
i

j
i( )( ) ( ) ( )� ( ) �1 1 0� � � �� 	 � ( , ; , )i j m� �12 1 , (42)

ãäå � � 
j
i i

j
m( ) ( ) ( )( )� �2 ( , ; , )i j m� �12 1 .

Ðåøåíèÿ çàäà÷ òèïà Êîøè (41), (42) íà îñíîâàíèè ñîîòíîøåíèÿ (15) çàïè-
øóòñÿ â âèäå

� ( ) � ( )( ) ( ) ( ) ( )
, ( )

( )u t t E tj
i

j
i

j
i� � �� �

� �� �� 	
� � � �

�1 1
1

� � � ��� ( ) ( ( ) ) � ( ),
( )t E t f dj
i

t

j� � � � ��
� �

�1

0

( , ; , )i j m� �12 1 . (43)

Âîçâðàùàÿñü â ñîîòíîøåíèÿõ (43) â îáëàñòü îðèãèíàëîâ ïî ãåîìåòðè÷åñêîé
ïåðåìåííîé, ïîëó÷àåì ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìûõ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñ-
òíûõ çàäà÷ â âèäå

u t t G t f dj
i

j
i

jk
i

k

t

k

m
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) (� � ��$

�

% � �� �

01

( , ; , )i j m� �12 1 , (44)
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ãäå
% j

i
k
i

js

k

m

sk

s

m

t t p p E( ) ( )( ) ( )
, (( ) � � �

��
� �$$1 1

11

1
� 	

� � �� �
��)
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Îñóùåñòâëÿÿ ïåðåõîä ê ôóíêöèÿì íàïîðà H è êîíöåíòðàöèè C ñîãëàñíî ñî-
îòíîøåíèé
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q q
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   1 2

1 2

1 2 2 1

1 2

, ,

ãäå  �i
ix t u x t x t( , ) ( , ) ( , )( )� � ( , )i �12 , ïîëó÷àåì ñ ó÷åòîì (44)–(46) ÷èñëåííî-

àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è (22)–(26), íåïðåðûâíîå ïî
âðåìåííîé è äèñêðåòíîå ïî ãåîìåòðè÷åñêîé ïåðåìåííîé. Ïðè ýòîì ïðèâåäåí-
íûå ñîîòíîøåíèÿ ïðè � � 2 äàþò ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ñîîòâåò-
ñòâóþùåé ãåîìèãðàöèîííîé çàäà÷è â óñëîâèÿõ ó÷åòà ëèøü âðåìåííîé íåðàâ-
íîâåñíîñòè äèíàìèêè ïðîöåññà.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Íà îñíîâå ïîíÿòèÿ áèïîðÿäêîâîé äðîáíîé ïðîèçâîäíîé Õèëüôåðà ïîñòðîåíà
íåêëàññè÷åñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äëÿ îïèñàíèÿ äðîáíî-äèôôåðåíöèàëü-
íîé äèíàìèêè íåðàâíîâåñíîãî äèôôóçèîííîãî ïðîöåññà â íàñûùåííûõ ãåîñðå-
äàõ è ïîëó÷åíî ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé êðàåâîé
çàäà÷è ïîñòàâëåííîé â ðàìêàõ ýòîé ìîäåëè.

Ïðåèìóùåñòâîì íàéäåííîãî ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, âîçìîæíîñòü
âûáîðî÷íîãî ñ÷åòà çíà÷åíèé èñêîìûõ õàðàêòåðèñòèê ïðîöåññà â ôèêñèðîâàííûõ
òî÷êàõ ñåòî÷íîé îáëàñòè â çàäàííûé ìîìåíò âðåìåíè, ÷òî ïîçâîëÿåò ñîêðàòèòü
âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ ðåøåíèÿ è óäîáíî â èíæåíåðíûõ ïðèëîæåíèÿõ.
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