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Àííîòàöèÿ. Ïðåäëîæåíû ïîíÿòèÿ ñëàáîé ðàâíîâåñíîñòè, ïîëåçíûå ïðè ïîèñêå ðåøåíèé
êîíôëèêòíûõ çàäà÷ ñ ïîáî÷íûìè èíòåðåñàìè ó÷àñòíèêîâ, êîìáèíèðóþùèå ïîíÿòèÿ êîí-
ôëèêòíîé óñòîé÷èâîñòè è ïîíÿòèÿ èíäèâèäóàëüíî-ïàðåòîâñêèõ ìíîæåñòâ, à òàêæå èçëî-
æåíà  ìåòîäîëîãèÿ  ïîèñêà  ðåøåíèé  ïîäîáíûõ  çàäà÷.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òåîðèÿ èãð è êîíôëèêòîâ, èãðîâûå ðàâíîâåñèÿ, äèôôåðåíöèàëüíûå èãðû.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà äàëüíåéøåé ðàçðàáîòêå îñíîâ îáùåé òåîðèè èãð

[1–6], â ÷àñòíîñòè, îñíîâ åå íîâîãî íàïðàâëåíèÿ [7] — êîíôëèêòíûì çàäà÷àì

ñ ïîáî÷íûìè èíòåðåñàìè ó÷àñòíèêîâ èëè èãðàì ñ ÷àñòè÷íî ïåðåñåêàþùèìèñÿ

èãðîâûìè ìíîæåñòâàìè. Â ðàáîòàõ [1–6, 8–12] ïîêàçàíî, ÷òî òåîðèþ äëÿ ïî-

äîáíûõ çàäà÷ óäàåòñÿ ñòðîèòü, äîïîëíÿÿ òåîðèþ êîíôëèêòíûõ ðàâíîâåñèé,

ïðåäíàçíà÷åííóþ äëÿ çàäà÷ íà åäèíîì äëÿ âñåõ ó÷àñòíèêîâ èãðîâîì ìíîæåñòâå,

íîâûìè ïîíÿòèÿìè êîíôëèêòíîãî ðàâíîâåñèÿ è îïòèìàëüíîñòè, à òàêæå ñïåöè-

ôè÷åñêèìè ïîíÿòèÿìè ñèëüíûõ óãðîç [7, 13]. Ïîòðåáíîñòü â ïîñëåäíèõ âîçíè-

êàåò â ñâÿçè ñ îñîáîé ñïåöèôèêîé çàäà÷ ñ ïîáî÷íûìè èíòåðåñàìè ó÷àñòíèêîâ,

â êîòîðûõ âîçìîæíà ïóñòîòà íàèñëàáåéøåãî A-ðàâíîâåñèÿ [8–12], âñåãäà ñó-

ùåñòâóþùåãî è ÿâëÿþùåãîñÿ ãàðàíòèåé ðåøåíèÿ òðàäèöèîííûõ çàäà÷ íà åäè-

íîì  äëÿ  âñåõ  ó÷àñòíèêîâ  èãðîâîì  ìíîæåñòâå.

Çàìåòèì, ÷òî òåîðèÿ [8–12] ïîçâîëèëà íå òîëüêî ðåøèòü áîëüøóþ ÷àñòü ïðî-

áëåì êëàññè÷åñêîé òåîðèè èãð [1–6] (ñóùåñòâîâàíèå, åäèíñòâåííîñòü è óñòîé÷è-

âîñòü ðåøåíèÿ â ëþáûõ áåñêîàëèöèîííûõ, êîàëèöèîííûõ, êîîïåðàòèâíûõ, ñòà-

òè÷åñêèõ è äèíàìè÷åñêèõ èãðàõ, ðàññìîòðåííûõ íà åäèíîì äëÿ âñåõ ó÷àñòíèêîâ

èãðîâîì ìíîæåñòâå), íî è ïðè íåçíà÷èòåëüíîì ñâîåì óñëîæíåíèè íàéòè ðåøåíèå

ïî ñóùåñòâó ñîâåðøåííî íå èçó÷åííûõ çàäà÷ ñ ÷àñòè÷íî ïåðåñåêàþùèìèñÿ

èãðîâûìè  ìíîæåñòâàìè  ó÷àñòíèêîâ.

Ïîñêîëüêó âñå èñïîëüçóåìûå â êëàññè÷åñêîé òåîðèè èãð [1–6] ïîíÿòèÿ èãðî-

âûõ ðàâíîâåñèé èìåþòñÿ ëèøü â âåñüìà îãðàíè÷åííûõ êëàññàõ çàäà÷, â êëàññè-

÷åñêîé òåîðèè ôîðìàëüíî ïðèõîäèëîñü èñêàòü óñëîâèÿ (òåîðåìû) èõ ñóùåñòâîâà-

íèÿ, êîòîðûå, îäíàêî, ñ òî÷êè çðåíèÿ èõ èñïîëüçîâàíèÿ íà ïðàêòèêå ïî ñóùåñòâó

âñåãäà  îêàçûâàëèñü  áåñïîëåçíûìè.

Â òåîðèè [8–12] ñòðîÿòñÿ èåðàðõè÷åñêè ñâÿçàííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç

ïîñòåïåííî óñèëèâàþùèõñÿ ðàâíîâåñèé, ñðåäè êîòîðûõ åñòü íàèáîëåå ñëàáîå

(A-ðàâíîâåñèå), ñóùåñòâóþùåå â ëþáûõ çàäà÷àõ, âñëåäñòâèå ÷åãî ãàðàíòèðóåòñÿ

èõ ðåøåíèå è îòïàäàåò íåîáõîäèìîñòü â îïðåäåëåíèè óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ

áîëåå ñèëüíûõ ïîíÿòèé ðàâíîâåñèÿ, ïîñêîëüêó îáû÷íî êàêîå-ëèáî èç íèõ ïî

óìîë÷àíèþ íàèñèëüíåéøåå (â êðàéíåì ñëó÷àå òàêîâûìè ñòàíîâÿòñÿ âñåãäà ñó-

ùåñòâóþùèå A-ðàâíîâåñèÿ). È èìåííî äëÿ òîãî ÷òîáû ñðåäè íàèñèëüíåéøèõ âû-

äåëèòü åäèíñòâåííîå íàèáîëåå ñèëüíîå ðàíîâåñèå, íåîáõîäèì ïîèñê íîâûõ

ïîíÿòèé  ðàâíîâåñèÿ  (áåç  ó÷åòà  óñëîâèé  èõ  ñóùåñòâîâàíèÿ).
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Òàêèì îáðàçîì, ýòà òåîðèÿ ïîñòðîåíà òîëüêî èç îïðåäåëåíèé, äëÿ êîòîðûõ

íå òðåáóåòñÿ íàëè÷èÿ êàêèõ-ëèáî òåîðåì, à ëþáîå ñóùåñòâåííîå ðàñøèðåíèå ïî-

äîáíîé òåîðèè âîçìîæíî òîëüêî çà ñ÷åò ââåäåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ îïðåäåëåíèé

(ïîñëåäíèå íå äîëæíû ñîäåðæàòü â ñâîåé ôîðìóëèðîâêå èñêóññòâåííî íàâÿ-

çûâàåìûõ ó÷àñòíèêàì íîðì ïîâåäåíèÿ), íåîáõîäèìûõ òîëüêî âñëåäñòâèå òîãî,

÷òî íàèñèëüíåéøåå ðàâíîâåñèå íå âñåãäà åäèíñòâåííîå. Ïðè÷åì êàæäîå íîâîå

îïðåäåëåíèå ðàâíîâåñèÿ ïîçâîëÿåò ìèíèìèçèðîâàòü âîçìîæíîñòü âîçíèêíîâåíèÿ

ïîäîáíîé íååäèíñòâåííîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, íåâîçìîæíî èçáàâèòüñÿ îò íååäèí-

ñòâåííîñòè, ÿâëÿþùåéñÿ ñëåäñòâèåì êàêîé-ëèáî ÿâíîé èëè ñêðûòîé ôîðìû ñèì-

ìåòðèè  â  èãðå.

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëîæåíû íîâûå ïîíÿòèÿ ðàâíîâåñèÿ äëÿ èãð ñ ïîáî÷íû-

ìè èíòåðåñàìè ó÷àñòíèêîâ, äîïîëíÿþùèå óæå èçâåñòíûå ïîíÿòèÿ ðàâíîâåñèé

[1–14], ïðè÷åì ïîëåçíûå äëÿ ïîèñêà åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ íå òîëüêî â èãðîâûõ

çàäà÷àõ  ñ  ïîáî÷íûìè  èíòåðåñàìè  ó÷àñòíèêîâ.

Â ïðèâåäåííîì äàëåå ïðèìåðå ìîäåëüíîé äèôôåðåíöèàëüíîé èãðû îïèñàíû

âîçìîæíîñòè è ýôôåêòèâíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ïðåäëàãàåìûõ ïîíÿòèé ðàâíîâåñèÿ

â áîëåå ñëîæíûõ, ÷åì â òðàäèöèîíííî èçó÷àâøèõñÿ è ðåøàâøèõñÿ äèôôåðåíöè-

àëüíûõ èãðàõ [15–19]. Ïðè ýòîì ðàññìîòðåííàÿ ìåòîäèêà ïîçâîëÿåò íàõîäèòü ðå-

øåíèÿ (ðàâíîâåñèÿ) ãîðàçäî ïðîùå è ýôôåêòèâíåå, ÷åì â [15–19], çà ñ÷åò òîãî,

÷òî ïîèñê ðåøåíèÿ ëþáîé äèôôåðåíöèàëüíîé èãðû ìîæíî ñâåñòè ê íåñîèçìåðè-

ìî áîëåå ïðîñòîé ïðîáëåìå ïîèñêà ðåøåíèÿ âñåãî îäíîé èëè íåáîëüøîãî ÷èñëà

ñòàòè÷åñêèõ èãð ñ ïëàòåæíûìè ôóíêöèîíàëàìè â âèäå ãàìèëüòîíèàíîâ. Åñëè âñå

ãàìèëüòîíèàíû èñõîäíîé äèôôåðåíöèàëüíîé èãðû ñî ìíîãèìè ó÷àñòíèêàìè

èìåþò íåèçìåííûé ôóíêöèîíàëüíûé âèä íà âñåì èíòåðâàëå äâèæåíèÿ, òî ðåøå-

íèå èñõîäíîé èãðû îïðåäåëÿåòñÿ íà îñíîâå ðåøåíèÿ âñåãî îäíîé ñòàòè÷åñêîé

èãðû. À åñëè â íåêîòîðûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè îäèí èç ãàìèëüòîíèàíîâ âèäîèç-

ìåíÿåòñÿ, òî ñ ýòîãî è äî ñëåäóþùåãî ìîìåíòà èçìåíåíèÿ âèäà êàêîãî-ëèáî ãà-

ìèëüòîíèàíà ðåøàåòñÿ âòîðàÿ ñòàòè÷åñêàÿ «ëîêàëüíàÿ» èãðîâàÿ çàäà÷à, è ò.ä.

Â ðåçóëüòàòå íàéäåííîå óïðàâëåíèå âäîëü âñåé òðàåêòîðèè (ñîñòîÿùåå èç ïîñëå-

äîâàòåëüíî ñîñòûêîâàííûõ óïðàâëåíèé íà êàæäîì ó÷àñòêå) îïðåäåëÿåò ñòðàòå-

ãèè ïîâåäåíèÿ ó÷àñòíèêîâ â èñõîäíîé äèôôåðåíöèàëüíîé èãðå. Ïðèäåòñÿ ðå-

øàòü, ñêîëüêî îêàæåòñÿ ïîäîáíûõ ó÷àñòêîâ è ëîêàëüíûõ ñòàòè÷åñêèõ èãð. Ýòîò

ïîäõîä ïî ñðàâíåíèþ ñ òðàäèöèîííûìè [15–19] íåîöåíèìî óïðîùàåò ïîèñê ðå-

øåíèÿ ëþáîé äèôôåðåíöèàëüíîé èãðû. Ïîäîáíàÿ ìåòîäèêà ðåøåíèÿ ñëîæíûõ

íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ èãð îïèñàíà â [20] íà ïðèìåðå ðåøåíèÿ äèôôå-

ðåíöèàëüíîé èãðû, ìîäåëèðóþùåé ýêîíîìè÷åñêèå îòíîøåíèÿ ìåæäó ñòðàíàìè.
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Ïðåäëàãàåìûå íîâûå B Pa - , B Pb - , à àêæå äðóãèå ïîäîáíûå èì ðàâíîâåñèÿ

è èõ óñèëåíèÿ ðàññìîòðèì òîëüêî äëÿ êîíôëèêòíûõ çàäà÷ ñ äâóìÿ ó÷àñòíèêà-

ìè,  ïðè÷åì  âíà÷àëå  â  ñòàòè÷åñêîé,  à  çàòåì  â  äèíàìè÷åñêîé  ïîñòàíîâêå.

Äîïóùåíèå 1. Ïóñòü Q ii , = 1, 2, — ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà è Q Q Q= 1 2´ ;

Gi , i =1 2, , — êîìïàêòíûå ìíîæåñòâà â ïðîñòðàíñòâå Q, ïðè÷åì G G G= Ç ¹ Æ1 2 ,

à ¢ ÈG G G= 1 2 ; è ïóñòü íà ìíîæåñòâå Gi îïðåäåëåíà íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ

(ôóíêöèîíàë) J qi ( ), i = 1,2,  ãäå q q1 2, —  ñòðàòåãèè  ó÷àñòíèêîâ.

Êðîìå òîãî, i-é ó÷àñòíèê èìååò âîçìîæíîñòü âûáèðàòü ñâîþ ñòðàòåãèþ q i èç

ïðîåêöèè PrQi
G ¢ ìíîæåñòâà ¢G íà ïðîñòðàíñòâî Qi èëè èç ñå÷åíèÿ ¢G qk( ) (k i¹ ,

i = 1,2) è ñòðåìèòñÿ îáåñïå÷èòü ìàêñèìóì ñâîåé ïëàòåæíîé ôóíêöèè (ôóíêöèîíà-

ëà) J qi ( ), îïðåäåëåííîé ëèøü íà åãî èíäèâèäóàëüíîì èãðîâîì ìíîæåñòâå

G Qi Í , èìåþùåì íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå G ñ àíàëîãè÷íûì èíäèâèäóàëüíûì èã-
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ðîâûì ìíîæåñòâîì Gk äðóãîãî èãðîêà, ìàêñèìèçèðóþùåãî íà ñâîåì ìíîæåñòâå

ñâîþ ïëàòåæíóþ ôóíêöèÿ Jk . Ïî ñóùåñòâó ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èíòåðåñû èãðîêîâ

ÿâíî êîíêóðèðóþò òîëüêî íà ìíîæåñòâå G, à íà ìíîæåñòâàõ ¢G Gi\ è ¢G Gk\ èã-

ðîêè ïîëó÷àþò ñâîè ïîáî÷íûå äîõîäû, íå ñâÿçàííûå ñ áèçíåñîì íà ìíîæåñòâå G.

Ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, ÷òî ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì èãðû òîëüêî íà îá-

ùåì äëÿ ó÷àñòíèêîâ èãðîâîì ìíîæåñòâå G. Îäíàêî, êàê ïîêàçàíî äàëåå â ïðèìå-

ðàõ, ïîáî÷íûå èíòåðåñû ó÷àñòíèêîâ ìîãóò ñóùåñòâåííî âëèÿòü íà èõ ëè÷íûå

äîõîäû  è  ñîâìåñòíûé  áèçíåñ  íà  ìíîæåñòâå G.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ïÿòü ïîíÿòèé ðàâíîâåñèÿ èç [7], áåç êîòîðûõ íåâîç-

ìîæíî  ïîíèìàíèå  îñíîâàííûõ  íà  íèõ  íîâûõ  ïîíÿòèé  ðàâíîâåñèÿ.

Èñõîäíûì ïîíÿòèåì äëÿ ïîñòðîåíèÿ ëþáûõ ñèñòåì êîíôëèêòíûõ ðàâíîâå-

ñèé â çàäà÷àõ, â êîòîðûõ i-é èãðîê íàõîäèò ìàêñèìóì ñâîåé ïëàòåæíîé ôóíêöèè

Ji íà ñâîåì èíäèâèäóàëüíîì èãðîâîì ìíîæåñòâå G Qi Í , èìåþùåì íåïóñòîå ïå-

ðåñå÷åíèå G ñ àíàëîãè÷íûì èíäèâèäóàëüíûì èãðîâûì ìíîæåñòâîì Gk äðóãîãî

èãðîêà, ìàêñèìèçèðóþùåãî íà ñâîåì ìíîæåñòâå ñâîþ ïëàòåæíóþ ôóíêöèÿ Jk ,

ÿâëÿåòñÿ  ñëåäóþùåå  îáîáùåíèå  ïîíÿòèÿ A-ðàâíîâåñèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1. Òî÷êó (ñèòóàöèþ) q Gi
* Î íàçîâåì Ai -ýêñòðåìàëüíîé äëÿ

i-ãî ó÷àñòíèêà, åñëè ïðè çàäàííîé ñòðàòåãèè qk
* k-ãî ó÷àñòíèêà äëÿ i-ãî èãðîêà

äîïóñòèìà òîëüêî îäíà ñòðàòåãèÿ q G qi
*

i k
*= ( ) èëè åñëè ëþáîé ñòðàòåãèè

q G q \ qi i k
*

i
*Î ( ) i-ãî ó÷àñòíèêà ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ïî êðàéíåé ìåðå

îäíó äîïóñòèìóþ ñòðàòåãèþ $ $ ( )q q q G qk k i i i= < >Î k-ãî ó÷àñòíèêà òàê, ÷òîáû

èìåëè  ìåñòî  ñëåäóþùèå  îòíîøåíèÿ:

J q q J qi i k i
*( ) ( ), $ £ (1)

(÷òî ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ñëó÷àé èñïîëüçîâàíèÿ â èñõîäíîé çàäà÷å ñîâåð-

øåííî åñòåñòâåííûõ ñëàáûõ óãðîç, íàçîâåì åãî âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé ïåð-

âîãî  òèïà);

J q q J q q G qi i i i( , ) ( ), ( )k k
$ $*£ Î ¢ (2)

(ýòîò ñëó÷àé íàçîâåì çàäà÷åé âòîðîãî òèïà, êîòîðàÿ îòëè÷àåòñÿ îò çàäà÷è ïåð-

âîãî òèïà òåì, ÷òî â íåé, ïîìèìî óãðîç $qk , èñïîëüçóåìûõ â (1), äîïóñêàþòñÿ

åùå è (ñèëüíûå) óãðîçû íà ìíîæåñòâå ¢G q G qi i i( ) \ ( ), íà êîòîðîì óãðîæàþ-

ùèé k-é  èãðîê  ïîëó÷àåò  äîõîä,  à i-é  èãðîê  íè÷åãî  íå  ïîëó÷àåò);

J q q J q q G qi i i i( , ) ( ), ( )k k
$ $*£ Î (3)

(ýòîò ñëó÷àé, êîãäà ëþáîé ñòðàòåãèè q G q qi k iÎ ( ) \* * i-ãî ó÷àñòíèêà ìîæíî ïî-

ñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ïî êðàéíåé ìåðå îäíó äîïóñòèìóþ ñòðàòåãèþ $qk äðó-

ãîãî ó÷àñòíèêà, íàçîâåì çàäà÷åé òðåòüåãî òèïà, õàðàêòåðèçóþùåéñÿ òåì, ÷òî

âñïîìîãàòåëüíàÿ èãðà ðàññìàòðèâàåòñÿ òîëüêî íà ïåðåñå÷åíèè G ìíîæåñòâ Gi è G2 ).

Ñèòóàöèþ q * íàçîâåì ñèòóàöèåé A-ðàâíîâåñèÿ â çàäà÷àõ ïåðâîãî, âòîðîãî

èëè òðåòüåãî òèïîâ, åñëè óñëîâèÿ ñîîòâåòñòâåííî (1), (2) èëè (3) óäîâëåòâîðÿþòñÿ

â  òî÷êå q G* Î äëÿ i =1 2, ,  ò.å.  åñëè q A A A*
1 2Î Ç = .

Çàìå÷àíèå 1. Èç îïðåäåëåíèÿ 1 ñëåäóåò, ÷òî â çàäà÷àõ ïåðâîãî è òðåòüåãî

òèïîâ óãðîçû åñòåñòâåííûå (ñëàáûå), à â çàäà÷å âòîðîãî òèïà — ñèëüíûå, ò.å.

â èãðîâûõ çàäà÷àõ íà ÷àñòè÷íî ïåðåñåêàþùèõñÿ èãðîâûõ ìíîæåñòâàõ óãðîæàþ-

ùèé k-é èãðîê èìååò âîçìîæíîñòü ðåàëèçîâàòü ñâîè óãðîçû íå òîëüêî â ñå÷åíèÿõ

G qi i( ) èãðîâîãî ìíîæåñòâà Gi i-ãî ó÷àñòíèêà, íî è â áîëåå øèðîêèõ ñå÷åíèÿõ
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¢ ÊG q G qi i i( ) ( ), â êîòîðûõ îí ïîëó÷àåò äîõîä, à íàêàçóåìûé i-é ó÷àñòíèê íè÷åãî

íå  ïîëó÷àåò.

Ïîñêîëüêó â çàäà÷àõ ñ ÷àñòè÷íî ïåðåñåêàþùèìèñÿ èíòåðåñàìè ó÷àñòíèêîâ

ìíîæåñòâî A ìîæåò îêàçàòüñÿ ïóñòûì, âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü â ïîèñêå íåêî-

òîðûõ åùå áîëåå ñëàáûõ ðàâíîâåñèé, êîòîðûå áóäóò íåïóñòûìè è â êàêîé-òî

ìåðå çàìåíÿò A-ðàâíîâåñèå. Â ñâÿçè ñ ýòèì ââåäåì îïðåäåëåíèÿ 2–5 ïîíÿòèé

îïòèìàëüíîñòè  (ðàâíîâåñèÿ),  îñëàáëÿþùèå  òðåáîâàíèÿ  (1),  (2).

Îïðåäåëåíèå 2. Ñèòóàöèþ q Gb
iÎ íàçîâåì Pi

b -ýêñòðåìàëüíîé, åñëè åå íå

ìîæåò óëó÷øèòü i-é ó÷àñòíèê èëè åñëè ïðè ëþáîé åãî ïîïûòêå q G q qi i k
b

i
bÎ ( ) \

óâåëè÷èòü ñâîé âûèãðûø ïî ñðàâíåíèþ ñ âûèãðûøåì â ñèòóàöèè q b çà ñ÷åò ïå-

ðåõîäà èç íåå â áîëåå âûãîäíóþ ñèòóàöèþ q i îêàæåòñÿ, ÷òî ñèòóàöèÿ q b ÿâëÿåòñÿ

«èíäèâèäóàëüíî ïàðåòîâñêîé» [8, ñ. 145], ò.å. òî÷êîé Ïàðåòî (íà ìíîæåñòâå

J G J G1 1 2 2( ) ( )´ ) ïî îòíîøåíèþ õîòÿ áû ê îäíîé èç òî÷åê ñå÷åíèÿ ¢G q i( ). Ñèòóà-

öèþ q b íàçîâåì P b -îïòèìàëüíîé (èëè P b -ðàâíîâåñèåì), åñëè îíà Pi
b -ýêñòðå-

ìàëüíà  äëÿ i =1 2, .

Â çàäà÷àõ ñ ÷àñòè÷íî ïåðåñåêàþùèìèñÿ èíòåðåñàìè ó÷àñòíèêîâ â ñëó÷àå,

êîãäà ìíîæåñòâî A ïóñòîå, åãî ôóíêöèè ìîæåò âûïîëíÿòü ìíîæåñòâî P b èëè åãî

óñèëåíèÿ,  îïèñàííûå  äàëåå  â  îïðåäåëåíèÿõ  3–5.

Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûì óñèëåíèåì ïðåäûäóùåãî, îò-

ëè÷àÿñü îò ïîñëåäíåãî òåì, ÷òî â íåì îïòèìàëüíîñòü ïî Ïàðåòî èìååò ìåñòî íå

ïî îòíîøåíèþ ê êàêîé-ëèáî òî÷êå ñå÷åíèÿ ¢G q i( ) , à ê òî÷êå ñå÷åíèÿ

G q G qi i i( ) ( )Í ¢ .

Îïðåäåëåíèå 3. Ñèòóàöèþ q Ga
iÎ íàçîâåì Pi

a -ýêñòðåìàëüíîé, åñëè åå íå

ìîæåò óëó÷øèòü i-é ó÷àñòíèê èëè åñëè ïðè ëþáîé åãî ïîïûòêå q G q qi i k
a

i
aÎ ( ) \

óâåëè÷èòü ñâîé âûèãðûø ïî ñðàâíåíèþ ñ âûèãðûøåì â ñèòóàöèè q a çà ñ÷åò ïå-

ðåõîäà èç íåå â áîëåå âûãîäíóþ ñèòóàöèþ q i îêàæåòñÿ, ÷òî ñèòóàöèÿ q a ÿâëÿåòñÿ

òî÷êîé Ïàðåòî ïî îòíîøåíèþ õîòÿ áû ê îäíîé èç òî÷åê ñå÷åíèÿ G qi i( ). Ñèòóà-

öèþ q a íàçîâåì P a -îïòèìàëüíîé (èëè P a -ðàâíîâåñèåì), åñëè îíà Pi
a -ýêñòðå-

ìàëüíà  äëÿ i =1 2, .

Ñëåäóþùåå  îïðåäåëåíèå  ÿâëÿåòñÿ  íåêîòîðûì  óñèëåíèåì  ïðåäûäóùåãî.

Îïðåäåëåíèå 4. Ñèòóàöèþ q Ga
iÎ íàçîâåì Pi

a -ýêñòðåìàëüíîé, åñëè åå íå

ìîæåò óëó÷øèòü i-é ó÷àñòíèê èëè åñëè ïðè ëþáîé åãî ïîïûòêå q G q qi i k
a

i
aÎ ( ) \

óâåëè÷èòü ñâîé âûèãðûø ïî ñðàâíåíèþ ñ âûèãðûøåì â ñèòóàöèè q a çà ñ÷åò ïå-

ðåõîäà èç íåå â áîëåå âûãîäíóþ ñèòóàöèþ q i îêàæåòñÿ, ÷òî ñèòóàöèÿ q a ÿâëÿåòñÿ

òî÷êîé Ïàðåòî ïî îòíîøåíèþ êî âñåì òî÷êàì ñå÷åíèÿ G qi i( ). Ñèòóàöèþ q a íà-

çîâåì Pi
a -îïòèìàëüíîé (èëè Pi

a -ðàâíîâåñèåì), åñëè îíà Pi
a -ýêñòðåìàëüíà äëÿ

i =1 2, .

Ñëåäóþùåå  îïðåäåëåíèå  ÿâëÿåòñÿ  óñèëåíèåì  ïðåäûäóùåãî.

Îïðåäåëåíèå 5. Ñèòóàöèþ q Gb
iÎ íàçîâåì Pi

b -ýêñòðåìàëüíîé, åñëè åå íå

ìîæåò óëó÷øèòü i-é ó÷àñòíèê èëè åñëè ïðè ëþáîé åãî ïîïûòêå q G q qi i k
b

i
bÎ ( ) \

óâåëè÷èòü ñâîé âûèãðûø ïî ñðàâíåíèþ ñ âûèãðûøåì â ñèòóàöèè q b çà ñ÷åò ïå-

ðåõîäà èç íåå â áîëåå âûãîäíóþ ñèòóàöèþ q i îêàæåòñÿ, ÷òî ñèòóàöèÿ q b ÿâëÿåòñÿ
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òî÷êîé Ïàðåòî ïî îòíîøåíèþ êî âñåì òî÷êàì ñå÷åíèÿ ¢G q i( ) . Ñèòóàöèþ q b íàçîâåì

Pi
b -îïòèìàëüíîé (èëè Pi

b -ðàâíîâåñèåì), åñëè îíà Pi
b -ýêñòðåìàëüíà äëÿ i =1 2, .

Òåîðåìà 1. Ìåæäó ïîíÿòèÿìè îïòèìàëüíîñòè èç îïðåäåëåíèé 2–5 èìåþò

ìåñòî  ñëåäóþùèå  îòíîøåíèÿ: P P P Pb a a bÊ Ê Ê .

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ïî ñóùåñòâó ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì îïðåäåëå-

íèé  2–5.

Äàëåå  ïðåäëîæåíû  óñèëåíèÿ  ïîíÿòèé  ðàâíîâåñèÿ  èç  îïðåäåëåíèé  2–5.

Îïðåäåëåíèå 6. Ñèòóàöèþ q Pi
b* Î íàçîâåì B i

Pb -ýêñòðåìàëüíîé, åñëè íà

ìíîæåñòâå J G( ) â ïðîñòðàíñòâå ( , )J J1 2 îíà îïðåäåëÿåò òî÷êó J q( )* , îïòèìàëü-

íóþ ïî Ïàðåòî íà ìíîæåñòâå òî÷åê J q qi k( , )* , ãäå q P qk i
b

iÎ ( )* . Ñèòóàöèþ q * íà-

çîâåì B Pb -ðàâíîâåñèåì, åñëè q B BPb Pb* Î Ç
1 2

, ãäå B i
Pb — ìíîæåñòâî âñåõ

B i
Pb -ýêñòðåìàëüíûõ  ñèòóàöèé.

Ìíîæåñòâî B i
Pb îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ êàæäîé ôèêñèðî-

âàííîé ñòðàòåãèè q Pi Q i
b

i
ÎPr i-ãî ó÷àñòíèêà (ò.å. äëÿ êàæäîé ôèêñèðîâàííîé

ñòðàòåãèè q i , äëÿ êîòîðîé ñå÷åíèå P qi
b

i( ) íåïóñòîå) îòäåëüíî â ëþáîì ñå÷åíèè

P qi
b

i( ) èùåòñÿ ìíîæåñòâî Ïàðåòî. È ñóììà âñåõ ïàðåòîâñêèõ ìíîæåñòâ, ïîëó-

÷åííûõ  ïîäîáíûì  îáðàçîì  â  êàæäîì  ñå÷åíèè,  îáðàçóåò  ìíîæåñòâî B i
Pb .

Îïðåäåëåíèå 7. Ñèòóàöèþ q P*
i
aÎ íàçîâåì B i

Pa -ýêñòðåìàëüíîé, åñëè íà

ìíîæåñòâå J G( ) â ïðîñòðàíñòâå ( , )J J1 2 îíà îïðåäåëÿåò òî÷êó J q( )* , îïòèìàëü-

íóþ ïî Ïàðåòî íà ìíîæåñòâå òî÷åê J q qi k( , )* , ãäå q P qk i
a

iÎ ( )* . Ñèòóàöèþ q * íà-

çîâåì B Pa -ðàâíîâåñèåì, åñëè q B BPa Pa* Î Ç
1 2

, ãäå B i
Pa — ìíîæåñòâî âñåõ

B i
Pb -ýêñòðåìàëüíûõ  ñèòóàöèé.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ìíîæåñòâà B Pa - è B Pb -ðàâíîâåñèé. Åñòåñòâåííîå

óñèëåíèå B Pb -ðàâíîâåñèÿ  îòðàæåíî  â  ñëåäóþùåì  îïðåäåëåíèè.

Îïðåäåëåíèå 8. Ñèòóàöèþ q B i
Pb* Î íàçîâåì Di

Pb -ýêñòðåìàëüíîé, åñëè íà

ìíîæåñòâå B i
Pb îíà ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé Ïàðåòî. Ñèòóàöèþ q * íàçîâåì Di

Pb -ðàâíî-

âåñèåì, åñëè q D D DPb Pb Pb* Î Ç =
1 2

, ãäå Di
Pb — ìíîæåñòâî âñåõ Di

Pb -ýêñòðå-

ìàëüíûõ ñèòóàöèé. (Î÷åâèäíî, ìíîæåñòâî Di
Pb ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæåñòâî

Ïàðåòî  íà  ìíîæåñòâå B i
Pb .)

Àíàëîãè÷íî  îïðåäåëÿþòñÿ  ìíîæåñòâà D Pa - , D Pb - è D Pa -ðàâíîâåñèé.

Äëÿ ðåøåíèÿ ïðèâåäåííûõ äàëåå ïðèìåðîâ ïîòðåáóåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå

åùå ñëåäóþùåå ïðîñòîå îïðåäåëåíèå [7–13], íàèáîëåå øèðîêèì åñòåñòâåííûì

îáîáùåíèåì  êîòîðîãî  ÿâèëîñü  îïðåäåëåíèå  6  ìíîæåñòâà B Pb -ðàâíîâåñèé.

Îïðåäåëåíèå 9. Ñèòóàöèþ q Ai
* Î íàçîâåì B i -ýêñòðåìàëüíîé, åñëè îáðàçó-

þùàÿ  åå  ñòðàòåãèÿ  äðóãîãî  èãðîêà  óäîâëåòâîðÿåò  óñëîâèþ

max
( )

* *
*q A q k i k k

k i i
J q q J q k k i

Î
¹( , ) = ( ), = 1,2, . (4)

Cèòóàöèþ q G* Î íàçîâåì B-ðàâíîâåñèåì, åñëè q B B* Î Ç1 2 , ãäå B i — ìíî-

æåñòâî  âñåõ B i -ýêñòðåìàëüíûõ  ñèòóàöèé.
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Çàìå÷àíèå 2. Îïðåäåëåíèÿ 2–8 è èì ïîäîáíûå (íåñìîòðÿ íà âåñüìà ñòðîãèå

èåðàðõè÷åñêèå âçàèìîçàâèñèìîñòè) â ñîâîêóïíîñòè âñå-òàêè ââîäÿò â òåîðèþ

êîíôëèêòíûõ ðàâíîâåñèé âåñüìà îñëàáëåííûå ïîíÿòèÿ êîíôëèêòíîé óñòîé÷è-

âîñòè, ïîñêîëüêó â íèõ ëþáîé ïîïûòêå ó÷àñòíèêà (èëè ó÷àñòíèêîâ) óëó÷øèòü

ñâîå ñîñòîÿíèå ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå íå êàêàÿ-ëèáî óãðîçà, à âñåãî ëèøü òðå-

áîâàíèå, ÷òîáû èñõîäíîå ñîñòîÿíèå îñòàâàëîñü ïàðåòîâñêèì ïî îòíîøåíèþ ê òåì

èëè èíûì ïðîòèâîïîñòàâëÿåìûì åìó ñîñòîÿíèÿì. Â ñâÿçè ñ ýòèì çàäàííûå îïðå-

äåëåíèÿìè 2–8 ïîíÿòèÿ ðàâíîâåñèé ÿâëÿþòñÿ âñåãî ëèøü ñðåäîé, â êîòîðóþ ìîæ-

íî ñ÷èòàòü ïîãðóæåííûìè âñå äåéñòâèòåëüíî êîíôëèêòíûå ðàâíîâåñèÿ [1–14].

Íî â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ òåõ ðàâíîâåñèé, êîòîðûå äîëæíû èìåòü ìåñòî â òåîðèè

êîíôëèêòíûõ ðàâíîâåñèé, ýòè îñëàáëåííûå ðàâíîâåñèÿ ïîçâîëÿþò çàïîëíèòü íå-

äîñòàþùèå ó÷àñòêè ìåæäó óæå èçâåñòíûìè êîíôëèêòíûìè ðàâíîâåñèÿìè, íà-

ïðèìåð, ïðåäîñòàâëÿÿ âîçìîæíîñòü âûáðàòü ñèòóàöèþ, áîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíóþ

äëÿ ó÷àñòíèêîâ (ïî êðàéíåé ìåðå ñ òî÷êè çðåíèÿ ïàðåòîâñêèõ êà÷åñòâ), èç äâóõ

èëè íåñêîëüêèõ ñèòóàöèé, íå ðàçëè÷èìûõ ñ ïîçèöèé óæå èçâåñòíûõ ïîíÿòèé êîí-

ôëèêòíûõ ðàâíîâåñèé. Ñ òî÷êè çðåíèÿ îïèñàííûõ ðàíåå òðåõ òèïîâ âñïîìîãà-

òåëüíûõ èãðîâûõ çàäà÷ (1), (2) è (3), ñóùåñòâåííûõ ïðè àíàëèçå ëþáûõ êîíôëèê-

òíûõ çàäà÷ ñ ïîáî÷íûìè èíòåðåñàìè, åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü, ÷òî èç îïðåäåëåíèé

2–8 ñëåäóåò åùå è ÷åòâåðòûé òèï âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è, äîïîëíåíèå êîòîðîé

ñôîðìóëèðîâàííîãî äàëåå ïðåäëîæåíèÿ â ðÿäå ñëó÷àåâ ìîæåò áûòü ïîëåçíûì

â  êîíêðåòíûõ  ïðèëîæåíèÿõ.

Ïðåäëîæåíèå 1. Â îáùåì ñëó÷àå â èãðîâîé çàäà÷å ñ íåñîâïàäàþùèìè è ïå-

ðåñåêàþùèìèñÿ  èãðîâûìè  ìíîæåñòâàìè Gi îòìåòèì  ñëåäóþùåå.

1. Åñëè ñèëüíûå óãðîçû (2) íåäîïóñòèìû (ïî ñîãëàøåíèþ ìåæäó âñåìè

ó÷àñòíèêàìè) è ìíîæåñòâî A ïóñòîå â åñòåñòâåííîì êëàññå ñëàáûõ óãðîç (1) (ò.å.

â çàäà÷å ïåðâîãî òèïà), òî íàèñèëüíåéøèå ðàâíîâåñèÿ (è ðåøåíèå çàäà÷è â òîì

èëè èíîì ñìûñëå) âñåãäà ìîæíî íàéòè ïî êðàéíåé ìåðå äëÿ çàäà÷è òðåòüåãî òèïà

(ò.å. íà ïåðåñå÷åíèè G èãðîâûõ ìíîæåñòâ â åñòåñòâåííîì êëàññå ñëàáûõ óãðîç

(1)) ñ ó÷åòîì ðåçóëüòàòîâ çàäà÷è ÷åòâåðòîãî òèïà, îïðåäåëåííîé â çàìå÷àíèè 2.

2. Åñëè ñèëüíûå óãðîçû (2) íåäîïóñòèìû è ìíîæåñòâî A â çàäà÷å ïåðâîãî

òèïà íåïóñòîå, òî ñëåäóåò â êà÷åñòâå îñíîâíîãî èñïîëüçîâàòü ðåøåíèå çàäà÷è

ïåðâîãî òèïà (ñî âñåìè âîçìîæíûìè åãî èòåðàöèÿìè [7–10]), à äëÿ îöåíêè âëèÿ-

íèÿ ïîáî÷íûõ èíòåðåñîâ íà ðåøåíèå èñõîäíîé èãðû èñïîëüçîâàòü ðåøåíèå çàäà-

÷è òðåòüåãî òèïà; ïðè÷åì â ñëó÷àå íåñîâïàäåíèÿ ðåøåíèé çàäà÷ ïåðâîãî è òðåòüå-

ãî òèïîâ çà îñíîâó ïðèíÿòü ðåøåíèå çàäà÷è ïåðâîãî òèïà, à ðåøåíèÿ çàäà÷ òðåòü-

åãî è ÷åòâåðòîãî òèïîâ ðàññìàòðèâàòü ëèøü êàê âîçìîæíóþ êîððåêöèþ ýòîãî

ðåøåíèÿ; ñîâïàäåíèå ðåøåíèé ïåðâîãî è òðåòüåãî òèïîâ îçíà÷àåò, ÷òî íå

ñóùåñòâóåò êàêîãî-ëèáî çàìåòíîãî âëèÿíèÿ ïîáî÷íûõ äîõîäîâ íà ðåøåíèå èãðû.

3. Åñëè ñèëüíûå óãðîçû (2) äîïóñòèìû è ïðè ýòîì ìíîæåñòâî A â çàäà÷å (1)

ïóñòîå, òî â êà÷åñòâå îñíîâíîãî ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü

ðåøåíèå çàäà÷è âòîðîãî òèïà (2), à ðåøåíèå çàäà÷è òðåòüåãî òèïà (3), åñëè îíî íå

ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì çàäà÷è (2), ðàññìàòðèâàòü (ñ ó÷åòîì òàêæå è çàäà÷è ÷åòâåð-

òîãî òèïà) ëèøü ñ òî÷êè çðåíèÿ âîçìîæíîñòè êîððåêòèðîâêè ñ åãî ïîìîùüþ ðå-

øåíèÿ çàäà÷è âòîðîãî òèïà; ïðè÷åì åñëè â çàäà÷àõ âòîðîãî è òðåòüåãî òèïîâ

ñèëüíåéøèå ðàâíîâåñèÿ îäèíàêîâû, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîáî÷íûå äîõîäû

ó÷àñòíèêîâ  ÿâíî  íå  âëèÿþò  íà  ðåøåíèå  èãðû.

4. Åñëè ñèëüíûå óãðîçû (2) äîïóñòèìû è ìíîæåñòâî A â çàäà÷å ïåðâîãî òèïà

íåïóñòîå, òî ñëåäóåò íàéòè ðåøåíèÿ çàäà÷ ïåðâîãî, âòîðîãî è òðåòüåãî òèïîâ,

è åñëè îêàæåòñÿ, ÷òî â íèõ íàèñèëüíåéøèå ðàâíîâåñèÿ îäèíàêîâûå, òî ýòî îçíà-

÷àåò, ÷òî íà ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è ïî ñóùåñòâó íå âëèÿþò íè òèïû óãðîç, íè

ïîáî÷íûå èíòåðåñû ó÷àñòíèêîâ, ÷òî íàèáîëåå áëàãîïðèÿòíî äëÿ ïîñëåäíèõ;
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â ñëó÷àå ðàçëè÷íûõ ðàâíîâåñèé â çàäà÷àõ ïåðâîãî, âòîðîãî è òðåòüåãî òèïîâ

ó÷àñòíèêàì ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå îñíîâíîãî ðåøåíèå çàäà÷è âòîðîãî

òèïà, à ðåøåíèÿ çàäà÷ ïåðâîãî, òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî òèïîâ èñïîëüçîâàòü ëèøü

â  êà÷åñòâå  êîððåêòèðîâî÷íûõ.

Äåéñòâèòåëüíî, â ðåàëüíûõ óñëîâèÿõ íóæíî èìåòü â âèäó, ÷òî êîíêóðåíòû

â êîíôëèêòíîé çàäà÷å íàâåðíÿêà íèêîãäà íå îñòàíîâÿòñÿ ïåðåä èñïîëüçîâàíèåì

ñèëüíûõ  óãðîç  íåçàâèñèìî  îò  ïðåäâàðèòåëüíîé  äîãîâîðåííîñòè  î  íèõ.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü â èãðå ñ äâóìÿ ó÷àñòíèêàìè êàæäûé ìàêñèìèçèðóåò ñâîþ

(ìàòðè÷íóþ) ïëàòåæíóþ ôóíêöèþ, îïðåäåëåííóþ íà èãðîâîì ìíîæåñòâå, êîòîðîå

èìååò ëèøü ÷àñòè÷íîå ïåðåñå÷åíèå ñ èãðîâûì ìíîæåñòâîì äðóãîãî ó÷àñòíèêà:

J1

2 6

8

9 5

=

×

× ×

×

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

, J2

5 4

6

7 2

=

×

× ×

×

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

.

(5)

Êàæäûé èãðîê èìååò òðè ñòðàòåãèè: ïåðâûé èãðîê âûáèðàåò ñòðîêè, à âòî-

ðîé — ñòîëáöû; G a a a a a1 11 13 22 31 33= ( , , , ), , G a a a a a2 11 13 21 32 33= ( , , , , ),

G a a a= ( , , )11 13 33 .

Íàéäåì  âíà÷àëå  ðàâíîâåñèÿ  â  êëàññå  ñëàáûõ  óãðîç  (1)

A1 =

× × +

× + ×

+ × +

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

, A2 =

+ × ×

+ × ×

× + ×

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

, A = Æ.

Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî A ïóñòîå, íàõîäèì ïðåäâàðèòåëüíî ïðåäëàãàåìûå íî-

âûå èíäèâèäóàëüíî-ïàðåòîâñêèå ðàâíîâåñèÿ ñ ïîìîùüþ ðèñ. 1, çàäàþùåãî îòî-

áðàæåíèå  ìíîæåñòâà ¢G íà  ïðîñòðàíñòâî ( , )J J1 2 :

P b
1

=

+ × +

× + ×

+ × ×

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

, P b
2

=

+ × +

+ × ×

× + +

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

, P b =

+ × +

× × ×

× × ×

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

;

B a a a aPb
1 11 13 22 31= ( , , , ), B a a a aPb

2 11 13 21 32= ( , , , ), B a aPb = ( , );11 13

D a a a D a a a D a aPb Pb Pb
1 2

= ( , , ), = ( , , ), = ( ,11 13 31 11 13 32 11 13 ) .

Ïîêàæåì, êàê íàéòè ýòè ðàâíîâåñèÿ. Ñèòóàöèÿ a31 ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó P b
1

,

ïîñêîëüêó åå íå ìîæåò óëó÷øèòü ïåðâûé èãðîê. Ñèòóàöèÿ a P b
11 Î

1
, òàê êàê ïî-

ïûòêà ïåðâîãî èãðîêà óëó÷øèòü ñâîé âûèãðûø çà ñ÷åò ïåðåõîäà èç äàííîé ñèòó-

àöèè â åäèíñòâåííî äîñòóïíóþ åìó ñèòóàöèþ a31 â ìàòðèöå J1 ïðèâîäèò ê òîìó,

÷òî ñèòóàöèÿ a11 ñòàíîâèòñÿ Ïàðåòî-îïòèìàëüíîé ïî îòíîøåíèþ êî âñåì ýëåìåí-

òàì òðåòüåé ñòðîêè ìàòðèöû, ò.å. òî÷êà a11 (îáîçíà÷àþùàÿ ôàêòè÷åñêè òî÷êó

J a( )11 ) ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé Ïàðåòî ïî îòíîøåíèþ ê òî÷êàì a a a31 32 33, , (ñì. ðèñ. 1).

Ñèòóàöèÿ a22 ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó P b
1

, òàê êàê îíà íàèëó÷øàÿ äëÿ ïåðâîãî ãðî-

êà âî âòîðîì ñòîëáöå è ó íåãî íåò íè âîçìîæíîñòè, íè íåîáõîäèìîñòè åå óëó÷øàòü.

Ìíîæåñòâî B Pb
1

îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â êàæäîé ôèêñèðîâàí-

íîé ñòðîêå ìàòðèöû P b
1

èùåòñÿ ìíîæåñòâî Ïàðåòî. Íàïðèìåð, â ïåðâûé ñòðîêå

ýòîé ìàòðèöû èìååòñÿ äâà ýëåìåíòà: a11 è a13 . Èõ îòîáðàæåíèÿ íà ïëîñêîñòü
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( , )J J1 2 , îáîçíà÷åííûå òåìè æå áóêâàìè,

îáðàçóþò ìíîæåñòâî Ïàðåòî íà ìíîæåñòâå

ýòèõ òî÷åê. Ñëåäîâàòåëüíî, îíè ïðèíàäëå-

æàò ìíîæåñòâó B Pb
1

. Âî âòîðîé ñòðîêå ñî-

äåðæèòñÿ òîëüêî îäíà ñèòóàöèÿ, ñëåäîâà-

òåëüíî, îíà òàêæå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé ïî

Ïàðåòî íà ìíîæåñòâå, ñîñòîÿùåì òîëüêî èç

íåå ñàìîé. Àíàëîãè÷íîå èìååò ìåñòî äëÿ

òðåòüåé  ñòðîêè.

Ìíîæåñòâî B Pb
2

îïðåäåëÿåòñÿ ïîäîá-

íûì îáðàçîì, íî íå ïî ñòðîêàì, à ïî ñòîëá-

öàì. Â ïåðâîì ñòîëáöå ýëåìåíòû a11 è a21

îáðàçóþò ìíîæåñòâî Ïàðåòî, âî âòîðîì

ñòîëáöå ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà a32 , êîòîðûé ïîýòîìó àâòîìàòè-

÷åñêè ÿâëÿåòñÿ ïàðåòîâñêèì, à â òðåòüåì ñòîëáöå, âêëþ÷àþùåì äâà ýëåìåíòà: a13

è a33 , òîëüêî ýëåìåíò a13 íà ìíîæåñòâå ýòèõ äâóõ ýëåìåíòîâ îáðàçóåò ìíîæå-

ñòâî  Ïàðåòî.

Ìíîæåñòâî D Pb
1

îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî Ïàðåòî íà ìíîæåñòâå B Pb
1

,

à D Pb
2

—  ìíîæåñòâî  Ïàðåòî  íà B Pb
2

.

Íàéäåì  íàèñèëüíåéøèå  ðàâíîâåñèÿ  â  êëàññå  ñèëüíûõ  óãðîç  (2):

A s
1

=

+ × +

× + ×

+ × +

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

, A s
2

=

+ × +

+ × ×

× + +

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

, A s =

+ × +

× × ×

× × +

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

,

B a as
1 11 33= ( , ), B a as

2 11 13= ( , ), B as = 11.

Òàêèì îáðàçîì, â êëàññå ñèëüíûõ óãðîç íàèñèëüíåéøèì ðàâíîâåñèåì îêà-

çàëàñü òîëüêî îäíà ñèòóàöèÿ a11. Â ýòîé âñïîìîãàòåëüíîé èãðå ñïðàâåäëèâûé

äåëeæ êîîïåðàòèâíîãî äîõîäà [7, ñ. 51; 10, ñ. 174–175] , ðàâíîãî äåñÿòè è äîñòè-

ãàåìîãî â ñèòóàöèè a13 , îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî íàèñèëüíåéøåé ðàâíîâåñíîé ñèòóà-

öèåé a11 è  çàäàåòñÿ  ôîðìóëàìè

x x1 2=
2

7
10, =

5

7
10.

(6)

Îñòàåòñÿ íàéòè íàèñèëüíåéøåå ðàâíîâåñèå âî âñïîìîãàòåëüíîé èãðå íà ïå-

ðåñå÷åíèè G èãðîâûõ ìíîæåñòâ ó÷àñòíèêîâ, ïëàòåæíûå ôóíêöèè â êîòîðîé

èìåþò  âèä

J G
1

2 6

5

=

×

× × ×

× ×

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

, J G
2

5 4

2

=

×

× × ×

× ×

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

. (7)

Äëÿ  ýòîé  èãðû  íàõîäèì  ñëåäóþùèå  ðàâíîâåñèÿ:

A A AG G G
1 2

= = =

+ × ×

× × ×

× × +

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

,

B B B a aG G G
1 2 11 33= = = ( , ).
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Âî âñïîìîãàòåëüíîé èãðå íà ìíîæåñòâå G èìåþòñÿ äâà ðàâíîöåííûõ íàèñèëü-

íåéøèõ ðàâíîâåñèÿ ( , )a a11 33 , èç êîòîðûõ òîëüêî ñèòóàöèÿ a11 ÿâëÿåòñÿ îáùèì íàè-

ñèëüíåéøèì  ðàâíîâåñèåì  â  êëàññå  ñèëüíûõ  óãðîç  è  â  èãðå  íà  ìíîæåñòâå G.

Ñïðàâåäëèâûé äåëåæ êîîïåðàòèâíîãî äîõîäà â çàäà÷å íà ìíîæåñòâå G çàäà-

åòñÿ  ôîðìóëàìè  èç  [7,  ñ.  51;  10,  ñ.174–175]

x x1 2
2 5

2 5 2 5
10 5= =

+

+ + +
= , (8)

êîòîðûå  äàþò  ñîâåðøåííî  èíîé  äåëåæ  ïî  ñðàâíåíèþ  ñ  (6).

Ñóùåñòâåííîå ðàçëè÷èå â íàèñèëüíåéøèõ ðàâíîâåñèÿõ â çàäà÷å ñ ñèëüíûìè

óãðîçàìè è â çàäà÷å íà ìíîæåñòâå êîíôëèêòîâ G, à òàêæå ñâÿçàííîå ñ ýòèì îòëè-

÷èå â äåëåæå êîîïåðàòèâíîãî äîõîäà óêàçûâàþò íà òî, ÷òî ïîáî÷íûå äîõîäû

â ýòîé êîíôëèêòíîé çàäà÷å çíà÷èòåëüíî âëèÿþò íà ðåøåíèå èãðû. Î÷åâèäíî,

â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî ñëåäîâàòü ï. 3 ïðåäëîæåíèÿ 1, ãäå ðåêîìåíäóåòñÿ ïðè-

íÿòü çà îñíîâó ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíîé èãðû â êëàññå ñèëüíûõ óãðîç (2), ñêîð-

ðåêòèðîâàííîå ðåøåíèÿìè ïï. 3 è 4 èç ïðåäëîæåíèÿ 1. Ñóòü ýòîé êîððåêöèè

â äàííîì ñëó÷àå ñâîäèòñÿ ê òîìó, ÷òî èç ñðàâíåíèÿ âñåõ íàéäåííûõ ðåøåíèé

âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ ñëåäóåò, ÷òî ñèòóàöèÿ a11 ãîðàçäî áîëåå óñòîé÷èâà, ÷åì

ñèòóàöèÿ a33 , êîòîðàÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, ñóùåñòâåííî óñòîé÷èâåå ñèòóàöèè a13 .

Ñëåäîâàòåëüíî, äåëåæ (6) ìîæíî íåñêîëüêî óëó÷øèòü äëÿ ïåðâîãî èãðîêà çà ñ÷åò

âòîðîãî  èãðîêà.

ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÅ  ÊÎÍÔËÈÊÒÍÛÅ  ÇÀÄÀ×È  Ñ  ÏÎÁÎ×ÍÛÌÈ  ÈÍÒÅÐÅÑÀÌÈ

Ðàññìîòðèì òåïåðü êîíôëèêòóþùèå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû íà ïåðåñåêàþùèõñÿ

èãðîâûõ ìíîæåñòâàõ, îïèñàííûå äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè [13], â êîòî-

ðûõ i-é ó÷àñòíèê (i N=1, ,K ), èñïîëüçóÿ ÷èñòûå u ti ( ) èëè ñìåøàííûå ñòðàòå-

ãèè q u ti i( , ),  ñòðåìèòñÿ  îáåñïå÷èòü  ìàêñèìóì  ñâîåãî  ôóíêöèîíàëà

J q f u x t dq i Ni

T

i

W ti i

( ) = dt ,ò ò =
0

1( , , ) , ,

( )

K , (9)

ïðè  îãðàíè÷åíèÿõ

& ( , , )

( )

x f u x t dq t T t t E

W t

= , = [ , ]

¢
ò Î Í0 1

1, (10)

( , )u t W TÎ ¢ ´ , (11)

x t xj j( ) =0
0 , j n=1, ,K , x t xk k

( ) =1
1 , k K nÎ Í1, ,K , (12)

x x x Rn
n= ( )1, ,K Î ; U U kk

N
=

=1U ; U Ei iÎ , E i — êîíå÷íîìåðíûå ïðîñòðàíñòâà;

u t u t u tN( ) ( ( ), , ( ))= 1 K — âåêòîð ÷èñòûõ ñòðàòåãèé ó÷àñòíèêîâ; ¢ =
=

W Wkk

N

1U ,

Wk — êîìïàêòíûå ìíîæåñòâà â U ; W t( ) è ¢W t( ) — ñå÷åíèÿ ìíîæåñòâ W è ¢W

â ìîìåíò t TÎ ;
)

U Wi U i
= ¢Pr — ïðîåêöèÿ ìíîæåñòâà ¢W íà U i ; q u ti i( , ) — ñìå-

øàííàÿ ñòðàòåãèÿ i-ãî ó÷àñòíèêà òàêàÿ, ÷òî q ti ( , )× — ýòî (ïðè êàæäîì t TÎ ) âå-

ðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íà ìíîæåñòâå U i , à q ui i( , )× — èçìåðèìàÿ ïî Ëåáåãó ôóíêöèÿ

íà T ïðè âñåõ u Ui iÎ ; q q q N= 1, ,K ; Qi — ìíîæåñòâî âñåõ ñìåøàííûõ ñòðàòå-

ãèé q ui i( , )× i-ãî èãðîêà â çàäà÷å (9), (10) c íà÷àëüíûì óñëîâèåì x t x( )0
0= è ñ çà-

ìåíîé ìíîæåñòâà ¢W íà ìíîæåñòâî
) )

K
)

U U U N= 1 ´ ´ .
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Îäíàêî â çàäà÷å (9)–(12) óðàâíåíèþ (10) ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (11), (12) óäîâëåò-

âîðÿþò íå âñå îïèñàííûå ðàíåå âîçìîæíûå ñòðàòåãèè q Qi iÎ , i N=1, ,K , à òîëüêî

òå èç íèõ, êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò óäîâëåòâîðåíèå îãðàíè÷åíèé (11), (12); îíè îáðà-

çóþò íåêîòîðîå êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî ¢G â ïðîñòðàíñòâå Q Q N1 ´ ´K .

Äîïóùåíèå 2. Ïóñòü ìíîæåñòâî W — êîìïàêò â U T´ ; îòîáðàæåíèå
$ , , , ,f f f f f U E T EN

n
n n N= ( , ) :

0
1

0 1K K ´ ´ ® + òàêîâî, ÷òî ôóíêöèÿ $f u x( , , )×

èçìåðèìà (ïî Ëåáåãó) ïðè âñåõ u U x E nÎ Î, , à ôóíêöèÿ $f t( , , )× × ïðè êàæäîì

t TÎ íåïðåðûâíà; ôóíêöèÿ $f ìàæîðèðóåòñÿ íà T ôóíêöèåé s t x( )(| |+1), ãäå s t( ) —

íåêîòîðàÿ èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ; x t( ): T E n® — àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ

ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ (10); êðîìå òîãî, ôóíêöèÿ $f óäîâëåòâî-

ðÿåò  ñ  èíòåãðèðóåìîé  ôóíêöèåé b t( ) óñëîâèþ  Ëèïøèöà

| $ , $ ( ( )|f u x t f u x t b t x x( , ) , , )| |- £ -

äëÿ  âñåõ u U x x E t TnÎ Î Î; ; .,

Îòìåòèì, ÷òî íàéòè íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ A-ðàâíîâåñèé

â äèôôåðåíöèàëüíûõ èãðàõ â ôîðìå, àíàëîãè÷íîé èçâåñòíîé äëÿ âàðèàöèîííûõ

çàäà÷, ïðàêòè÷åñêè íåðåàëüíî. Åñëè A-ðàâíîâåñèå íåñêîëüêî âèäîèçìåíèòü, íà-

çâàâ åãî âèäîèçìåíåííûé àíàëîã A c-ðàâíîâåñèåì, òî íàéòè óäîáíûå äëÿ ïðèëî-

æåíèé íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ âîçìîæíî. Äàííîå A c-ðàâíîâåñèå ïîëó÷àåòñÿ èç

(çàäàííîãî îïðåäåëåíèåì 1) A-ðàâíîâåñèÿ äëÿ èãðîâûõ çàäà÷ íà ïåðåñåêàþùèõñÿ

ìíîæåñòâàõ äîáàâëåíèåì â êîíöå ýòîãî îïðåäåëåíèÿ (ïîñëå ïåðå÷èñëåíèÿ òðåáî-

âàíèé (1)–(3)) äîïîëíèòåëüíîãî òðåáîâàíèÿ, ñîäåðæàùåãîñÿ â ñëåäóþùåì

îïðåäåëåíèè, ïîçâîëÿþùåì â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ñâîäèòü äèôôåðåíöèàëüíûå

èãðû  ê  ðåøåíèþ  íåáîëüøîãî  ÷èñëà  ñòàòè÷åñêèõ  èãð  [7–12].

Îïðåäåëåíèå 10. Ñèòóàöèþ q G* Î íàçîâåì ñîãëàñîâàííîé ñ Ai
c-ýêñòðå-

ìàëüíîé, åñëè â ôîðìóëèðîâêå îïðåäåëåíèÿ 1 óäîâëåòâîðÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå

óñëîâèå, ÷òî íàêàçûâàþùàÿ ñòðàòåãèÿ $qk âñåãäà ðåàëèçóåòñÿ â òå æå ìîìåíòû

âðåìåíè (èëè íà òåõ æå ïîäûíòåðâàëàõ), ÷òî è ñòðàòåãèÿ q èãðîêà, óêëîíÿþùåãî-

ñÿ  îò  ðàññìàòðèâàåìîãî  ñîñòîÿíèÿ.

Äëÿ ïîèñêà ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ èãð ñ ïîáî÷íûìè èíòåðåñàìè ó÷àñ-

òíèêîâ ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ íåêîòîðûìè ìîäèôèêàöèÿìè íåîáõîäèìûõ óñëî-

âèé ñóùåñòâîâàíèÿ ðàâíîâåñèé, ïîëó÷åííûõ â [7, 9, 11] , â ÷àñòíîñòè, ïðèâåäåí-

íîé äàëåå ìîäèôèêàöèåé òåîðåìû 4.2.1 èç [11], ïîçâîëÿþùåé ñâåñòè ðåøåíèå èñ-

õîäíîé äèôôåðåíöèàëüíîé èãðû ê ðåøåíèþ íåêîòîðûõ âñïîìîãàòåëüíûõ

(ëîêàëüíûõ) ñòàòè÷åñêèõ èãð, â êîòîðûõ ïëàòåæíûìè ôóíêöèÿìè ÿâëëÿþòñÿ

ãàìèëüòîíèàíû  èñõîäíîé  äèôôåðåíöèàëüíîé  èãðû.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü q * åñòü A c-ðàâíîâåñèå â çàäà÷å ñ N ó÷àñòíèêàìè. Òîãäà íàé-

äåòñÿ N íåíóëåâûõ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ âåêòîð-ôóíêöèé p t p p ti i i( ) = ( , ( )
0 1

, K

K , p t pn
i i( )), 0

0
³ , i N= 1, ,K , óäîâëåòâîðÿþùèõ ïî÷òè âñþäó â T óðàâíåíèÿì

p p
f

x
dq k n i N

k
i i

W t

i

k

= , = 1 , = 1-
¶

¶òò
( )

* , , , ,K K , (13)

ãäå f f f fi i
n= ( , )

0 1, ,K ,  è  êðàåâûì  óñëîâèÿì

p t k K
k
i ( ) = 0,1 ¹ ; (14)
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ïóñòü òàêæå ãàìèëüòîíèàíû H p f dqi i i

W t

=

( )

*
ò íåïðåðûâíû â T ; A c-ðàâíîâåñ-

íàÿ  ñèòóàöèÿ q * óäîâëåòâîðÿåò  îòíîøåíèÿì

H q q H q q G q q G q i Ni i
i

i
i

i i
i( , ) ( ), ( ), ), = 1$ $ ( , ,* *£ Î Î K . (15)

Â îòíîøåíèè âñåõ äðóãèõ áàçîâûõ ðàâíîâåñèé, áîëåå ñèëüíûõ, ÷åì A c-ðàâ-

íîâåñèå, ñïðàâåäëèâû íåêîòîðûå åñòåñòâåííûå àíàëîãè óðàâíåíèé (13)–(15)

[7–12], ïðè÷åì âñå ñòàòè÷åñêèå ïîíÿòèÿ ðàâíîâåñèé ïåðåíîñÿòñÿ íà äèíàìè÷åñ-

êèå  çàäà÷è  áåç  êàêèõ-ëèáî  äîïîëíèòåëüíûõ  îñëîæíåíèé.

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 2, ïðèìåíèì íîâûå ïîíÿòèÿ ðàâíîâåñèÿ â ñëåäóþùåé

äèôôåðåíöèàëüíîé  èãðå.

Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì êîíôëèêòíóþ äèíàìè÷åñêóþ çàäà÷ó ñ äâóìÿ ó÷àñò-

íèêàìè èç [14], ãäå îíà àíàëèçèðîâàëàñü ñ òî÷êè çðåíèÿ èíûõ ïîíÿòèé ðàâíîâå-

ñèÿ. Ðåøåíèå èùåòñÿ â êëàññå ÷èñòûõ ñòðàòåãèé u t ii ( ), ,=1 2. Ïåðâûé èãðîê âû-

áîðîì ñòðàòåãèè u t1 ( ), à âòîðîé èãðîê âûáîðîì ñòðàòåãèè u t2 ( ) ñòðåìÿòñÿ îáåñïå-

÷èòü  ìàêñèìóìû  ñâîèõ  ïëàòåæíûõ  ôóíêöèîíàëîâ

J x dt J x dt1 1 2 2= , =

0

1

0

1

ò ò

ïðè  îãðàíè÷åíèÿõ

& &x u u x u u1 2 1 2 2 1= 2 +2, = +5- - , x x x x1 1
0

2 2
0(0) = , (0) = ,

ãäå u t W u t W1 1 2 2( ) , ( )Î Î .

Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíû ìíîæåñòâà W1 (îòðåçêè EK è KH) è W2 (îòðåçêè KE è EF);

ìíîæåñòâà Wi ìîæíî  ïðåäñòàâèòü  òàêæå  â  âèäå

W u u u1 = {( , ) :1 2 2 0= ïðè 0 1£ £u 1 è u1 1= ïðè 0 2£ £u 1},

W u u u2 1 2 2 0= { , : = ïðè 0 1£ £u 1 è u1 = 0 ïðè 0 2£ £u 1}.

Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâà W1 è W2 ðàç-

ëè÷íû è èìåþò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå

W W W= 1 2Ç , äàííóþ èãðó ìîæíî èíòåð-

ïðåòèðîâàòü êàê èãðó ó÷àñòíèêîâ, èìåþ-

ùèõ îáùèå èíòåðåñû íà ìíîæåñòâå W è

ïîáî÷íûå èíòåðåñû íà ìíîæåñòâàõ

W W W1 1 2\ ( )Ç è W W W2 1 2\ ( )Ç , ïî îòíî-

øåíèþ ê êîòîðûì îíè, õîòÿ è íå âñòóïà-

þò â ïðÿìóþ êîíôðîíòàöèþ, íî ìîãóò

îêàçûâàòü âëèÿíèå íà èõ îïòèìàëüíîå

ïîâåäåíèå, êàê ýòî îïèñàíî â ïðèìåðå 1

ñòàòè÷åñêîé  èãðû.

Äëÿ ïîèñêà ðàâíîâåñèé â ýòîé çàäà÷å

âîñïîëüçóåìñÿ íåîáõîäèìûìè óñëîâèÿìè

(13)–(15), â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðûìè ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ãàìèëüòîíèàíû

H p x p u u p u u ii i
i

i i= + (2 +2) + ( +5), = 1,2,
0 1 2 1 2 2 1- -

ãäå ( , , )p p p
0
1

1
1

2
1 è ( , )p p p

0
2

1
2

2
2, — âåêòîðû ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà, ïðè÷åì
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Ðèñ.  2

f1 1=

f2 4=
K

f1 2=

H

E F

f2 5=

f1 3= f2 6=

u1

u2



p i
0

= 1 ,  à  ìíîæèòåëè p
k
i ,  ãäå i k, ,=1 2,  ÿâëÿþòñÿ  ðåøåíèÿìè  óðàâíåíèé

&p
H

x
p

k
i

i

k
k
i= , (1) = 0-

¶

¶
.

Èíòåãðèðóÿ ýòè óðàâíåíèÿ, ïîëó÷àåì p t ti
i ( ) = 1 ,- p t

k
i ( ) = 0.

Çíàêîïîñòîÿíñòâî (ïîëîæèòåëüíîñòü) ìíîæèòåëåé p ti
i ( ) íà èíòåðâàëå (0,1)

ïîçâîëÿåò (ïðè ëþáîì t Î[ , ]0 1 ) îãðàíè÷èòüñÿ èçó÷åíèåì âñåãî îäíîé âñïîìîãà-

òåëüíîé ëîêàëüíîé êîíôëèêòíîé çàäà÷è, â êîòîðîé â êà÷åñòâå ïëàòåæíûõ ôóíê-

öèé ó÷àñòíèêîâ âûáèðàþòñÿ ãàìèëüòîíèàíû H i , ñîâïàäàþùèå (êàê ôóíêöèè îò

ïåðåìåííûõ ui ) ñ òî÷íîñòüþ äî ïîëîæèòåëüíîãî ìàñøòàáíîãî ìíîæèòåëÿ p ti
i ( )

ñî ñëåäóþùèìè ôóíêöèÿìè, ðàññìàòðèâàåìûìè â êà÷åñòâå ïëàòåæíûõ ôóíêöèé

â  âñïîìîãàòåëüíîé  ëîêàëüíîé  êîíôëèêòíîé  çàäà÷å

f u u f u u1 2 1 2 2 1= 2 +2, = +5- - , (16)

ãäå ôóíêöèÿ f1 îïðåäåëåíà òîëüêî íà ìíîæåñòâå W1, à ôóíêöèÿ f 2 — òîëüêî

íà  ìíîæåñòâå W2 .

Ìíîæåñòâà W1 è W2 , à òàêæå óðîâíè ïëàòåæíûõ ôóíêöèé f1 è f 2 èçîáðàæå-

íû íà ðèñ. 2. Íàéäåì ðàâíîâåñèÿ â ëîêàëüíîé çàäà÷å (16). Ïðåæäå âñåãî ïîëó÷èì

A KH E A EK F A A A1 2 2= ( ] , = ( ] = =1È È Ç Æ, . (17)

Ïîñêîëêó ìíîæåñòâî A ïóñòîå, íàéäåì ðàâíîâåñèÿ èç îïðåäåëåíèé 2–8 c ïî-

ìîùüþ ðèñ. 3, ãäå ïðåäñòàâëåíî ( , )f f1 2 — îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà W W1 2È íà

ïëîñêîñòü ( , )f f1 2 .  Íàéäåì  âíà÷àëå  ìíîæåñòâî P b -ðàâíîâåñèé:

P KH E P EF EK P Eb b b
1 2

= ( ] , = [ ] [ ], =È È . (18)

Ýòî ìíîæåñòâî îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ìíîæåñòâî P b
1

èùåòñÿ

íà ìíîæåñòâå [ ] [ ]KE KHÈ , îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îíî ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì

( ]KH EÈ , âî-ïåðâûõ, ïîòîìó, ÷òî ëþáàÿ òî÷êà îòðåçêà ( ]KH ïî îïðåäåëåíèþ 2

ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó P b
1

âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî íè èç îäíîé åãî òî÷êè ïåðâûé

èãðîê íå èìååò âîçìîæíîñòè ïåðåéòè (ïðè êàæäîé ôèêñèðîâàííîé ñòðàòåãèè

u2 Î(0,1] ) â êàêóþ-ëèáî äðóãóþ òî÷êó ìíîæåñòâà W1 ñ öåëüþ óâåëè÷èòü çíà÷å-

íèå ñâîåé ôóíêöèè âûèãðûøà, è, âî-âòîðûõ, ïîòîìó, ÷òî â òî÷êå E äîñòèãàåòñÿ

ìàêñèìóì ôóíêöèè f1 íà îòðåçêå [ ]EK , à èç ëþáîé äðóãîé òî÷êè ýòîãî îòðåçêà

ïåðâûé èãðîê ìîæåò ïåðåéòè â áîëåå âûãîäíóþ äëÿ íåãî òî÷êó ýòîãî æå îòðåçêà

(â íàïðàâëåíèè âîçðàñòàíèÿ ôóíêöèè f1

îò K ê E). Ïðè ýòîì èñõîäíàÿ òî÷êà íå ÿâ-

ëÿåòñÿ ïàðåòîâñêîé ïî îòíîøåíèþ ê ïî-

ñëåäíåé (÷òî ïîêàçûâàåò îòðåçîê

[ ( ), ( )]f K f E íà ðèñ. 3), åñëè ó÷åñòü, ÷òî

â ëþáîì ñå÷åíèè ¢W u( )1 , ãäå u1 0 1Î[ , ), íå

ñóùåñòâóåò èíûõ òî÷åê ìíîæåñòâà ¢W ,

êðîìå  òî÷åê  îòðåçêà ( ]KE .

Ìíîæåñòâî P b
2

îïðåäåëÿåòñÿ íåñêîëü-

êî èíà÷å. Î÷åâèäíî, îòðåçîê [ )KE ïðèíàä-

ëåæèò ìíîæåñòâó P b
2

, ïîñêîëüêó â ëþáîì

ñå÷åíèè ¢W u( )1 , ãäå u1 Î(0,1] , íå èìååòñÿ
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Ðèñ.  3

f F( )

f H( )

f E( )

f K( )



äðóãèõ òî÷åê èç ìíîæåñòâà W2 , êðîìå òî÷åê îòðåçêà [ )KE . Òî÷êà F îòðåçêà [ ]EF

áåçóñëîâíî ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó P b
2

, òàê êàê â íåé ôóíêöèÿ f 2 äîñòèãàåò

ìàêñèìóìà íà îòðåçêå [ ]EF . Òåïåðü íàéäåì òî÷êè îòðåçêà [ ]EF . Ïðè ëþáîé ïî-

ïûòêå âòîðîãî èãðîêà óâåëè÷èòü ñâîé âûèãðûø â êàêîé-ëèáî òî÷êå u* ýòîãî îò-

ðåçêà çà ñ÷åò ïåðåõîäà èç íåå â ëþáóþ òî÷êó u2 , ðàñïîëîæåííóþ ïðàâåå íåå (ñì.

ðèñ. 2), â ñå÷åíèè ¢W u( ) îêàçûâàåòñÿ ïàðà òî÷åê: u2 è ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé íåêî-

òîðàÿ òî÷êà íà îòðåçêå ( ]KH , ïî îòíîøåíèþ ê êîòîðûì òî÷êà u* ÿâëÿåòñÿ ïàðå-

òîâñêîé. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 2 âåñü îòðåçîê [ ]EF ïðèíàäëåæèò

ìíîæåñòâó P b
2

.

Àíàëîãè÷íî  îïðåäåëÿåòñÿ  ìíîæåñòâî P b :

P KH Eb
1

= ( ] ,È P KE Fb
2

= [ ) È , P b = Æ. (19)

Íàéäåì  òåïåðü  ïåðâîå  óñèëåíèå  ìíîæåñòâ P b è P b :

B E H B E B EPb Pb Pb
1 2

= { , }, = , = ,

B E H B BPb Pb Pb
1 2

= { }, = ,, Æ = Æ. (20)

Êàê âèäèì, ñèëüíåéøèì ðàâíîâåñèåì ÿâëÿåòñÿ ñèòóàöèÿ E B PdÎ . Îäíàêî

â ñóùåñòâåííîé äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé e-àïïðîêñèìàöèè êàæäîå èç òðåõ

ìíîæåñòâ: A
e
, P b è P b , ñîñòîèò èç ïàðû òî÷åê: E

e
è K

e
, ò.å. èç ìàëûõ îêðåñòíîñ-

òåé  òî÷åê E è K.

Ðàññìîòðèì  òåïåðü  èñõîäíóþ  èãðó  â  êëàññå  ñèëüíûõ  óãðîç

A KH E A EK EF A E B E H B B Es s s s s s
1 2 1 2

= ( ] , = [ ] [ ], = , = { , }, = =È È .

Îñòàåòñÿ åùå ðàññìîòðåòü èãðó íà ïåðåñå÷åíèè W ìíîæåñòâ W1 è W2 , ò.å. íà

ìíîæåñòâå, çàäàííîì îòðåçêîì [ ]KE . Äëÿ ýòîé âñïîìîãàòåëüíîé èãðû íàõîäèì

ñëåäóþùèå  ðàâíîâåñèÿ:

A EK A A E B EK B B EW W W W W W
1 2 1 2

= [ ], = = , = [ ], = = .

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Èòàê, ñ èñïîëüçîâàíèåì âñåõ âîçìîæíûõ ïîäõîäîâ ê ïîèñêó ðåøåíèÿ ðàññìàò-

ðèâàåìîé äèôôåðåíöèàëüíîé èãðû ñ ïîáî÷íûìè èíòåðåñàìè ó÷àñòíèêîâ óñòà-

íîâëåíî, ÷òî íàèñèëüíåéøèì ðàâíîâåñèåì ÿâëÿåòñÿ ñèòóàöèÿ E, êîòîðîé ñîîò-

âåòñòâóåò ïàðà ÷èñòûõ ñòðàòåãèé ( ( ), ( )) ( , )u t v t = 0 0 , îïðåäåëÿþùàÿ ðåøåíèå èñ-

õîäíîé  äèôôåðåíöèàëüíîé  èãðû  â  êëàññå  ÷èñòûõ  ñòðàòåãèé.

Â ðàññìîòðåííîé çàäà÷å, íåñìîòðÿ íà øèðîêîå ìíîæåñòâî ïîáî÷íûõ èíòåðå-

ñîâ ó÷àñòíèêîâ, çàíèìàþùèõ 2 3/ ñóììàðíîãî èãðîâîãî ïîëÿ ¢W , âëèÿíèå ïîáî÷-

íûõ èíòåðåñîâ áëèçêî ê íóëþ. Äëÿ ñðàâíåíèÿ îòìåòèì, ÷òî â ïðèìåðå 1 ýòî âëèÿ-

íèå ñóùåñòâåííî è åãî îöåíêà â îáùåì ñëó÷àå ïðîâîäèòñÿ èç ñðàâíåíèÿ ðåøåíèé

âñïîìîãàòåëüíûõ  çàäà÷  ñ  ó÷åòîì  ïðåäëîæåíèÿ  1.

Îïèñàííûå íîâûå ïîíÿòèÿ ðàâíîâåñèé äëÿ èãð íà ïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñ-

òâàõ ïîçâîëèëè, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ìíîæåñòâî íàèñëàáåéøèõ ðàâíîâåñèé A

â ðàññìîòðåííîé äèôôåðåíöèàëüíîé èãðå ïóñòîå, íàéòè ñèëüíåéøåå ðàâíîâåñèå

E, êîòîðîå ïîäòâåðäèëëîñü ìíîæåñòâîì äðóãèõ ïîäõîäîâ ê ïîèñêó ðåøåíèÿ èãðû.
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