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Àííîòàöèÿ. Ïðåäñòàâëåí àëãîðèòì ðåøåíèÿ íåïðåðûâíîé ëèíåéíîé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî
ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà èç Ån íà åãî íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà ïðè îãðàíè÷åíèÿõ
ñ îïðåäåëåíèåì êîîðäèíàò öåíòðîâ ïîäìíîæåñòâ. Îïèñàíà ðàáîòà äàííîãî àëãîðèòìà è åãî
÷àñòíûõ ñëó÷àåâ äëÿ ïîñòðîåíèÿ êëàññè÷åñêîé äèàãðàììû Âîðîíîãî è åå ðàçëè÷íûõ ìîäè-
ôèêàöèé êàê äëÿ ôèêñèðîâàííîãî íàáîðà òî÷åê-ãåíåðàòîðîâ, òàê è ñ îïðåäåëåíèåì èõ îïòè-
ìàëüíîãî ðàñïîëîæåíèÿ  â  çàäàííîì  ìíîæåñòâå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèàãðàììà Âîðîíîãî, íåïðåðûâíûå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ðàçáèåíèÿ
ìíîæåñòâ  èç Ån , r-àëãîðèòì  Øîðà.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Îïðåäåëåíèå äèàãðàììû Âîðîíîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê äàíî â ðàáîòå [1],
â êîòîðîé ïðèâåäåíû ìàòåìàòè÷åñêèå îïèñàíèÿ è ïðàêòè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ
ðàçëè÷íûõ îáîáùåíèé äàííîé äèàãðàììû — àääèòèâíî âçâåøåííûõ, ìóëüòè-
ïëèêàòèâíî âçâåøåííûõ, äèàãðàììû Ïàóýðà, äèàãðàìì ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà
ìîùíîñòè òî÷åê-ãåíåðàòîðîâ, à òàêæå ââåäåíî ïîíÿòèå äèàãðàììû Âîðîíîãî êî-
íå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê-ãåíåðàòîðîâ, îïòèìàëüíî ðàçìåùåííûõ â çàäàííîì îãðàíè-
÷åííîì ìíîæåñòâå. Òàì æå îïèñàí åäèíûé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ äèàãðàììû
Âîðîíîãî è ðàçëè÷íûõ åå îáîáùåíèé, îñíîâàííûé íà ôîðìóëèðîâàíèè íåïðå-
ðûâíûõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâ èç n-ìåðíîãî åâêëèäîâà ïðî-
ñòðàíñòâà íà ïîäìíîæåñòâà ñ êðèòåðèåì êà÷åñòâà, îáåñïå÷èâàþùèì ñîîòâåò-
ñòâóþùèé âèä äèàãðàììû Âîðîíîãî, è íà ïðèìåíåíèè ðàçðàáîòàííîãî â [2, 3]
ìàòåìàòè÷åñêîãî è àëãîðèòìè÷åñêîãî àïïàðàòîâ ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷. Ïîêàçà-
íî, ÷òî èñõîäíûå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâ, êîòîðûå ìàòåìà-
òè÷åñêè ñôîðìóëèðîâàíû êàê áåñêîíå÷íîìåðíûå çàäà÷è îïòèìèçàöèè, ñâîäÿò-
ñÿ ê âñïîìîãàòåëüíûì êîíå÷íîìåðíûì íåãëàäêèì çàäà÷àì ìàêñèìèçàöèè ëèáî
íåãëàäêèì  çàäà÷àì  ìàêñèìèíà.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå îïèñàí àëãîðèòì ðåøåíèÿ íåïðåðûâíîé ëèíåéíîé çàäà-
÷è îïòèìàëüíîãî ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà W èç Ån íà åãî íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîä-
ìíîæåñòâà W W1, ... , N ïðè îãðàíè÷åíèÿõ â ôîðìå ðàâåíñòâ è íåðàâåíñòâ ñ îïðå-
äåëåíèåì êîîðäèíàò öåíòðîâ t t1, ... , N ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîäìíîæåñòâ, îñíîâàí-
íûé íà [1]. Ðàññìîòðèì ðàáîòó ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà è åãî ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ
äëÿ ïîñòðîåíèÿ êëàññè÷åñêîé äèàãðàììû Âîðîíîãî è åå ðàçëè÷íûõ îáîáùåíèé
êàê äëÿ ôèêñèðîâàííîãî íàáîðà òî÷åê-ãåíåðàòîðîâ, òàê è ñ îòûñêàíèåì èõ îïòè-
ìàëüíîãî  ðàñïîëîæåíèÿ  â  çàäàííîì  ìíîæåñòâå.
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Íàïîìíèì ìàòåìàòè÷åñêóþ ôîðìóëèðîâêó íåïðåðûâíîé ëèíåéíîé çàäà÷è
îïòèìàëüíîãî ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâ (ÎÐÌ) n-ìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà
En íà ïîäìíîæåñòâà W W1, ... , N ñ îãðàíè÷åíèÿìè â ôîðìå ðàâåíñòâ è íåðà-
âåíñòâ  ñ  îòûñêàíèåì  êîîðäèíàò  öåíòðîâ t t1, ,¼ N ýòèõ  ïîäìíîæåñòâ.

Ïóñòü W — îãðàíè÷åííîå, èçìåðèìîå ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâî â n-ìåðíîì åâ-

êëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå En , SW
N — êëàññ âñåõ âîçìîæíûõ ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà
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Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 2 èç [1] îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è À â òåðìè-
íàõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé ïîäìíîæåñòâ, ñîñòàâëÿþùèõ ðàçáèåíèå ìíî-
æåñòâà W,  èìååò  ñëåäóþùèé  âèä  äëÿ i N=1, ... , è  ïî÷òè  âñåõ x ÎW :

l

t y t y

*

*
*

*
*

( )

, ( , ) ( , ) ,

,i

i i i j j j

x

c x a c x a

i j=

+ + £ + +

¹

1 åñëè

ï.â. äëÿ òîãäàx j N x iÎ = Î

ì

í
ï

î
ï

W W, , ... , , ,*1

0

â  êà÷åñòâå t t* *, ... ,1 N , y y1
* *, ... , N âûáèðàåòñÿ  îïòèìàëüíîå  ðåøåíèå  çàäà÷è

G G
N

( ) min ( , )y t y
t

= =
ÎW

1

= + + -
Î = =

òmin min [ ( , ) ] ( )
, ,t

t y r y
W W

N i N
i i i i i

i

N

c x a x dx b
1

1
K

å
ì
í
ï

îï

ü
ý
ï

þï
® max (1)

ïðè  óñëîâèÿõ
y i i p N³ = +0 1, , ... , , (2)

ãäå
G c x a x dx b

i N
i i i i i

i

N

1
1 1

( , ) min [ ( , ) ] ( )
, ,

t y t y r y= + + -
= =

ò
K

W

å . (3)

4 ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2015, òîì 51, ¹ 4

â  îñòàëüíûõ  ñëó÷àÿõ,



Äëÿ ðåøåíèÿ ïîëó÷åííîé êîíå÷íîìåðíîé çàäà÷è îïòèìèçàöèè (1), (2) ñ íå-
äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèåé (3) ïðèìåíèì àëãîðèòì ïñåâäîãðàäèåíòîâ ñ ðàñòÿ-
æåíèåì ïðîñòðàíñòâà â íàïðàâëåíèè ðàçíîñòè äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ãðàäèåí-
òîâ,  áëèçêèé  ê r-àëãîðèòìó  Øîðà  [4–7].

Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è À. Ïðèâåäåì àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è À, îñíî-
âàííûé íà òåîðåìå 2 èç [1]. Äëÿ ýòîãî îò çàäà÷è óñëîâíîé îïòèìèçàöèè ôóíêöèè
G( )y ïåðåéäåì ê çàäà÷å áåçóñëîâíîé ìàêñèìèçàöèè ïî y ñ ïîìîùüþ ââåäåíèÿ
â öåëåâóþ ôóíêöèþ íåãëàäêîé øòðàôíîé ôóíêöèè ìíîæåñòâà {y i ³ 0 ,
i p N= +1, ... , } .  Íàéòè
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Â ôîðìóëàõ (4), (5) l i x( ), i N=1, ,K , îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

l

t y t y

i

i i i j j j

x

c x a c x a

i j x( )

( , ) ( , ) ,

,=

+ + £ + +

¹

1 ïðè

ï.â. äëÿ Î =

ì

í
ï

î
ï

W, , , ,j N1

0

K (6)

Îïèøåì àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è À, ñîñòàâíîé ÷àñòüþ êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ
ìîäèôèêàöèÿ r-àëãîðèòìà Øîðà [4], òàê íàçûâàåìûé r( )a -àëãîðèòì ñ ïîñòîÿí-
íûì êîýôôèöèåíòîì ðàñòÿæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà a è àäàïòèâíûì ñïîñîáîì ðåãó-
ëèðîâêè  øàãîâîãî  ìíîæèòåëÿ  [6,  7].

Øàã 0. Îáëàñòü W çàêëþ÷àåì â ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä Ï, ñòîðîíû êîòîðî-
ãî ïàðàëëåëüíû îñÿì äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, ïîëàãàåì r( )x = 0 ïðè x ÎP W\ .
Ïàðàëëåëåïèïåä P ïîêðûâàåì ïðÿìîóãîëüíîé ñåòêîé, çàäàåì íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå

( , ) ( , )( ) ( )t y t y= 0 0 è ïàðàìåòðû a e, , , ,q q nh1 2 ìîäèôèêàöèè r( )a -àëãîðèòìà.

Øàã 1. Âû÷èñëÿåì çíà÷åíèÿ l( ) ( )0 x â óçëàõ ñåòêè ïî ôîðìóëå (6) ïðè t t= ( ) ,0

y y= ( )0 , à òàêæå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè G1
0 0( , )( ) ( )t y è âåêòîðà gP ( , )( ) ( )t y0 0

â  óçëàõ  ñåòêè  ïî  ôîðìóëàì  (3)–(5)  ïðè t t y y= =( ) ( ),0 0 , l l( ) ( )( )x x= 0 .
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Âûáèðàåì íà÷àëüíûé ïðîáíûé øàã h0 0> , ïîëàãàåì B I nN0
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Øàã 2. Ïóñòü â ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèé ïîñëå k, k =1 2, ,K , øàãîâ àëãîðèòìà
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k
y .

Îïèøåì ( )k +1 -é  øàã,  ñîñòîÿùèé  èç  ñëåäóþùèõ  ýòàïîâ.
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k P
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h B
B g

B g

+
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+

+

= -1
1

1

1

T

T k k) ( ), ) | |y
.

Çäåñü B B
k k+ +1 1
t y, — îïåðàòîðû îòîáðàæåíèÿ ïðåîáðàçîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà

â îñíîâíîå ïðîñòðàíñòâî ñ êîýôôèöèåíòîì ðàñòÿæåíèÿ a, êîòîðûå ïåðåñ÷èòû-
âàþòñÿ  ñëåäóþùèì  îáðàçîì:

B B I
k
w

k
w

k
w

k
w

+ = + -æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

1

1
1

a
q q( )T ,

ãäå w — ïåðåìåííàÿ t èëè y, I — åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàçìå-

ðà, q
k
w — íîðìèðîâàííûé âåêòîð ðàçíîñòè äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïñåâäîãðàäè-

åíòîâ â ïðåîáðàçîâàííîì ïðîñòðàíñòâå, ò.å.

q
t y t y

k
w k

w
P
w k k

P
w k kB g g

=
-+

- -( ) ( ( , ) ( , ))

| | (

( ) ( ) ( ) ( )
1

1 1T

B g g
k
w

P
w k k

P
w k k

+
- --

1
1 1) ( ( , ) ( , )) | |( ) ( ) ( ) ( )T t y t y

ïðè óñëîâèè, ÷òî | | ( ) ( ( , ) ( , ) | |( ) ( ) ( ) ( )B g g
k
w

P
w k k

P
w k k

+
- -- ³

1
1 1

0
T t y t y e è q

k
w = 0

â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ, e0 — òî÷íîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ ìàøèííîãî íîëÿ â ÝÂÌ.
Äëèíà øàãîâîãî ìíîæèòåëÿ hk ðåãóëèðóåòñÿ àäàïòèâíûì ñïîñîáîì ñ ïàðàìåò-
ðàìè h q q nh0 1 2, , , , ñîãëàñíî êîòîðîìó øàãîâûé ìíîæèòåëü âûáèðàåòñÿ èç

óñëîâèÿ ìèíèìóìà ðàçíîñòè [ ( , ) ( , )]( ) ( ) ( ) ( )G Gk k k k
1

1
1

1t y t y- -- ïî íàïðàâëåíèþ

îáîáùåííîãî àíòèïñåâäîãðàäèåíòà -gP ( , )t y â ïðåîáðàçîâàííîì ïðîñòðàíñòâå.
4. Åñëè  óñëîâèå

| | ( , ) ( , ) | | ,( ) ( ) ( ) ( )t y t y e ek k k k+ + - £ >1 1 0 , (7)

íå âûïîëíÿåòñÿ, ïåðåõîäèì ê (k +2 )-ìó øàãó àëãîðèòìà ñ íîâûìè çíà÷åíèÿìè

âåëè÷èí t y( ) ( ),k k+ +1 1 , l( ) ( )k x â óçëàõ ñåòêè è ìàòðèö B
k+1
t , B

k+1
y , èíà÷å ïåðå-

õîäèì  ê  ï.  5.

5. Ïîëàãàåì t t y y*
( ) * ( ),= =l l , l l*

( )( ) ( )x xl= , ãäå l — íîìåð èòåðàöèè, íà

êîòîðîé  âûïîëíèëîñü  óñëîâèå  (7).
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6. Âû÷èñëÿåì îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå äâîéñòâåííîãî ôóíêöèîíàëà ïî ôîðìó-

ëå  (3)  ïðè t t y y= =*
*, è  äëÿ  êîíòðîëÿ  ïðàâèëüíîñòè  ñ÷åòà  ïî  ôîðìóëå

I c x a x x dxi i i

i

N

( ( ), ) [ ( , ) ] ( ) ( )* * * *l t t r l× = +
=
åò

1W

.

Îòìåòèì, ÷òî âû÷èñëèòåëüíàÿ ýôôåêòèâíîñòü îïèñàííîãî àëãîðèòìà, â ïåðâóþ
î÷åðåäü, çàâèñèò îò êîýôôèöèåíòà ðàñòÿæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà a è ïàðàìåòðîâ àäàï-
òèâíîé ðåãóëèðîâêè øàãà q q nh1 2, , èç r( )a -àëãîðèòìà. Ñîãëàñíî [5] ïàðàìåòðû íå-
îáõîäèìî âûáèðàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ñ ïîìîùüþ àäàïòèâíîãî ñïîñîáà ðåãóëè-
ðîâêè øàãîâîãî ìíîæèòåëÿ óâåëè÷èòü òî÷íîñòü ïîèñêà ìèíèìóìà ôóíêöèè ïî íà-
ïðàâëåíèþ îáîáùåííîãî àíòèïñåâäîãðàäèåíòà â ïðîöåññå ñ÷åòà è ïðè ýòîì íå
âûïîëíÿòü áîëüøîãî êîëè÷åñòâà øàãîâ. Äëÿ íåãëàäêèõ ôóíêöèé ýòîãî ìîæíî äî-
áèòüñÿ ñëåäóþùèì âûáîðîì ïàðàìåòðîâ: a = ¸2 3, h0 1= , q1 1= , q2 11 1 2= ¸. . ,
nh = ¸2 3, ãäå q1 — êîýôôèöèåíò óìåíüøåíèÿ øàãà, åñëè óñëîâèå ñïóñêà ïî íàïðàâ-
ëåíèþ îáîáùåííîãî àíòèïñåâäîãðàäèåíòà âûïîëíÿåòñÿ çà îäèí øàã, q2 — êîýôôè-
öèåíò óâåëè÷åíèÿ øàãà, ïðè ýòîì íàòóðàëüíîå ÷èñëî nh (nh >1) çàäàåò êîëè÷åñòâî
øàãîâ îäíîìåðíîãî ñïóñêà, ïîñëå êîòîðûõ øàã áóäåò óâåëè÷èâàòüñÿ â q2 ðàç.

Îòìåòèì, ÷òî â [1] ðàññìîòðåíû ñëåäóþùèå ÷àñòíûå ïîñòàíîâêè çàäà÷è À:

À1 — íåïðåðûâíàÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà W èç En íà åãî íå-

ïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà W W1, ... , N áåç îãðàíè÷åíèé ñ çàäàííûìè êîîð-

äèíàòàìè öåíòðîâ t t1, ... , N ïîäìíîæåñòâ W W1, ... , N ñîîòâåòñòâåííî; À2 — íå-

ïðåðûâíàÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà W èç En íà åãî íåïåðåñå-
êàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà W W1, ... , N áåç îãðàíè÷åíèé ñ ðàçìåùåíèåì öåíòðîâ

t t1, ... , N ýòèõ ïîäìíîæåñòâ W W1, ... , N ; À3 — íåïðåðûâíàÿ çàäà÷à

îïòèìàëüíîãî ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà W èç En íà åãî íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíî-
æåñòâà W W1, ... , N ïðè îãðàíè÷åíèÿõ â ôîðìå ðàâåíñòâ è íåðàâåíñòâ ñ çàäàííû-
ìè êîîðäèíàòàìè öåíòðîâ t t1, ... , N ïîäìíîæåñòâ W W1, ... , N ñîîòâåòñòâåííî.

Ïîñêîëüêó íåïðåðûâíûå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâ À1, À2,

À3 ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè çàäà÷è À, íåòðóäíî àäàïòèðîâàòü àëãîðèòì ðå-

øåíèÿ çàäà÷è À äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ À1, À2, À3, îñíîâûâàÿñü íà ñîîòâåòñòâóþùèõ
àíàëîãàõ  òåîðåìû  1  èç  [1].

ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ  ÄÈÀÃÐÀÌÌÛ  ÂÎÐÎÍÎÃÎ  È  ÅÅ  ÐÀÇËÈ×ÍÛÕ  ÎÁÎÁÙÅÍÈÉ
Ñ  ÏÎÌÎÙÜÞ  ÀËÃÎÐÈÒÌÎÂ  ÐÅØÅÍÈß  ÍÅÏÐÅÐÛÂÍÛÕ
ÇÀÄÀ×  ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÃÎ  ÐÀÇÁÈÅÍÈß  ÌÍÎÆÅÑÒÂ

Ïîêàæåì, ÷òî íåïðåðûâíóþ çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâ ìîæíî
ñôîðìóëèðîâàòü ñ òàêèì êðèòåðèåì îïòèìàëüíîñòè ðàçáèåíèÿ è äîïîëíèòåëü-
íûìè óñëîâèÿìè, êîòîðûå îáåñïå÷èâàëè áû ïîëó÷åíèå â êà÷åñòâå åå ðåøåíèÿ
ñîîòâåòñòâóþùåãî  âèäà  äèàãðàììû  Âîðîíîãî.

Îïèøåì ðàáîòó àëãîðèòìà ðåøåíèÿ íåïðåðûâíîé ëèíåéíîé çàäà÷è îïòè-

ìàëüíîãî ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâ (çàäà÷è À) è åå ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ äëÿ ïîñòðîåíèÿ
ñòàíäàðòíîé (êëàññè÷åñêîé) äèàãðàììû Âîðîíîãî è åå ðàçëè÷íûõ îáîáùåíèé

äëÿ ìíîæåñòâà W = Î £ £ ={ }( , ) : , ,x x R x ii1 2 2 0 10 1 2 . Îòìåòèì, ÷òî â ðåçóëüòàòå

òàêîãî ïîäõîäà ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ñòðîèòü íå òîëüêî óæå èçâåñòíûå äèàã-
ðàììû Âîðîíîãî, íî è êîíñòðóèðîâàòü íîâûå. Òàê, íàïðèìåð, ðåøåíèåì íåïðå-

ðûâíîé çàäà÷è À2 îïòèìàëüíîãî ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâ W íà åãî íåïåðåñåêàþùèå-
ñÿ ïîäìíîæåñòâà ñ ðàçìåùåíèåì öåíòðîâ ýòèõ ïîäìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ íîâàÿ äèàã-
ðàììà Âîðîíîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê-ãåíåðàòîðîâ [1], îïòèìàëüíî
ðàçìåùåííûõ  â  îãðàíè÷åííîì  ìíîæåñòâå.

Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíû ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ çàäà÷è À1 ñòàí-
äàðòíûå (êëàññè÷åñêèå) äèàãðàììû Âîðîíîãî ìíîæåñòâà W ñåìè çàäàííûõ òî-
÷åê-ãåíåðàòîðîâ ïðè òàêèõ èñõîäíûõ äàííûõ: N = 7, a a N1 0= = =K , ôóíêöèÿ
ïëîòíîñòè r( )x =1 ïðè âñåõ x ÎW , ôóíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ c x r xi i( , ) ( , )t t= îïðåäå-
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ëÿåòñÿ  ïî  îäíîé  èç  ôîðìóë

r x x xi i
j

i
j

j

n

( , ) | | | | ( )t t t= - = -
=
å2

2

1

—  åâêëèäîâà  ìåòðèêà,

r x x xi i
j

i
j

j

n

( , ) | | | | | |t t t= - = -
=
å1

1

—  ìàíõýòòåíñêàÿ  ìåòðèêà,

r x x xi i
j n

j
i
j( , ) | | | | max | |

, ,
t t t= - = -

=
0

1 K
{ } —  ìåòðèêà  ×åáûøåâà.

Íà ðèñ. 2, à, á, â ñîîòâåòñòâåííî ïðåäñòàâëåíû àääèòèâíî âçâåøåííûå äèàã-
ðàììû Âîðîíîãî òåõ æå ñåìè òî÷åê-ãåíåðàòîðîâ ñ ïîëîæèòåëüíûìè âåñàìè
w = ( ; . ; . ; . ; . ; ; )1 0 3 0 6 0 2 0 9 2 3 , ñ îòðèöàòåëüíûìè âåñàìè w = - - - -( ; . ; . ; . ;1 0 3 0 6 0 2
- - -0 9 2 3. ; ; ) è â ñëó÷àå, êîãäà âñå âåñà ïðèíèìàþò ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ
w = - - -( ; . ; . ; . ; . ; . ; )1 0 3 06 0 2 0 9 13 0 . Ýòè äèàãðàììû ïîëó÷åíû â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ

çàäà÷è À1 ïðè âûáîðå â êà÷åñòâå ôóíêöèè ðàññòîÿíèÿ åâêëèäîâîé ìåòðèêè, ïàðà-

ìåòðîâ a w ii i= - =, ,1 7, r( )x =1 ïðè  âñåõ x ÎW .

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è À1 ñ ôóíêöèåé c x r x wi i i( , ) ( , ) /t t= , ãäå r x i( , )t — åâ-

êëèäîâà ìåòðèêà, w = ( ; . ; . ; . ; . ; . ; . )1 0 3 0 6 0 2 0 9 0 4 0 8 , a a1 7 0= = =K , r( )x =1 ïðè

âñåõ x ÎW , à êîîðäèíàòû òî÷åê-ãåíåðàòîðîâ t i i, ,=1 7, òàêèå æå, êàê è â ïðåäûäó-

ùèõ ñëó÷àÿõ, ïîëó÷åíà ìóëüòèïëèêàòèâíî âçâåøåííàÿ äèàãðàììà Âîðîíîãî,
ïðåäñòàâëåííàÿ íà ðèñ. 3. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ãðàíèöû ìåæäó ðàçëè÷íûìè
ÿ÷åéêàìè â àääèòèâíî âçâåøåííîé äèàãðàììå ÿâëÿþòñÿ ñåãìåíòàìè âåòâåé ãè-
ïåðáîë,  à  â  ìóëüòèïëèêàòèâíî  âçâåøåííîé  —  ñåãìåíòàìè  îêðóæíîñòåé.

Ïðè çàäàíèè íåíóëåâûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ a ii , ,=1 7, à èìåííî

a = - - - - -( . ; . ; ; ; . ; . ; )0 3 0 7 1 2 0 6 0 9 1 , ðåøåíèå çàäà÷è À1 ïðèâîäèò ê àääèòèâíî è ìóëü-

òèïëèêàòèâíî âçâåøåííîé äèàãðàììå Âîðîíîãî (ðèñ. 4) ñ âåñàìè w a ii i= - =, ,1 7.
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Ðèñ. 1. Äèàãðàììà Âîðîíîãî ñåìè òî÷åê â ñëó÷àå åâêëèäîâîé ìåòðèêè (à); ìàíõýòòåíñêîé ìåò-
ðèêè  (á);  ìåòðèêè  ×åáûøåâà  (â)

à á â

1

2

3 4

56

7
7

1

2

3
4

56 6
5

43

2

1 7

Ðèñ. 2. Àääèòèâíî âçâåøåííàÿ äèàãðàììà Âîðîíîãî ñåìè òî÷åê-ãåíåðàòîðîâ ñ âåñàìè: ïîëîæè-
òåëüíûìè  (à);  îòðèöàòåëüíûìè  (á);  ïðèíèìàþùèìè  çíà÷åíèÿ  ðàçëè÷íûõ  çíàêîâ  (â)

à á â

1

2

3 4

5

6

7 7
1

2

3 4

5
6

6

5

43

2

1
7



Åñëè â êà÷åñòâå ôóíêöèè c x i( , )t ðàññìàòðèâàòü êâàäðàò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó

äâóìÿ òî÷êàìè, ò.å. c x r x x xi i i i i i( , ) ( , ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )t t t t= = - + -2 1 1 2 2 2 2 , à çíà÷åíèÿ

ïàðàìåòðîâ a ii , ,=1 7, çàäàòü a = - - -( ; . ; . ; . ; . ; . ; )1 0 3 0 6 0 2 0 9 1 3 0 , òî â ðåçóëüòàòå

ðåøåíèÿ çàäà÷è À1 ìîæíî ïîëó÷èòü äèàãðàììó Ïàóýðà (äèàãðàììà Ëàãåððà)

(ðèñ.  5)  ñ  âåñàìè w a ii i= =, ,1 7.

Íà ðèñ. 6 ïðåäñòàâëåíà äèàãðàììà Âîðîíîãî äàëüíåé òî÷êè, ïîëó÷åííàÿ

â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ çàäà÷è À1 ïðè c x r xi i( , ) ( , )t t= - , ãäå r x i( , )t — åâêëèäîâà

ìåòðèêà, a a1 7 0= = =K , r( )x =1 ïðè  âñåõ x ÎW.
Äèàãðàììà Âîðîíîãî ñåìè òî÷åê-ãåíåðàòîðîâ ñ îãðàíè÷åííûìè ìîùíîñòÿìè

òðåòüåé è øåñòîé ÿ÷ååê ïðèâåäåíà íà ðèñ. 7. Îíà ïîëó÷åíà â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ

çàäà÷è À3 ñî ñëåäóþùèìè èñõîäíûìè äàííûìè: N p= =7 7, , c x r xi i( , ) ( , )t t= =

= - + -( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )x xi i i i
1 1 2 2 2 2t t , a a1 7 0= = =K , r( )x =1 ïðè âñåõ x ÎW ,

b = ( , , ,200 200 5 200, 200, 2 200, ).

Ðåøåíèåì çàäà÷è À2 ïðè N = 7, c x i( , )t =

= = - + -r x x xi i i i i( , ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )t t t1 1 2 2 2 2, a a1 7 0= = =K ,

r( )x =1 " Îx W ÿâëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ äèàãðàììà

Âîðîíîãî ñ îïòèìàëüíûì ðàçìåùåíèåì ñåìè òî÷åê

(ðèñ. 8) ñ îïòèìàëüíûìè êîîðäèíàòàìè öåíòðîâ:

t1 1 8 2 08= ( . , . ), t2 2 56 4 24= ( . , . ), t3 5 24 5 92= ( . , . ),

t4 7 24 4 8= ( . , . ) , t5 6 04 1 84= ( . , . ) , t6 1 48 7= ( . , ) ,

t7 4 64 8 84= ( . , . ). Çàìåòèì, ÷òî òàêîå ðàñïîëîæåíèå

òî÷åê-ãåíåðàòîðîâ ïîëó÷àåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî íóìå-

ðàöèè èç ëþáîãî íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ êîîðäèíàò

ýòèõ  òî÷åê.
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Ðèñ. 3. Ìóëüòèïëèêàòèâíî âçâå-
øåííàÿ äèàãðàììà Âîðîíîãî

1

2

3 4

56

7

Ðèñ. 4. Àääèòèâíî è ìóëüòèïëè-
êàòèâíî âçâåøåííàÿ äèàãðàììà
Âîðîíîãî

1

2

3

4

5

6

7

Ðèñ. 5. Äèàãðàììà Ïàóýðà

5

7

6

43

2

1

Ðèñ. 6. Äèàãðàììà Âîðîíîãî
äàëüíåé  òî÷êè

1

2

3 4

5
6

7

Ðèñ. 7. Äèàãðàììà Âîðîíîãî ñ îã-
ðàíè÷åííûìè ìîùíîñòÿìè òðåòü-
åé è øåñòîé ÿ÷ååê

1

2

3
4

56

7

Ðèñ. 8. Äèàãðàììà Âîðîíîãî
ñ îïòèìàëüíûì ðàçìåùåíèåì
ñåìè òî÷åê-ãåíåðàòîðîâ

4

7

3

51

2

6

Ðèñ. 9. Àääèòèâíî âçâåøåííàÿ
äèàãðàììà Âîðîíîãî ñ îïòè-
ìàëüíûì ðàçìåùåíèåì òî÷åê-
ãåíåðàòîðîâ

1 5

4

7

3

6

2



Íà ðèñ. 9 èçîáðàæåíà ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ çàäà÷è À2 àääèòèâíî

âçâåøåííàÿ äèàãðàììà Âîðîíîãî ñ îïòèìàëüíûì ðàçìåùåíèåì òî÷åê-ãåíåðàòîðîâ

â çàäàííîé îáëàñòè ïðè ñëåäóþùèõ èñõîäíûõ äàííûõ: w = ( ; ; ; ; ; ; )1 2 1 2 1 2 1 ,

ñ x x xi i i i i( , ) ( – ) ( – )( ) ( ) ( ) ( )t t t= +1 1 2 2 2 2 , a = - - - - - - -( ; ; ; ; ; ; )1 2 1 2 1 2 1 è îïòè-

ìàëüíûõ êîîðäèíàòàõ öåíòðîâ t1 2 48 1 56= ( . , . ), t2 1 46 4 98= ( . , . ), t3 4 98 4 98= ( . , . ),

t4 8 50 4 98= ( . , . ), t5 7 47 1 55= ( . , . ), t6 2 48 8 40= ( . , . ), t7 7 47 8 40= ( . , . ).
Âàðèàíòû äèàãðàììû Âîðîíîãî, ïîëó÷åííûå ïðè ðåøåíèè çàäà÷è À1 [1] ïðè

ñîîòâåòñòâóþùèõ ñïîñîáàõ çàäàíèÿ ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè êðèòåðèÿ êà÷åñòâà

ðàçáèåíèÿ, â êîòîðûõ ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè îïðåäåëÿåòñÿ ìàíõýòòåíñêîé

ìåòðèêîé, ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 10, à, á, â, ã ñîîòâåòñòâåííî ïðè ñëåäóþùèõ âåêòî-

ðàõ âåñîâûõ êîýôôèöèåíòîâ: w = Q, a = Q; w = Q, a = - - - - - - -( ; ; ; ; ; ; )2 1 3 1 4 1 2 ;

w = ( ; ; ; ; ; ; )2 1 3 1 4 1 2 , a = Q; w = ( ; ; ; ; ; ; )2 1 3 1 4 1 2 , a = ( ; ; ; ; ; ; )1 3 2 2 1 1 2 .
Âñå ïðèâåäåííûå ðàíåå âçâåøåííûå äèàãðàììû Âîðîíîãî ðàññìàòðèâàëèñü äëÿ

ñëó÷àÿ, êîãäà âåñ èìåëè ëèøü òî÷êè-ãåíåðàòîðû. Îïèñàííûé â ñòàòüå ïîäõîä ê ïî-
ñòðîåíèþ äèàãðàììû Âîðîíîãî, îñíîâàííûé íà ïðèìåíåíèè ìåòîäîâ ÎÐÌ, ïîçâîëÿåò
ëåãêî ñòðîèòü äèàãðàììó Âîðîíîãî äëÿ ìíîæåñòâà W , êàæäàÿ òî÷êà êîòîðîãî èìååò
ñîáñòâåííûé âåñ. Ïîñëåäíèé â çàäà÷àõ ÎÐÌ îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèåé ïëîòíîñòè r( )x .

Òàê, íàïðèìåð, ïðåäñòàâëåííûå íà ðèñ. 11 äèàãðàììû Âîðîíîãî òðèäöàòè òî÷åê-

ãåíåðàòîðîâ, îïòèìàëüíî ðàçìåùåííûõ âî âçâåøåííîé îáëàñòè W (a i = 0 , i N=1, ),

ïîëó÷åíû ïðè ðåøåíèè çàäà÷è À1, â êîòîðîé ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè çàäàâàëàñü ñîîòâåò-

ñòâåííî (ñì. ðèñ. 11, à, á) â âèäå r( ) ( ( ) ( ) )( ) ( )x x x= - - - -300 3 4 81 2 2 2exp è

r( )
, . ( . ) . ( ) ,( ) ( )

x
x x= - - - <ì10 0 25 6 7 0 44 8 11 2 2 2åñëè

0.1
í
î
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â  ïðîòèâíîì  ñëó÷àå.

Ðèñ. 10. Äèàãðàììû Âîðîíîãî ñåìè òî÷åê ïðè ìàíõýòòåíñêîé ìåòðèêå: ñòàíäàðòíàÿ (à);
àääèòèâíî âçâåøåííàÿ (á); ìóëüòèïëèêàòèâíî âçâåøåííàÿ (â); àääèòèâíî è ìóëüòèïëèêàòèâíî
âçâåøåííàÿ (ã)

à á

â ã

5
4

3

6

2

1

7

4

3

2

6

1

7

5

5

5

4

4

3

3

6

6

2

2

1

7

7

1



Íà ðèñ. 12 ïðåäñòàâëåíà äèàãðàììà Âîðîíî-

ãî äåñÿòè òî÷åê ñ îãðàíè÷åííûìè ìîùíîñòÿìè

ÿ÷ååê Âîðîíîãî, ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå ðåøå-

íèÿ çàäà÷è À3 ïðè a ii = =0 1 10, , , bi =100,

i i= ¹1 10 3 6, , , ; b b3 65 2= =, , p =10.

Èññëåäóÿ äèàãðàììû, ïðåäñòàâëåííûå íà

ðèñ. 13 è 14, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî

ñëîæíîñòü àëãîðèòìîâ ïîñòðîåíèÿ äèàãðàìì Âî-

ðîíîãî íà îñíîâå îïèñàííîãî â ñòàòüå ïîäõîäà

ñóùåñòâåííî íå ìåíÿåòñÿ ïðè óâåëè÷åíèè êîëè-

÷åñòâà  òî÷åê-ãåíåðàòîðîâ.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ñîîòâåòñòâóþùåé ôîð-

ìóëèðîâêå íåïðåðûâíîé ëèíåéíîé çàäà÷è îïòè-

ìàëüíîãî ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà åå ðåøåíèå ïðè-
âîäèò ê îïðåäåëåííîìó âàðèàíòó äèàãðàììû Âîðîíîãî çàäàííîãî ÷èñëà òî÷åê.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî àëãîðèòìû ðåøåíèÿ íåïðåðûâíûõ ëèíåéíûõ çàäà÷ ÎÐÌ èìå-

þò ðÿä ïðåèìóùåñòâ: íå çàâèñÿò îò ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà En (âû÷èñëÿþòñÿ

ëèøü ìíîãîìåðíûå èíòåãðàëû) è îò ãåîìåòðèè ðàçáèâàåìûõ ìíîæåñòâ, à òàêæå

âñëåäñòâèå âûñîêîãî áûñòðîäåéñòâèÿ r-àëãîðèòìà Øîðà ïðèìåíèìû äëÿ çàäà÷

áîëüøèõ  ðàçìåðíîñòåé ( , ,N =100 200 300 è  ò.ä.).
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Ðèñ. 11. Äèàãðàììû Âîðîíîãî ñ îïòèìàëüíûì ðàçìåùåíèåì òðèäöàòè òî÷åê-ãåíåðàòîðîâ äëÿ
ðàçëè÷íûõ  ôóíêöèé r( )x

áà

Ðèñ. 13. Äèàãðàììû Âîðîíîãî, ãåíåðèðóåìûå N òî÷êàìè è ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ íå-
ïðåðûâíîé ëèíåéíîé çàäà÷è ÎÐÌ áåç îãðàíè÷åíèé ñ çàäàííûì ðàñïîëîæåíèåì öåíòðîâ ïîä-
ìíîæåñòâ  ïðè N = 100 (à); N = 150 (á); N = 200 (â)

à á â

Ðèñ. 12. Äèàãðàììà Âîðîíîãî ñ îã-
ðàíè÷åíèåì íà ìîùíîñòè òðåòü-
åé è øåñòîé ÿ÷ååê

1

5

4

7

8

6

2

3

10

9



ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ñ ó÷åòîì èçëîæåííîãî ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî îáùèì ïîäõîäîì (ñïîñîáîì)
ê ïîñòðîåíèþ ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ äèàãðàììû Âîðîíîãî ÿâëÿåòñÿ ïîäõîä,
îñíîâàííûé íà ôîðìóëèðîâàíèè íåïðåðûâíûõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî ðàçáèåíèÿ
ìíîæåñòâ ñ êðèòåðèÿìè êà÷åñòâà ðàçáèåíèÿ, îáåñïå÷èâàþùèìè ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå âèäû äèàãðàììû Âîðîíîãî, è íà ïðèìåíåíèè ðàçðàáîòàííîãî â [2, 3] ìà-
òåìàòè÷åñêîãî  è  àëãîðèòìè÷åñêîãî  àïïàðàòîâ  ðåøåíèÿ  òàêèõ  çàäà÷.

Óíèâåðñàëüíîñòü äàííîãî ïîäõîäà ê ïîñòðîåíèþ äèàãðàìì Âîðîíîãî ïîä-
òâåðæäàåòñÿ  ñëåäóþùèìè  ôàêòàìè:

— ìîäåëè è ìåòîäû ðåøåíèÿ íåïðåðûâíûõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî ðàçáèåíèÿ
ìíîæåñòâ ìîæíî îáîáùèòü íà ñëó÷àé íå÷åòêîãî çàäàíèÿ èñõîäíûõ ïàðàìåòðîâ
çàäà÷è èëè òðåáîâàíèÿ íå÷åòêîãî ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà, â ðåçóëüòàòå ÷åãî è ðå-
çóëüòèðóþùèå  äèàãðàììû  Âîðîíîãî  ìîãóò  áûòü  íå÷åòêèìè;

— åñëè ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì îïèñàíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî ðàç-
áèåíèÿ ìíîæåñòâ ó÷èòûâàòü ñîñòîÿíèå íåêîòîðîãî îáúåêòà èëè ïðîöåññà, êîòîðîå
èçìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì è/èëè â ïðîñòðàíñòâå, òî ìîæíî ïîëó÷èòü â ðåçóëüòàòå ðå-
øåíèÿ íåêîòîðûõ òàêèõ çàäà÷ äèíàìè÷åñêèå äèàãðàììû Âîðîíîãî [2];

— ñðåäè íåïðåðûâíûõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâ âûäåëÿþò
êëàññ çàäà÷, â êîòîðûõ êðîìå ðàçáèåíèÿ íóæíî íàéòè åùå è îïòèìàëüíîå ðàñïî-
ëîæåíèå öåíòðîâ ïîäìíîæåñòâ, òàêèì îáðàçîì, íàðÿäó ñ çàäà÷åé ïîñòðîåíèÿ äè-
àãðàììû Âîðîíîãî ìîæíî ñòàâèòü çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíûõ (â êàêîì-òî
ñìûñëå)  êîîðäèíàò  òî÷åê-ãåíåðàòîðîâ  ýòîé  äèàãðàììû;

— ñëîæíîñòü àëãîðèòìîâ ïîñòðîåíèÿ äèàãðàìì Âîðîíîãî íà îñíîâå îïèñàííî-
ãî ïîäõîäà ñóùåñòâåííî íå ìåíÿåòñÿ ïðè óâåëè÷åíèè êîëè÷åñòâà òî÷åê-ãåíåðàòîðîâ;

— ðåçóëüòàòîì ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ñòðîèòü íå
òîëüêî  óæå  èçâåñòíûå  äèàãðàììû  Âîðîíîãî,  íî  è  êîíñòðóèðîâàòü  íîâûå.
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