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ÇÀÄÀ×À  ÁÀËÀÍÑÍÎÉ  ÊÎÌÏÎÍÎÂÊÈ  3D-ÎÁÚÅÊÒÎÂ:
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Àííîòàöèÿ. Ïîñòðîåíà îáîáùåííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü çàäà÷è îïòèìàëüíîé êîìïî-
íîâêè 3D-îáúåêòîâ (øàðû, ïðÿìûå êðóãîâûå öèëèíäðû, ïðÿìûå ïðàâèëüíûå ïðèçìû, ïðÿ-
ìûå ïðÿìîóãîëüíûå ïàðàëëåëåïèïåäû) â êîíòåéíåðå (ïðÿìîé êðóãîâîé öèëèíäð, ïàðàáî-
ëîèä âðàùåíèÿ, óñå÷åííûé êðóãîâîé êîíóñ) ñ êðóãîâûìè ñòåëëàæàìè. Ó÷òåíû äîïóñòè-
ìûå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó îáúåêòàìè è îãðàíè÷åíèÿ ïîâåäåíèÿ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû
(îãðàíè÷åíèÿ ðàâíîâåñèÿ, ìîìåíòîâ èíåðöèè, óñòîé÷èâîñòè). Ïðåäëîæåíû ìåòîäû ðåøå-
íèÿ íà îñíîâå r-àëãîðèòìà Øîðà, ìóëüòèñòàðòà è óñêîðåííîãî ïåðåáîðà êîíöåâûõ âåðøèí
äåðåâà  ðåøåíèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: çàäà÷à áàëàíñíîé êîìïîíîâêè, phi-ôóíêöèÿ, êâàçè-phi-ôóíêöèÿ, äîïóñòè-
ìûå ðàññòîÿíèÿ, îãðàíè÷åíèÿ ïîâåäåíèÿ, íåëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå, r-àëãîðèòì Øîðà.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Îïòèìèçàöèîííûå 3D-çàäà÷è êîìïîíîâêè âîçíèêàþò ïðè ïðîåêòèðîâàíèè ðàêåò-
íî-êîñìè÷åñêîé òåõíèêè [1]. Èõ îòëè÷èòåëüíîé ÷åðòîé ÿâëÿåòñÿ ó÷åò îãðàíè÷å-
íèé ïîâåäåíèÿ (behavior constraints) ñïóòíèêîâîé ñèñòåìû. Îãðàíè÷åíèÿ ïîâåäå-
íèÿ çàäàþò òðåáîâàíèÿ íà òàêèå ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà ñèñòåìû, êàê ðàâíîâåñèå,
èíåðöèîííîñòü è óñòîé÷èâîñòü. Ìíîãèå ïóáëèêàöèè ïîñâÿùåíû èññëåäîâàíèþ çà-
äà÷ êîìïîíîâêè îáîðóäîâàíèÿ â ìîäóëüíûõ îòñåêàõ êîñìè÷åñêèõ êîðàáëåé èëè
ñïóòíèêîâ. Òàê, íàïðèìåð, çàäà÷è êîìïîíîâêè îáúåêòîâ äëÿ óïðîùåííîé ñõåìû
ñïóòíèêîâîãî ìîäóëÿ ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åíèé ïîâåäåíèÿ ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáî-
òàõ [1–4]. Äàííûå çàäà÷è îòíîñÿòñÿ ê êëàññó NP-ñëîæíûõ [5].

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ àäåêâàòíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé çàäà÷ îïòèìàëüíîé
êîìïîíîâêè â âèäå çàäà÷ íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ àêòóàëüíî àíàëèòè÷åñ-
êîå îïèñàíèå ñïåöèàëüíûõ îãðàíè÷åíèé: îãðàíè÷åíèé ðàçìåùåíèÿ (íåïåðåñå÷åíèå
îáúåêòîâ, âêëþ÷åíèå îáúåêòîâ â êîíòåéíåð ñ ó÷åòîì ìèíèìàëüíî è ìàêñèìàëüíî
äîïóñòèìûõ ðàññòîÿíèé) è îãðàíè÷åíèé ïîâåäåíèÿ (îãðàíè÷åíèÿ ðàâíîâåñèÿ, ìî-
ìåíòîâ èíåðöèè è óñòîé÷èâîñòè). Êàê èçâåñòíî, ýôôåêòèâíûì ñðåäñòâîì ìàòåìà-
òè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ îòíîøåíèé ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ â êëàññå çàäà÷ ðàç-
ìåùåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä phi-ôóíêöèé Ñòîÿíà. Äàííûé ìåòîä ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü
äëÿ ðåøåíèÿ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ ðàçìåùåíèÿ ìåòîäû íåãëàäêîé îïòèìèçàöèè
[6, 7] è íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ [8]. Â ðàáîòàõ [9–13] ïðèâåäåíû ñâîáîä-
íûå îò ðàäèêàëîâ phi-ôóíêöèè è êâàçè-phi-ôóíêöèè äëÿ êëàññîâ 2D- è 3D-îáúåê-
òîâ. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòèõ ôóíêöèé ïðåäëîæåíû ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè íåêî-
òîðûõ âèäîâ çàäà÷ áàëàíñíîé êîìïîíîâêè, îïèñàííûå â [13, 14].

Â äàííîé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à áàëàíñíîé êîìïîíîâêè â ñëåäóþ-
ùåé ïîñòàíîâêå: ðàçìåñòèòü 3D-îáúåêòû â êîíòåéíåðå ñ êðóãîâûìè ñòåëëàæàìè
ñ ó÷åòîì ñïåöèàëüíûõ îãðàíè÷åíèé òàê, ÷òîáû ôóíêöèÿ öåëè äîñòèãàëà ñâîåãî
ýêñòðåìàëüíîãî çíà÷åíèÿ. Îáúåêòàìè ÿâëÿþòñÿ øàðû, ïðÿìûå êðóãîâûå öèëèí-
äðû, ïðÿìûå ïðàâèëüíûå ïðèçìû, ïðÿìûå ïðÿìîóãîëüíûå ïàðàëëåëåïèïåäû.
Â êà÷åñòâå êîíòåéíåðà W âûáèðàåòñÿ ïðÿìîé êðóãîâîé öèëèíäð, ïàðàáîëîèä âðà-
ùåíèÿ  èëè  óñå÷åííûé  êðóãîâîé  êîíóñ.

Öåëü äàííîé ðàáîòû — ïîñòðîåíèå îáîáùåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè
áàëàíñíîé êîìïîíîâêè 3D-îáúåêòîâ â êîíòåéíåðå â âèäå çàäà÷è íåëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ íåãëàäêèìè ôóíêöèÿìè. Èç òàêîé ìîäåëè ìîæíî ïîëó÷èòü
ðàçëè÷íûå âàðèàíòû çàäà÷ áàëàíñíîé êîìïîíîâêè, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ðàçíî-
îáðàçèåì ïðîñòðàíñòâåííûõ ôîðì îáúåêòîâ è êîíòåéíåðîâ, âèäîì ôóíêöèè öåëè,

à òàêæå íàëè÷èåì ñïåöèàëüíûõ îãðàíè÷åíèé, îáîçíà÷åííûõ âûøå.
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ÊÎÍÒÅÉÍÅÐÛ  È  ÎÁÚÅÊÒÛ

Ïóñòü W — êîíòåéíåð âûñîòîé H . Çàäàåì Oxyz â êà÷åñòâå íåïîäâèæíîé ñèñòåìû

êîîðäèíàò êîíòåéíåðà W , ãäå Oz — ïðîäîëüíàÿ îñü ñèììåòðèè W , íà÷àëî ñèñòå-

ìû Oxyz íàõîäèòñÿ â öåíòðå ñèììåòðèè íèæíåãî îñíîâàíèÿ S1 êîíòåéíåðà W .

Ïîëàãàåì, ÷òî W ðàçäåëåí êðóãîâûìè ñòåëëàæàìè S k , k m=1 2, , ,K , íà ïîäêîí-

òåéíåðû W k , k m=1 2, , ,K , ãäå S1 — íèæíåå îñíîâàíèå êîíòåéíåðà W (òàêæå

ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ â êà÷åñòâå ñòåëëàæà). Îáîçíà÷èì tk ðàññòîÿíèå ìåæäó

ñòåëëàæàìè S k è S k+1. Â êà÷åñòâå êîíòåéíåðà ðàññìàòðèâàþòñÿ: W º C, C —

ïðÿìîé êðóãîâîé öèëèíäð ñ îñíîâàíèåì ðàäèóñà R (ðèñ. 1, à); W º C, C — ïàðà-

áîëîèä âðàùåíèÿ ñ îñíîâàíèåì ðàäèóñà R (ðèñ. 1, á); W º E, E — óñå÷åííûé

êðóãîâîé êîíóñ ñ ðàäèóñàìè R1 è Rm+1 íèæíåãî (S1) è âåðõíåãî (S m+1) îñíî-

âàíèé  ñîîòâåòñòâåííî  (ðèñ.  1, â).

Ñåìåéñòâî A A i ni= = ¼{ }, , , ,1 2 îáúåêòîâ, ðàçìåùàåìûõ â êîíòåéíåðå W ,
ñîñòîèò èç îáúåêòîâ, ñðåäè êîòîðûõ: øàðû Si , i I nÎ =1 11 2{ }, , ,K ðàäèóñà ri
(ðèñ. 2, à); ïðÿìûå êðóãîâûå öèëèíäðû C i , i I n n nÎ = + +2 1 1 21{ }, ,K , ñ ìåòðè÷åñ-
êèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ( , )r hi i , ãäå ri — ðàäèóñ îñíîâàíèÿ, hi — ïîëóâûñîòà C i
(ðèñ. 2, á); ïðÿìûå ïðàâèëüíûå ïðèçìû K i , i I n n n n nÎ = + + + +3 1 2 1 2 31{ }, ,K ,
ñ ìåòðè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ( , , )u i i ir h , ãäå u i — ÷èñëî âåðøèí ïðàâèëüíî-
ãî ìíîãîóãîëüíèêà â îñíîâàíèè K i , ri — ðàäèóñ îñíîâàíèé öèëèíäðà, îïèñàííîãî
îêîëî K i , hi — ïîëóâûñîòà (ðèñ. 2, â); ïðÿìûå ïðÿìîóãîëüíûå ïàðàëëåëåïèïåäû
Pi , i I n n n n n n n nÎ = + + + + + + =4 1 2 3 1 2 3 41{ }, ,K , ñ ìåòðè÷åñêèìè õàðàêòåðèñ-
òèêàìè ( , , )w l hi i i , ãäå wi — ïîëóäëèíà, li — ïîëóøèðèíà, hi — ïîëóâûñîòà Pi

(ðèñ.  2, ã).  Ïðè  ýòîì r Ri < , h Hi £ , h tk
k£ , h h i Ik

i
k k= Îmax ,{ } .

Êàæäûé îáúåêò Ai çàäàåòñÿ â ñîáñòâåííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò O x y zi i i i ñëå-
äóþùèì îáðàçîì: íà÷àëî Oi ñèñòåìû êîîðäèíàò íàõîäèòñÿ â öåíòðå ñèììåòðèè
îáúåêòà Ai , à îñè O xi i , O yi i , O zi i ÿâëÿþòñÿ îñÿìè åãî ñèììåòðèè, ïðè ýòîì êàæ-
äàÿ  îñü O zi i ïàðàëëåëüíà  îñè Oz íåïîäâèæíîé  ñèñòåìû  êîîðäèíàò.

Êîíòåéíåð W ðàçäåëåí êðóãîâûìè ñëåëëàæàìè S k íà ïîäêîíòåéíåðû W k ,

k m=1 2, , ,K . Îñóùåñòâèì ðàçáèåíèå îáúåêòîâ ñåìåéñòâà A íà ïîäìíîæåñòâà

A i I i I i I i Ik
i

k
i

k
i

k
i

k= Î Î Î Î{ }S C K P, , , , , , ,
1 2 3 4

, I I I I Ik k k k k= È È È{ }1 2 3 4 â ñîîòâåò-

ñòâèè ñ òðåáîâàíèåì ðàçìåùåíèÿ îáúåêòîâ âíóòðè ïîäêîíòåéíåðîâ W k ,

k m=1 2, , ,K . Êîíòåéíåð W ñ óïàêîâàííûìè â íåì îáúåêòàìè íàçîâåì ñèñòåìîé W A .

Ïðèìåðû ñèñòåì W A ïðèâåäåíû íà ðèñ. 3. Äëÿ W A çàäàåòñÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò
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Ðèñ. 1. Âèäû êîíòåéíåðà W: ïðÿìîé êðóãîâîé öèëèíäð (à); êîíòåéíåð ïàðàáîëîèäíîé ôîðìû (á);
ïðÿìîé  êðóãîâîé  óñå÷åííûé  êîíóñ  (â)

à á â



O XYZS , â êîòîðîé åå íà÷àëî OS ðàñïîëîæåíî â öåíòðå ìàññ ñèñòåìû W A , à îñè

O X O Y O ZS S S, , ïàðàëëåëüíû  îñÿì Ox Oy Oz, , ñîîòâåòñòâåííî.

Ðàñïîëîæåíèå îáúåêòîâ ñåìåéñòâà A âíóòðè êîíòåéíåðà W îïðåäåëÿåòñÿ ïå-

ðåìåííûìè ïàðàìåòðàìè ðàçìåùåíèÿ u x y zi i i i i= ( , , , )q îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû êî-

îðäèíàò Oxyz, ãäå ( , , )x y zi i i — âåêòîð òðàíñëÿöèè îáúåêòà Ai , à q i — óãîë ïîâîðî-

òà Ai -ãî îáúåêòà â ïëîñêîñòè O x yi i i (ðèñ. 4). Òàêèì îáðàçîì, âåêòîð ïåðåìåííûõ

u p u u un= Î( , , , ... , )1 2 R
x , x £ +4 1n , îïðåäåëÿåò â R

3 ðàçìåùåíèå ýëåìåíòîâ ñå-

ìåéñòâà A âíóòðè êîíòåéíåðà W, ãäå p — ïåðåìåííàÿ ìåòðè÷åñêàÿ

õàðàêòåðèñòèêà  êîíòåéíåðà W.

Ïîëàãàåì, ÷òî çàäàíû ìèíèìàëü-
íî è ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìûå ðàñ-

ñòîÿíèÿ r ij
- , r ij

+ ìåæäó êàæäîé ïàðîé

îáúåêòîâ A Ai
k kÎ è A Aj

k kÎ ,

i j I k, ,Î i j¹ , à òàêæå ìèíèìàëüíî è

ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìûå ðàññòîÿíèÿ

r i
- , r i

+ ìåæäó êàæäûì ýëåìåíòîì

A Ai
k kÎ , i I kÎ , è áîêîâîé ïîâåðõíî-

ñòüþ ïîäêîíòåéíåðàW k ñîîòâåòñòâåííî.

Çàäà÷à áàëàíñíîé êîìïîíîâêè
3D-îáúåêòîâ. Íåîáõîäèìî óïà-
êîâàòü 3D-îáúåêòû èç ìíîæåñòâà A
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Ðèñ. 3. Êîìïîíîâêà îáúåêòîâ: â öèëèíäðè÷åñêîì êîíòåéíåðå ïðè m = 2 (à); â ïàðàáîëè÷åñêîì
êîíòåéíåðå  ïðè m = 3 (á)
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Ðèñ. 4. Ïîëîæåíèå ñèñòåìû êîîðäèíàò O x y zi i i i
îòíîñèòåëüíî Oxyz

S i

xi

Oi

ri yi

zi C i

xi

Oi

ri yi

Oi

xi

K i

ri yi

zi zi

hi

li yi

Oi

wi

xi

P i zi

hihi

Ðèñ. 2. Âèäû îáúåêòîâ ìíîæåñòâà A : øàð (à); ïðÿìîé êðóãîâîé öèëèíäð (á); ïðÿìàÿ ïðàâèëüíàÿ
ïðèçìà  (â);  ïðÿìîé  ïðÿìîóãîëüíûé  ïàðàëëåëåïèïåä  (ã)

à á ãâ



â êîíòåéíåðå W ñ êðóãîâûìè ñòåëëàæàìè S k mk , , , ,=1 2 K , òàê, ÷òîáû çàäàííàÿ
ôóíêöèÿ öåëè F äîñòèãàëà ñâîåãî ýêñòðåìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ïðè ó÷åòå ñïåöèàëü-
íûõ îãðàíè÷åíèé: îãðàíè÷åíèé ìåõàíè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû W A ; îãðàíè-

÷åíèé íà ìèíèìàëüíî r ij
- , r i

- è ìàêñèìàëüíî r ij
+ , r i

+ äîïóñòèìûå ðàññòîÿíèÿ.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïîñòàâëåííîé çàäà÷è íåîáõîäèìî
ôîðìàëèçîâàòü (îïèñàòü â àíàëèòè÷åñêîì âèäå) îãðàíè÷åíèÿ ðàçìåùåíèÿ è îãðà-
íè÷åíèÿ  ïîâåäåíèÿ.

ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÈß  ÐÀÇÌÅÙÅÍÈß

Â çàäà÷å áàëàíñíîé êîìïîíîâêè 3D îáúåêòîâ îãðàíè÷åíèÿìè ðàçìåùåíèÿ ÿâ-

ëÿþòñÿ: íåïåðåñå÷åíèå îáúåêòîâ Ai
k è A j

k , ò.å. int intA Ai
k

j
k

I = Æ ; âêëþ÷åíèå

îáúåêòà Ai
k â êîíòåéíåð W, ò.å. Ai

k Í W . Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ýòèõ îãðàíè÷åíèé

èñïîëüçóåòñÿ  ìåòîä phi-ôóíêöèé  Ñòîÿíà  [10].

Ïóñòü A, B tÌ R — çàìêíóòûå phi-îáúåêòû, t = 2 3, . Ïîëàãàåì, ÷òî ïî êðàé-

íåé ìåðå îäèí èç îáúåêòîâ îãðàíè÷åííûé. Ìåñòîïîëîæåíèå îáúåêòà A îïðåäåëÿ-
åòñÿ âåêòîðîì ïåðåìåííûõ ïàðàìåòðîâ ðàçìåùåíèÿ uA A A= ( , )u q , ãäå
u A A A Ax y z= ( , , ) — âåêòîð òðàíñëÿöèè, q q q qA z x y= ( , , ) — óãëû ïîâîðîòà:
îò îñè OX ê OY , îò îñè OY ê OZ è îò îñè OX ê OZ. Ïóñòü uA A A= ( , )u q è
uB B B= ( , )u q —  âåêòîðû  ïåðåìåííûõ  îáúåêòîâ A è B ñîîòâåòñòâåííî.

Îïðåäåëåíèå 1. Âñþäó îïðåäåëåííàÿ, íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ FAB
A Bu u( , )

íàçûâàåòñÿ phi-ôóíêöèåé îáúåêòîâ A uA( ) è B uB( ), åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò ñëå-
äóþùèì  ñâîéñòâàì  [10]:

FAB
A Bu u( , )< 0 ,  åñëè int ( ) int ( )A u B uA BI ¹ Æ ;

FAB
A Bu u( , ) = 0 ,  åñëè int ( ) int ( )A u B uA BI = Æ è fr frA u B uA B( ) ( )Ç ¹ Æ;

FAB
A Bu u( , ) > 0 ,  åñëè cl clA u B uA B( ) ( )I = Æ .

Îïðåäåëåíèå 2. Êâàçè-phi-ôóíêöèåé äëÿ îáúåêòîâ A uA( ) è B uB( ) íàçûâàåòñÿ

âñþäó îïðåäåëåííàÿ, íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ¢ ¢F AB
A Bu u u( , , ) , äëÿ êîòîðîé ôóíêöèÿ

max ( , , )
u U

AB
A Bu u u

'Î
¢ ¢F ÿâëÿåòñÿ phi-ôóíêöèåé FAB

A Bu u( , ) , ãäå âèä ìíîæåñòâà

U nÌ R è ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà R
n çàâèñÿò îò ôîðìû ðàçìåùàåìûõ îáúåêòîâ [9].

Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ îãðàíè÷åíèé íà ìèíèìàëüíî è ìàêñèìàëüíî äîïóñòè-

ìûå ðàññòîÿíèÿ r - è r + èñïîëüçóþòñÿ íîðìàëèçîâàííûå phi-ôóíêöèè [10] (êâà-

çè-phi-ôóíêöèè [11]). Êàê ðàññòîÿíèå ìåæäó îáúåêòàìè A è B ðàññìàòðèâàåòñÿ

dist ( , ) min ( , )
,

A B d a b
a A b B

=
Î Î

, ãäå d a b( , ) — åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè

a è b, a b t, ÎR , t = 2 3, .

Îïðåäåëåíèå 3. Phi-ôóíêöèÿ
~

( , )FAB
A Bu u íàçûâàåòñÿ íîðìàëèçîâàííîé, åñëè

åå çíà÷åíèÿ ðàâíû åâêëèäîâûì ðàññòîÿíèÿì ìåæäó îáúåêòàìè A uA( ) è B uB( ) ïðè
óñëîâèè ( , )u u GA B Î , G u u A u B uA B A B= = Æ{ }( , ) | int ( ) int ( )I .

Îïðåäåëåíèå 4. Êâàçè-phi-ôóíêöèÿ
~

( , , )¢ ¢F AB
A Bu u u íàçûâàåòñÿ íîðìàëèçî-

âàííîé äëÿ îáúåêòîâ A uA( ) è B uB( ), åñëè ïðè int ( ) int ( )A u B uA BI = Æ ôóíêöèÿ

max
~

( , , )
u U

AB
A Bu u u

'Î
¢ ¢F ÿâëÿåòñÿ  íîðìàëèçîâàííîé phi-ôóíêöèåé.

Ïðèâåäåì ïðèìåðû phi-ôóíêöèé è êâàçè-phi-ôóíêöèé äëÿ íåêîòîðûõ âèäîâ
îáúåêòîâ.

1. Phi-ôóíêöèÿ äëÿ îáúåêòîâ C* è S ( , , )x y z îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

FC*
=S min { , , }x x x1 2 3 , ãäå x1 = -z r, x2 = - -H z r, x3

2 2 2= - - + -x y R r( ) .
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Çäåñü Ñ* — äîïîëíåíèå ê öèëèíäðè÷åñêîìó êîíòåéíåðó âûñîòîé H ñ êðóãîâûì
îñíîâàíèåì ðàäèóñà R , S — øàð ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â òî÷êå ( , , )x y z . Íîðìàëè-

çîâàííàÿ phi-ôóíêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé
~

min { , ,
~

}F =C*
S x x x1 2 3 , ãäå

~
( )x3

2 2= - + + -x y R r .

2. Phi-ôóíêöèÿ äëÿ äâóõ øàðîâ S u1 1( ) è S u2 2( ) ñ ðàäèóñàìè r1, r2 è öåíòðà-

ìè â òî÷êàõ ( , , )x y z1 1 1 , ( , , )x y z2 2 2 èìååò âèä FSS = - + - +( ) ( )x x y y2 1
2

2 1
2

+ - - +( ) ( )z z r r2 1
2

1 2
2 , à íîðìàëèçîâàííàÿ phi-ôóíêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

~
( ) ( ) ( ) ( )FSS = - + - + - - +x x y y z z r r2 1

2
2 1

2
2 1

2
1 2 .

3. Êâàçè-phi-ôóíêöèÿ äëÿ âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Ïóñòü K1 1( )u è K 2 2( )u — âûïóêëûå ìíîãîãðàííèêè, çàäàííûå âåðøèíà-

ìè l1
1pi , i m=1 1, ,K , è l 2

2pi , i m=1 2, ,K , ñîîòâåòñòâåííî, à FK1
1

P
Pu u( , ) =

=
£ £
min ( )

1
1

1

1i m
P ipy l — phi-ôóíêöèÿ äëÿ îáúåêòîâ K1 è P, FK2

2
P

Pu u
*

=( , )

= -
£ £
min ( ( ))

1
2

2

2i m
P ipy l — phi-ôóíêöèÿ äëÿ îáúåêòîâ K 2 è P P* = R

3 \ int . Çäåñü

P u x y z x y zP P P( ) ( , , ) := = + + + ³{ }y a b g m 0 — ïîëóïðîñòðàíñòâî, ãäå uP =
= ( , , )q q mx y PP P

, a q= sin ,yP
b q q= -sin cosx yP P

, g q q= cos cosx yP P
. Òîãäà

ôóíêöèÿ
¢ =

*

F F FK K K K1 2 1 2
1 2 1 2( , , ) min ( , ), ( , )u u u u u u uP

P
P

P
P{ }

ÿâëÿåòñÿ êâàçè-phi-ôóíêöèåé äëÿ K1 1( )u è K 2 2( )u . Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ

2 1 2
1 2¢F K K

( , , )u u uP —  íîðìàëèçîâàííàÿ  êâàçè-phi-ôóíêöèÿ.

Êîíêðåòíûé âèä phi-ôóíêöèé (êâàçè-phi-ôóíêöèé) äëÿ âñåõ ïàð îáúåêòîâ,
ðàññìàòðèâàåìûõ  â  äàííîé  ðàáîòå,  ïðèâåäåí  â  [10–13].

Â òåðìèíàõ phi-ôóíêöèé (êâàçè-phi-ôóíêöèé): óñëîâèå int intA Ai
k

j
k

I = Æ

ýêâèâàëåíòíî Fij ³ 0, ãäå Fij — phi-ôóíêöèÿ (êâàçè-phi-ôóíêöèÿ) äëÿ îáúåêòîâ

Ai
k è A j

k ; óñëîâèå Ai
k Í W ýêâèâàëåíòíî Fi ³ 0, ãäå Fi — phi-ôóíêöèÿ äëÿ

îáúåêòîâ Ai
k è W Wk t k*

= R \ int , t = 2 3, .

Îãðàíè÷åíèå dist ( , )A Ai
k

j
k

ij³ -r ìîæíî îïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
~
Fij ij³ -r , ãäå

~
Fij — íîðìàëèçîâàííàÿ phi-ôóíêöèÿ (êâàçè-phi-ôóíêöèÿ) äëÿ îáú-

åêòîâ Ai
k è A j

k . Îãðàíè÷åíèå dist ( , )A Ai
k

j
k

ij£ +r îïðåäåëÿåòñÿ òàê:
~
Fij ij£ +r . Ïî

àíàëîãèè ôîðìàëèçóåòñÿ îãðàíè÷åíèå r ri i
k

i
k

iA- * +£ £dist ( , )W ñ èñïîëüçîâàíè-

åì íåðàâåíñòâà r ri i i
- +£ £

~
F , ãäå

~
Fi — íîðìàëèçîâàííàÿ phi-ôóíêöèÿ (êâàçè-

phi-ôóíêöèÿ)  äëÿ  îáúåêòîâ Ai
k è W k*

ñîîòâåòñòâåííî.

Îãðàíè÷åíèÿ íåïåðåñå÷åíèÿ îáúåêòîâ ïîäìíîæåñòâà A k kÌ W ñ ó÷åòîì ìèíè-

ìàëüíî è ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìûõ ðàññòîÿíèé r ij
- è r ij

+ èìååò âèä

G1 1 0( ) min
~

,
~

, , , ,u i j I k mij ij ij ij
k= - - + > Î = ¼ ³- +{ }F Fr r . (1)

Îãðàíè÷åíèÿ âêëþ÷åíèÿ îáúåêòîâ ïîäìíîæåñòâà A k kÌ W ñ ó÷åòîì ìèíè-

ìàëüíî è ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìûõ ðàññòîÿíèé r i
- è r i

+ ïðåäñòàâèì ñëåäóþùèì

îáðàçîì:
G 2 1 0( ) min {

~
,

~
, , , , }u i I k mi i i i

k= - - + Î = ¼ ³- +F Fr r . (2)

Íåðàâåíñòâî âèäà G G G( ) min ( ), ( )u u u= ³{ }1 2 0 îïèñûâàåò îãðàíè÷åíèÿ ðàç-
ìåùåíèÿ. Åñëè äîïóñòèìûå ðàññòîÿíèÿ íå çàäàíû, òî íîðìàëèçîâàííûå phi-
ôóíêöèè (èëè êâàçè-phi-ôóíêöèè) â (1) è (2) çàìåíÿþòñÿ îáû÷íûìè phi-ôóíêöèÿ-
ìè  (èëè  êâàçè-phi-ôóíêöèÿìè).
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ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÈß  ÏÎÂÅÄÅÍÈß

Ïóñòü êàæäûé îáúåêò ñåìåéñòâà A — îäíîðîäíîå òåëî ìàññîé mi , i I nÎ .
Öåíòð ìàññ Ai -ãî îáúåêòà ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì åãî ñèììåòðèè, êîòîðûé íàõî-
äèòñÿ â íà÷àëå åãî ñèñòåìû êîîðäèíàò O x y zi i i i . Òàêèì îáðàçîì, êîîðäèíàò-
íûå îñè ëþáîé ñèñòåìû O x y zi i i i ÿâëÿþòñÿ ãëàâíûìè öåíòðàëüíûìè îñÿìè
äëÿ  îáúåêòà Ai .

Ïóñòü m0 — ìàññà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè êîíòåéíåðà W (ìàññîé ñòåëëàæåé
è îñíîâàíèé êîíòåéíåðà ïðåíåáðåãàåì), à O x y zc = ( , , )0 0 0 — öåíòð ìàññ êîíòåé-
íåðà W , çàäàííûé â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò Oxyz. Ïîëàãàåì, ÷òî ïëîò-
íîñòü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè êîíòåéíåðà W ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé. Äëÿ
ðàññìîòðåííûõ âèäîâ êîíòåéíåðà W êîîðäèíàòû x y0 0, íàõîäÿòñÿ íà åãî îñè ñèì-
ìåòðèè Oz, çíà÷èò, O zc = ( , , )0 0 0 . Îïðåäåëèì ïîëîæåíèå êîîðäèíàòû z0 äëÿ
êàæäîãî  âèäà  êîíòåéíåðà  ñëåäóþùèì  îáðàçîì:

z
H

0
2

= äëÿ C , z
H

0
2

5
= äëÿ C, z

H R R

R R

m

m
0

1 1

1 13

2
=

+

+
+

+

äëÿ E .

Òîãäà  öåíòð  ìàññ O x u y u z us s s s= ( ( ), ( ), ( )) ñèñòåìû W A îïðåäåëÿåòñÿ  òàê:

x u

m x

m

s

i i

i

n

i

i

n
( ) = =

=

å

å

0

0

, y u

m y

m

s

i i

i

n

i

i

n
( ) = =

=

å

å

0

0

, z u

m z

m

s

i i

i

n

i

i

n
( ) = =

=

å

å

0

0

.

Ðàññìîòðèì îãðàíè÷åíèÿ ïî ìåõàíè÷åñêèì õàðàêòåðèñòèêàì ñèñòåìû W A .

Îãðàíè÷åíèÿ  ðàâíîâåñèÿ  îïðåäåëèì  ñëåäóþùèìè  íåðàâåíñòâàìè:

m11 0 0 0( ) min ( ( ) ) , ( ( ) )u x u x x x u x xs c s c= - - + - + ³{ }D D ,

m12 0 0 0( ) min ( ( ) ) , ( ( ) )u y u y y y u y ys c s c= - - + - + ³{ }D D , (3)

m13 0 0 0( ) min ( ( ) ) , ( ( ) )u z u z z z u z zs c s c= - - + - + ³{ }D D ,

ãäå D D Dx y zc c c, , —  äîïóñòèìûå  îòêëîíåíèÿ  îò  òî÷êè O x y zc = ( , , )0 0 0 .

Îãðàíè÷åíèÿ  ìîìåíòîâ  èíåðöèè  îïðåäåëèì  òàêèì  îáðàçîì:

m21 0( ) ( )u J u JX X= - + ³D ,

m22 0( ) ( ) ,u J u JY Y= - + ³D (4)

m23 0( ) ( )u J u JZ Z= - + ³D ,

ãäå J u J u J uX Y Z( ), ( ), ( ) — ìîìåíòû èíåðöèè ñèñòåìû W A îòíîñèòåëüíî îñåé
ñèñòåìû êîîðäèíàò O XYZS , D D DJ J JX Y Z, , — äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ äëÿ
J u J u J uX Y Z( ), ( ), ( ) . Îñåâûå ìîìåíòû èíåðöèè J u J u J uX Y Z( ), ( ), ( ) îïðåäå-
ëèì  ñëåäóþùèì  îáðàçîì:

J u J J J y z mX x x i y i

i

n

i i i

i
i i

( ) ( cos sin ) ( )= + + + + -
=
åW

2 2

1

2 2q q
= =
å å+

1

2 2

0

n

s s i

i

n

y z m( ) ,

J u J J J x z mY y x i y i

i

n

i i i

i
i i

( ) ( sin cos ) ( )= + + + +
= =
åW

2 2

1

2 2q q
1

2 2

0

n

s s i

i

n

x z må å- +
=

( ) ,

J u J J x y m x y mZ z z

i

n

i i i

i

n

s s i

i
i

( ) ( ) ( )= + + + - +
= = =
å åW

1

2 2

1

2 2

0

n

å ,

ãäå J J Jx y zW W W, , — ìîìåíòû èíåðöèè êîíòåéíåðà W îòíîñèòåëüíî îñåé ñèñ-
òåìû êîîðäèíàò Oxyz, J J Jx y zi i i

, , — ìîìåíòû èíåðöèè îáúåêòà Ai îòíîñè-
òåëüíî  îñåé  ñèñòåìû  êîîðäèíàò O x y zi i i i .

Ìîìåíòû èíåðöèè J J Jx y zW W W, , è J J Jx y zi i i
, , îïðåäåëÿþòñÿ â çàâèñèìîñ-

òè  îò  âèäà  è  ôîðìû  ðàññìàòðèâàåìîãî  òåëà  ñëåäóþùèìè  ñîîòíîøåíèÿìè.
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Äëÿ  áîêîâîé  ïîâåðõíîñòè  êîíòåéíåðà W èìååì:

· äëÿ C J J m R Hx yW W= = +
1

6
3 20

2 2( ), J m RzW = 0
2 ;

· äëÿ E J J
m H R R

R R

R R
x y

m

m

m
W W= =

+

+
+

+æ

è

ç
ç

ö

ø

+

+

+0
2

1 1

1 1

1
2

1
2

2

3

3 2

( )

( )
÷
÷

, J
m

R Rz mW = + +
0

1
2

1
2

2
( ) ;

· äëÿ C J
Hm

zW =
3

5

0 , J J
Hm

Hx yW W= = +0

70
21 16( ) .

Äëÿ  îäíîðîäíîãî  îáúåêòà Ai èìååì:

· äëÿ Si J J J m rx y z i ii i i
= = =

2

5

2 , i IÎ 1;

· äëÿ C i J J m r hx y i i ii i
= = +

1

12
3 42 2( ), J m rz i ii

=
1

2

2 , i IÎ 2 ;

· äëÿ K i (ïðè u i = 6): J J m r hx y i i ii i
= = +

1

24
5 82 2( ), J m rz i ii

=
5

12

2 , i IÎ 3 ;

· äëÿ Pi J m l hx i i ii
= +

1

12

2 2( ) , J m w hy i i ii
= +

1

12

2 2( ) , J m l wz i i ii
= +

1

12

2 2( ) ,

i IÎ 4 .

Îãðàíè÷åíèÿ  óñòîé÷èâîñòè  îïðåäåëèì  ñëåäóþùèìè  íåðàâåíñòâàìè:

m31 0( ) min ( ) , ( )u J u J J u JXY XY XY XY= - + + ³{ }D D ,

m32 0( ) min ( ) , ( )u J u J J u JYZ YZ YZ YZ= - + + ³{ }D D , (5)

m33 0( ) min ( ) , ( )u J u J J u JXZ XZ XZ XZ= - + + ³{ }D D ,

ãäå J u J u J uXY YZ XZ( ), ( ), ( ) — öåíòðîáåæíûå ìîìåíòû èíåðöèè ñèñòåìû W A
îòíîñèòåëüíî îñåé ñèñòåìû êîîðäèíàò O XYZS , D D DJ J JXY YZ XZ, , — äîïóñòè-
ìûå çíà÷åíèÿ äëÿ J u J u J uXY YZ XZ( ), ( ), ( ) ñîîòâåòñòâåííî. Õàðàêòåðèñòèêè
J u J u J uXY YZ XZ( ), ( ), ( ) îïðåäåëÿþòñÿ  ñëåäóþùèì  îáðàçîì:

J u J J x y m x y mXY x y i

i

n

i i i

i

n

s s i

i
i i

( ) ( )sin= - + -
= = =
å å

1

2
2

0 0

q
0

n

å ,

J u x z m x z mXZ i i i

i

n

s s i

i

n

( ) = -
= =
å å

0 0

, J u y z m y z mYZ i i i

i

n

s s i

i

n

( ) = -
= =
å å

0 0

.

Íà îñíîâå íåðàâåíñòâ (3)–(5) îïðåäåëèì ñèñòåìó îãðàíè÷åíèé, îïèñûâàþ-
ùóþ îãðàíè÷åíèÿ ïîâåäåíèÿ (behavior constraints) ñèñòåìû W A òàêèì îáðàçîì:

m m m m

m m

1 11 12 13

2 21

0( ) min ( ), ( ), ( ) ,

( ) min ( )

u u u u

u u

= ³

=

{ }

{ , ( ), ( ) ,

( ) min ( ), ( ), ( )

m m

m m m m

22 23

3 31 32 33

0u u

u u u u

}

{ }

³

= ³ 0.

ì

í
ï

î
ï

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß  ÌÎÄÅËÜ  È  ÅÅ  ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒÈ

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ  ìîäåëü  çàäà÷è  áàëàíñíîé  êîìïîíîâêè  èìååò  âèä

F u F u
u W

( ) min ( )*

Î
= , (6)

W u u u u u= Î ³ ³ ³ ³ ³{ }R
x m m m z: ( ) , ( ) , ( ) , ( ) ,G 0 0 0 0 01 2 3 , (7)

ãäå z ³ 0 — ñèñòåìà äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé íà ìåòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñ-
òèêè è/èëè ïàðàìåòðû ðàçìåùåíèÿ êîíòåéíåðà è îáúåêòîâ. Â çàâèñèìîñòè îò
âûáîðà ôóíêöèè öåëè ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ìàòåìàòè÷åñêîé
ìîäåëè (6), (7). Íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå ôóíêöèè öåëè: ðàçìåð
êîíòåéíåðà W ; îòêëîíåíèå öåíòðà ìàññ ñèñòåìû W A îò çàäàííîé òî÷êè; ìîìåí-
òû èíåðöèè ñèñòåìû W A . Ïðèìåðû òàêèõ çàäà÷ ïðèâåäåíû â [2, 4, 13, 14].

ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2015, òîì 51,  ¹ 4 77



Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå èç âàðèàíòîâ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè (6), (7), êîòî-
ðûå  ïðåäñòàâëÿþò  èíòåðåñ  ñ  ïðàêòè÷åñêîé  òî÷êè  çðåíèÿ.

Çàäà÷à  P1:
F u F u p( ) ( )= =1 , u u u u pn= ( , , ..., , )1 2 ,

W u R u u u un= Î ³ ³ ³ ³ ³+{ }4 1
1 2 30 0 0 0 0: ( ) , ( ) , ( ) , ( ) ,G m m m z .

Çàäà÷à  P2:

F u F u x u x y u y z u zs s s( ) ( ) ( ( ) ) ( ( ) ) ( ( ) )= = - + - + -2 0
2

0
2

0
2 ,

u u u un= ( , , ..., )1 2 ,

W u R u u un= Î ³ ³ ³ ³{ }4
2 30 0 0 0: ( ) , ( ) , ( ) ,G m m z .

Çàäà÷à  P3:
F u F u J u J u J uX Y Z( ) ( ) ( ) ( ) ( )= = + +3 1 2 3l l l ,

u u u un= ( , , ... , )1 2 , l i Î[ , ]0 1 , l l l1 2 3 1+ + = ,

W u R u u un= Î ³ ³ ³ ³{ }4
1 30 0 0 0: ( ) , ( ) , ( ) ,G m m z .

Çàäà÷à P1 èìååò ëèíåéíóþ ôóíêöèþ öåëè, â çàäà÷àõ P2 è P3 ôóíêöèè öåëè
êâàäðàòè÷íûå. Îãðàíè÷åíèÿ ðàçìåùåíèÿ â çàäà÷àõ P1–P3 âêëþ÷àþò ìèíèìàêñ-
íûå ôóíêöèè, à îãðàíè÷åíèÿ ïîâåäåíèÿ îïèñûâàþòñÿ íåëèíåéíûìè íåðàâåíñòâà-
ìè.  Ïðèìåðû  çàäà÷  P1–P3  ïðèâåäåíû  â  [4,  14,  15].

Äàííûå çàäà÷è îáëàäàþò ðÿäîì îñîáåííîñòåé. Â ðàáîòå [14] ðàññìàòðèâàåò-
ñÿ ñëó÷àé, êîãäà h h h Hn1 2= = = =K . Äëÿ äðóãèõ ïðèìåðîâ [2, 4, 13] îáúåêòû
êðåïÿòñÿ ê ñòåëëàæàì. Òîãäà ôóíêöèè äëÿ 3D-îáúåêòîâ, ïðèâåäåííûå â (1), (2),
ìîæíî çàìåíèòü ôóíêöèÿìè äëÿ 2D-îáúåêòîâ, à ïàðàìåòðû ðàçìåùåíèÿ ïðèìóò
âèä u x yi i i i= ( , , )q .  Ñëåäîâàòåëüíî, x £ +3 1n .

Îòìåòèì, ÷òî çàäà÷à (6), (7) ÿâëÿåòñÿ ìíîãîýêñòðåìàëüíîé çàäà÷åé íåëèíåé-
íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ íåãëàäêèìè ôóíêöèÿìè. Îáëàñòü äîïóñòèìûõ ðåøå-
íèé W â îáùåì ñëó÷àå — íåñâÿçíîå ìíîæåñòâî ñ ìíîãîñâÿçíûìè êîìïîíåíòàìè
ñâÿçíîñòè. Ãðàíèöà îáëàñòè W ñîñòîèò èç êóñî÷íî-ãëàäêèõ ïîâåðõíîñòåé. Îíà
îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé èç N phi-íåðàâåíñòâ ñ íåãëàäêèìè ôóíêöèÿìè, ãäå
N N Na b= + , N a — ÷èñëî phi-íåðàâåíñòâ, îïèñûâàþùèõ îãðàíè÷åíèÿ ðàçìåùå-

íèÿ, N Na k

k

m

=
=
å

1

, N k — ÷èñëî phi-íåðàâåíñòâ, îïèñûâàþùèõ îãðàíè÷åíèÿ ðàç-

ìåùåíèÿ â W k , N n n nk
k k k= + -

1

2
1( ), k m=1 2, , ,K , N b — ÷èñëî ôóíêöèé, îïè-

ñûâàþùèõ îãðàíè÷åíèÿ ïîâåäåíèÿ, N b £ 15. Îãðàíè÷åíèÿ ðàçìåùåíèÿ îïèñûâà-
þòñÿ  ñ  ïîìîùüþ phi-ôóíêöèé  (èëè  êâàçè-phi-ôóíêöèé).

Êàæäóþ  áàçîâóþ phi-ôóíêöèþ Fl , l N a=1 2, , ..., ,  îïðåäåëèì  â  âèäå

Fl
i

i
l

i j J
ij
l

l l i
l

f f= =
= ¼ = ¼ = ¼

max max min
, , , , , ,1 1 1h h

,

ãäå f ij
l — ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ. Ïîñêîëüêó min

,...,j J
ij
l

i
l

f
=

³
1

0 ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî

f ij
l ³ 0 äëÿ âñåõ j, à max

, ,i
i
l

l

f
= ¼

³
1

0
h

îçíà÷àåò, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå

îäíî èç íåðàâåíñòâ f i
l ³ 0, êàæäîå èç íåðàâåíñòâ f i

l ³ 0 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü

êàê ñèñòåìó â îáùåì ñëó÷àå íåëèíåéíûõ J i
l íåðàâåíñòâ. Äëÿ êàæäîãî phi-íå-

ðàâåíñòâà Fl ³ 0 ñòðîèòñÿ òàê íàçûâàåìîå phi-äåðåâî [15], êîíöåâûì âåðøè-

íàì êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò ñèñòåìû íåðàâåíñòâ f ij
l ³ 0 ñ ãëàäêèìè ôóíêöèÿ-

ìè. Íà îñíîâå phi-äåðåâüåâ ñòðîèòñÿ äåðåâî ðåøåíèé, îïèñûâàþùåå îáëàñòü
äîïóñòèìûõ ðåøåíèé W çàäà÷è (6), (7) (ðèñ. 5). Êîðíþ äåðåâà ðåøåíèé ñîîò-
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âåòñòâóåò  ñèñòåìà  íåðàâåíñòâ

l m m m z³ Û ³ ³ ³ ³0 0 0 0 01 2 3{ ( ) , ( ) , ( ) , }u u u .

Íà ïåðâîì óðîâíå äåðåâà ðåøåíèÿ èìååì h1 âåðøèí, ãäå h1 — ÷èñëî êîíöåâûõ

âåðøèí phi-äåðåâà, îïèñûâàþùåãî íåðàâåíñòâî F1 0³ . Çäåñü F1
1

1

1

=
= ¼

max
, ,i

if
h

,

f fi
j J

ij
i

1

1

1

1
=

= ¼
min
, ,

. Êàæäîé âåðøèíå ñîîòâåòñòâóåò ñèñòåìà íåðàâåíñòâ { l ³ ³0 0
1

1, }f
d

.

Èç êàæäîé âåðøèíû ïåðâîãî óðîâíÿ èñõîäèò h 2 êîíöåâûõ âåðøèí áàçîâîãî

phi-äåðåâà, îïèñûâàþùåãî íåðàâåíñòâî F2 0³ , ãäå F2
1

2

2

=
= ¼

max
, ,i

if
h

,

f fi
j J

ij
i

2

1

2
2

=
= ¼

min
, ,

. Òîãäà ÷èñëî âåðøèí íà âòîðîì óðîâíå äåðåâà ðåøåíèé ñîñòàâ-

ëÿåò h h 21 × è êàæäîé âåðøèíå ñîîòâåòñòâóåò ñèñòåìà íåðàâåíñòâ

{ l ³ ³ ³0 0 0
1 2

1 2, , }f f
d d

.

Àíàëîãè÷íî, èç êàæäîé âåðøèíû ( )l -1 -ãî óðîâíÿ äåðåâà ðåøåíèé èñõîäèò
h l êîíöåâûõ âåðøèí phi-äåðåâà, îïèñûâàþùåãî íåðàâåíñòâî Fl ³ 0, ãäå

Fl
i

i
l

l

f=
= ¼

max
, ,1 h

, f fi
l

j J
ij
l

i
l

=
= ¼

min
, ,1

. ×èñëî âåðøèí l-ãî óðîâíÿ äåðåâà ðåøåíèé ñî-

ñòàâëÿåò h h h1 2× × ×K l , à êàæäîé âåðøèíå ñîîòâåòñòâóåò ñèñòåìà âèäà

{ l ³ ³ ³ ³0 0 0 0
1 2

1 2, , , ..., }f f f
d d d

l

l

. Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî êîíöåâûõ âåðøèí äå-

ðåâà  ðåøåíèé  çàäà÷è  (6),  (7)  ñîñòàâëÿåò h h h h= × × ×1 2 K N a
.

Èñõîäÿ èç ïîñòðîåííîãî äåðåâà ðåøåíèé, ïðåäñòàâèì îáëàñòü äîïóñòèìûõ
ðåøåíèé â âèäå W W W Wd= 1 UK U UK U h , ãäå ïîäîáëàñòü Wd ñîîòâåòñòâóåò d-é
êîíöåâîé âåðøèíå äåðåâà ðåøåíèé è îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé íåðàâåíñòâ

{ l ³ ³ =0 0 1, , , , }f l N
d

l
a

l

K . Òîãäà çàäà÷ó (6), (7) ìîæíî ñâåñòè ê ñëåäóþùåé

çàäà÷å  îïòèìèçàöèè:
F u F u dd( ) min ( ), , , ...,* = =

*
{ }1 2 h , (8)
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l ³ 0
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Óðîâåíü 2

0

0

0

0

0

0

1
1

1
2

1

2

1

2

l l³

³

³

ì

í
ïï

î
ï
ï

³

³

³

ì

í

ï

f

f

f

f

d

d

K K ï

î

ï
ï

³

³

³

ì

í

ï
ï

î

ï
ï

K K
l

h

h

0
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0

0

0

0
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Ðèñ.  5. Îáùèé  âèä  äåðåâà  ðåøåíèé

Óðîâåíü N a



ãäå

F u F ud

u Wd

( ) min ( )
*

=
Î ÌR

x
. (9)

Ïîñêîëüêó êàæäàÿ çàäà÷à â (9) ÿâëÿåòñÿ ìíîãîýêñòðåìàëüíîé çàäà÷åé íåëèíåé-
íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ðåøåíèå çàäà÷è (8), (9) â îáùåì ñëó÷àå íå ãàðàíòèðó-
åò  ïîëó÷åíèÿ  ãëîáàëüíîãî  ìèíèìóìà.

ÌÅÒÎÄÛ  ÐÅØÅÍÈß

Äëÿ  ðåøåíèÿ  çàäà÷è  (6),  (7)  ïðåäëàãàþòñÿ  ñëåäóþùèå  ìåòîäû.

Ìåòîä 1 ñîñòîèò â óñêîðåííîì ïåðåáîðå ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ äëÿ âñåõ
âåðøèí äåðåâà ðåøåíèé çàäà÷è (6), (7). Çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü êîíöåâûõ âåðøèí äå-
ðåâà åå ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóåò íåñîâìåñòíûì ñèñòåìàì, íå âñÿêèé ëîêàëüíûé
ýêñòðåìóì íà ïîäîáëàñòè Wd ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ýêñòðåìóìîì íà îáëàñòè W,
êðîìå òîãî, ëîêàëüíûå ýêñòðåìóìû äàííîé çàäà÷è íà ðàçíûõ ïîäîáëàñòÿõ ìîãóò
ñîâïàäàòü. Â ñèëó ýòîãî ïðèìåíÿåòñÿ ìîäåëü (8), (9) è óñêîðåííûé ïåðåáîð ïîä-
çàäà÷ âèäà (9), èñïîëüçóþùèé íàáîð ïðàâèë îòñå÷åíèÿ, îñíîâàííûõ íà ó÷åòå
îöåíêè  ôóíêöèè  öåëè  ñâåðõó  è  âûðîæäåííîñòè  íåïîëíûõ  ñèñòåì.

Ìåòîä 2 îñíîâàí íà ïðèìåíåíèè ìåòîäà «ìóëüòèñòàðòà» (multistart method),
êîòîðûé çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíûõ àëãîðèòìîâ (íà-
ïðèìåð, [10]) ñòðîèòñÿ ìíîæåñòâî ñòàðòîâûõ òî÷åê èç îáëàñòè äîïóñòèìûõ ðåøå-
íèé (7) è âûïîëíÿåòñÿ ïîèñê ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà äëÿ êàæäîé ñòàðòîâîé òî÷êè
íà êàæäîé ïîäîáëàñòè W Wd Ì , ñîîòâåòñòâóþùåé ñòàðòîâîé òî÷êå. Ðåøàåòñÿ çà-
äà÷à íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ âèäà (9). Ëó÷øèé èç ïîëó÷åííûõ ëîêàëü-
íûõ ýêñòðåìóìîâ âûáèðàåòñÿ â êà÷åñòâå ïðèáëèæåíèÿ ê ãëîáàëüíîìó ýêñòðåìó-
ìó  çàäà÷è  (6),  (7).

Ìåòîäû 1 è 2 èñïîëüçóþò IPOPT [8] äëÿ ïîèñêà ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ çà-
äà÷  âèäà  (9).

Ìåòîä 3 ñ ïîìîùüþ íåãëàäêèõ øòðàôîâ çàìåíÿåò çàäà÷ó (7), (8) çàäà÷åé áå-
çóñëîâíîé  îïòèìèçàöèè  ïî÷òè-äèôôåðåíöèðóåìîé  ôóíêöèè  âèäà

f u F u P P Pl

l

N

k

k

Na b

( ) ( ) max , max ,= + - + - +
= =
å å1

1

2

1

30 0{ } { }F m max ,{ }0 - +p plow ,

ãäå Pi — øòðàôíûå êîýôôèöèåíòû, i =1 2 3, , , Fl — ôóíêöèè èç îãðàíè÷åíèé
ðàçìåùåíèÿ âèäà (1) è (2), mk — ôóíêöèè âèäà (3)–(5), plow — î÷åâèäíàÿ íèæ-
íÿÿ îöåíêà çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé ìåòðè÷åñêîé õàðàêòåðèñòèêè p êîíòåéíåðà W .

Ìåòîä 3 ïðåäïîëàãàåò èñïîëüçîâàíèå ìóëüòèñòàðòà è ñîñòîèò â ïîèñêå ëî-
êàëüíûõ ìèíèìóìîâ ôóíêöèè äëÿ çàäàííîãî íàáîðà ñòàðòîâûõ òî÷åê. Äëÿ ïîèñêà
ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ ïî÷òè-äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé ïðèìåíÿþòñÿ àëãîðèò-
ìû ìèíèìèçàöèè íåãëàäêèõ ôóíêöèé, â ÷àñòíîñòè r( )a -àëãîðèòì Øîðà [6, 7].
Äàííûé ìåòîä ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü õîðîøèå ëîêàëüíî-îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ äëÿ
íåáîëüøîãî  ÷èñëà ( )< 100 îáúåêòîâ.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ðàññìîòðåíà îáîáùåííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü çàäà÷è áàëàíñíîé êîìïîíîâêè
3D-îáúåêòîâ, ìíîæåñòâî ðåàëèçàöèé êîòîðîé (â çàâèñèìîñòè îò âèäà îáúåêòîâ,
ôîðìû êîíòåéíåðà, ôóíêöèè öåëè è âèäà îãðàíè÷åíèé ïîâåäåíèÿ) ïîêðûâàåò
øèðîêèé êëàññ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷, âîçíèêàþùèõ â ðàêåòíî-êîñìè÷åñêîì ìàøè-
íîñòðîåíèè. Èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà phi-ôóíêöèé äëÿ àíàëèòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ
îãðàíè÷åíèé ðàçìåùåíèÿ ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü îáîáùåííóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ
ìîäåëü â âèäå çàäà÷è íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ íåãëàäêèìè ôóíêöèÿ-
ìè. Ïðåäëàãàþòñÿ òðè ìåòîäà ðåøåíèÿ ñ ïðèìåíåíèåì r( )a -àëãîðèòìà Øîðà,
ìåòîäà  ìóëüòèñòàðòà  è  óñêîðåííîãî  ïåðåáîðà  âåðøèí  äåðåâà  ðåøåíèé.
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