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Àííîòàöèÿ. Ïðåäëîæåí àëãîðèòì îïðåäåëåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè ìíîãîëåíòî÷íûõ àâòîìàòîâ,
ïðåäñòàâëåííûõ â âèäå ãðàôîâ, îñíîâàííûé íà äîêàçàííîé àâòîðîì òåîðåìå î äîñòàòî÷íûõ
óñëîâèÿõ ýêâèâàëåíòíîñòè. Àëãîðèòì ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè ñïåöèàëüíîé (çàìêíóòîé) äèàã-
ðàììû ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ îïåðàöèé, ïðåäëîæåííûõ M. Áåðäîì. Ñôîðìóëèðîâàíû
ïðàâèëà ïðèìåíåíèÿ ýòèõ îïåðàöèé, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ñäåëàòü àëãîðèòì êîíå÷íûì.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìíîãîëåíòî÷íûé àâòîìàò, äåòåðìèíèðîâàííûé àâòîìàò, ýêâèâàëåíòíîñòü.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ìíîãîëåíòî÷íîãî äåòåðìèíèðîâàííîãî àâòîìàòà âïåð-
âûå ñôîðìóëèðîâàíà â ðàáîòå Ì. Ðàáèíà è Ä. Ñêîòòà [1] â 1959 ã. Òàì æå óñòà-
íîâëåíà íåðàçðåøèìîñòü ïðîáëåìû âêëþ÷åíèÿ. Ýòî õàðàêòåðèçîâàëî ìîäåëü
ìíîãîëåíòî÷íîãî àâòîìàòà êàê ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷íóþ îò îäíîëåíòî÷íûõ àâ-
òîìàòîâ ñ ðàçðåøèìûìè ïðîáëåìàìè âêëþ÷åíèÿ è ýêâèâàëåíòíîñòè. Ïðîáëåìà
ýêâèâàëåíòíîñòè ìíîãîëåíòî÷íûõ àâòîìàòîâ îñòàâàëàñü íåðåøåííîé äî ïóáëè-
êàöèè ðàáîòû Ì. Áåðäà [2] â 1973 ã., ãäå ðàññìîòðåíû àâòîìàòû ñ äâóìÿ ëåíòà-
ìè, à òàêæå ââåäåíû äâà íîâûõ ïîíÿòèÿ: ïðåäñòàâëåíèå àâòîìàòà â âèäå îðãðà-
ôà (ñõåìû) ñ îòìå÷åííûìè äóãàìè è îïðåäåëåíèå çàìêíóòîé äèàãðàììû (îðãðà-
ôà ñî ñïåöèàëüíûìè ñâîéñòâàìè), ïîçâîëÿþùèå îïðåäåëèòü ýêâèâàëåíòíîñòü
äâóõ ñõåì, åñëè ñóùåñòâóþò èõ ìîðôíûå îòîáðàæåíèÿ íà òàêóþ äèàãðàììó.
Îïèðàÿñü íà ýòè ïîíÿòèÿ, Ì. Áåðä ïðåäëîæèë àëãîðèòì, óñòàíàâëèâàþùèé ýê-
âèâàëåíòíîñòü àâòîìàòîâ ñ äâóìÿ ëåíòàìè è çàêëþ÷àþùèéñÿ â ïîñòðîåíèè çà-
ìêíóòîé äèàãðàììû ïî äâóì ñõåìàì.

Íåêîòîðîå îáîáùåíèå àëãîðèòìà Ì. Áåðäà âûïîëíåíî â ðàáîòå [3], ãäå â îòëè-
÷èå îò [2] ñâîéñòâî çàìêíóòîñòè îïðåäåëåíî íå ëîêàëüíî â âåðøèíå äèàãðàììû,
à ñ ïðèâëå÷åíèåì íåêîòîðûõ ïîäãðàôîâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ îäíîëåíòî÷íûå àâòîìàòû.

Â 1991 ã. Ò. Õàðüþ è Þ. Êàðõóìÿêè [4] äîêàçàëè ðàçðåøèìîñòü ïðîáëåìû
ýêâèâàëåíòíîñòè â ìíîæåñòâå àâòîìàòîâ ñ ëþáûì ÷èñëîì ëåíò ñâåäåíèåì çàäà÷è
ê èññëåäîâàíèþ óïîðÿäî÷åííûõ ãðóïï â êîëüöàõ ñ äåëèòåëåì.

Â ðÿäå ðàáîò äîêàçàòåëüñòâà ýêâèâàëåíòíîñòè òàêæå ïîñòðîåíû ñ ïðèâåäåíèåì
ìíîãîëåíòî÷íîãî ÿçûêà ê ãðóïïîâûì èëè ïîëóãðóïïîâûì êîíñòðóêöèÿì [5–7].
Òåõíèêà òàêèõ äîêàçàòåëüñòâ ìàëî ïðèåìëåìà äëÿ ðåøåíèÿ ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ
âîïðîñîâ êîíñòðóèðîâàíèÿ àâòîìàòîâ ñ ìíîãèìè ëåíòàìè, à èìåííî îïòèìèçàöèè,
ïîñòðîåíèÿ ñèñòåìû ïðåîáðàçîâàíèé, íàäåæíîñòè è ò.ï. Ïîýòîìó îñòàâàëèñü àêòó-
àëüíûìè ðàçðàáîòêè ìåòîäîâ ñðàâíåíèÿ àâòîìàòîâ, íå âõîäÿùèå â äðóãèå ìîäåëè
âû÷èñëåíèé. Îäíîé èç òàêèõ ðàáîò ÿâëÿåòñÿ äèññåðòàöèÿ Â.Å. Õà÷àòðÿíà [8], â êî-
òîðîé ðàññìîòðåíû ñòðóêòóðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ àâòîìàòîâ â ãðàôîâîì âèäå è ðå-
øåíû óêàçàííûå ïðîáëåìû äëÿ íåêîòîðûõ ïîäêëàññîâ.

Îáîáùåíèå ââåäåííîãî Ì. Áåðäîì ïîíÿòèÿ çàìêíóòîé äèàãðàììû ïîçâîëèëî
àâòîðó íàñòîÿùåé ñòàòüè â [9] ñôîðìóëèðîâàòü äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíò-
íîñòè ìíîãîëåíòî÷íûõ àâòîìàòîâ ñàìîãî îáùåãî âèäà. Àâòîìàòû ýêâèâàëåíòíû,
åñëè ñóùåñòâóþò èõ ìîðôíûå îòîáðàæåíèÿ íà çàìêíóòóþ äèàãðàììó. Ïðè ýòîì
ïîíÿòèå çàìêíóòîñòè â [9] îòëè÷àåòñÿ îò ïîíÿòèÿ çàìêíóòîñòè, ââåäåííîãî
Ì. Áåðäîì [2]. Ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ òàêîé äèàãðàììû î÷åâèäåí, íî îñíîâíàÿ òðóä-
íîñòü çàêëþ÷àåòñÿ â îáåñïå÷åíèè êîíå÷íîñòè ýòîãî ïðîöåññà, ÷åìó è ïîñâÿùåíà
íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ.
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1. ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÏÎÍßÒÈß

Êàê è â ðàáîòå [9], n-ëåíòî÷íûé äåòåðìèíèðîâàííûé àâòîìàò ïðåäñòàâëåí äà-
ëåå â âèäå ðàçìå÷åííîãî îðãðàôà, íàçûâàåìîãî ñõåìîé. Ïîñëåäíÿÿ åñòü ÷àñò-
íûé ñëó÷àé áîëåå îáùèõ ïîíÿòèé: ïîëóäèàãðàììû è äèàãðàììû.

Îáîçíà÷èì � �1, ,� n ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ êîíå÷íûå àëôàâèòû, à � —
îáúåäèíåííûé àëôàâèò � � �� � �1 � n . Ïîëóäèàãðàììà E íàä àëôàâèòîì � åñòü
÷åòâåðêà E E G� [| | , , , ]� � , ãäå | |E — êîíå÷íîå ìíîæåñòâî âåðøèí (ñîñòîÿíèé),
| | , | |E E� � � �� � — âûõîä, G E E	 
 
[| | \ ] | |{ }� � — ìíîæåñòâî äóã, îòìå-
÷åííûõ ñèìâîëàìè èç àëôàâèòà �. Äâå äóãè, îòìå÷åííûå îäèíàêîâûìè ñèìâîëà-
ìè, áóäåì íàçûâàòü îäíîèìåííûìè. Âûõîä � íå èìååò èñõîäÿùèõ äóã.

Âåðøèíà ñâîáîäíà, åñëè îíà íå ÿâëÿåòñÿ âûõîäîì, íî íå èìååò èñõîäÿùèõ äóã.
Âåðøèíà äåòåðìèíèðîâàíà, åñëè ñèìâîëû ëþáîé ïàðû èñõîäÿùèõ èç íåå äóã îòëè÷íû.

Âåðøèíà k -àëôàâèòíà, åñëè èç íåå èñõîäÿò äóãè, îòìå÷åííûå ñèìâîëàìè èç
k àëôàâèòîâ. Ìîíîàëôàâèòíîé áóäåì íàçûâàòü 1-àëôàâèòíóþ âåðøèíó.

Ïîëóäèàãðàììà, íå èìåþùàÿ ñâîáîäíûõ âåðøèí, íàçûâàåòñÿ áåñòóïèêîâîé.

Äóãó ( , , )X Y G� � óñëîâèìñÿ îáîçíà÷àòü âûðàæåíèåì X Y G� � �� . Ìíî-
æåñòâî âñåõ äóã àëôàâèòà �i , èñõîäÿùèõ èç âåðøèíû M , áóäåì íàçûâàòü êóñòîì
ñ êîðíåì M è îáîçíà÷àòü q Mi ( ). Êóñò q Mi ( ) ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì, åñëè äëÿ ëþáîãî
� ��i êóñò qi ñîäåðæèò äóãó, îòìå÷åííóþ ñèìâîëîì � .

Ïîëóäèàãðàììó íàçîâåì ïîëíîé, åñëè ëþáàÿ åå âåðøèíà ÿâëÿåòñÿ êîðíåì
ïîëíûõ êóñòîâ. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü � � �� �M M M Mk k k0 0 1 1� , äëÿ êîòîðîé
M M Gi i i� � �
� 1 ( , , )i k� �0 1� , åñòü ïóòü èç M 0 â M k . Âåðøèíà N äîñòè-
æèìà èç âåðøèíû M , åñëè ñóùåñòâóåò ïóòü èç M â N .

Òðàññîé A B� � èç íà÷àëüíîé âåðøèíû A â êîíå÷íóþ âåðøèíó B íàçûâàåòñÿ
ïîääèàãðàììà TAB , â êîòîðîé ñóùåñòâóåò ïóòü èç A â B, âêëþ÷àþùèé âñå åå äóãè.

Âåðøèíó M áåñòóïèêîâîé ïîëóäèàãðàììû íàçîâåì îñîáîé, åñëè âûõîä èç
M íåäîñòèæèì.

Ïóòü � ïîðîæäàåò n-êó � �( ) ( , , )� u un1 � , ãäå ñëîâà u un1, ,� àëôàâèòîâ
� �1, ,� n ïîëó÷àþòñÿ èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � âûáîðîì ñèìâîëîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ
àëôàâèòîâ â ïîðÿäêå èõ ñëåäîâàíèÿ. Ïóòè �1 è � 2 ýêâèâàëåíòíû, åñëè � � � �( ) ( )1 2� .

Äâà ïóòè: �1 è � 2 , êîëëèíåàðíû, åñëè n-êè � �( )1 è � �( )2 òàêîâû, ÷òî ñî-
ñòàâëÿþùèå èõ ñëîâà ìîæíî äîïîëíèòü äî ýêâèâàëåíòíûõ.

Äèàãðàììà E åñòü òàêàÿ ïîëóäèàãðàììà E , ó êîòîðîé âñå âåðøèíû äåòåðìè-
íèðîâàíû. Ñõåìà åñòü ïàðà S E OS� ( , ), ãäå E — ïîëíàÿ äèàãðàììà, âñå âåðøèíû
êîòîðîé ìîíîàëôàâèòíû, OS — âõîä ñõåìû.

Îáîçíà÷èì �( )S ìíîæåñòâî ïóòåé ñõåìû S èç OS â � , à òàêæå � [ ( )]� S —
ìíîæåñòâî n-îê, ïîðîæäàåìûõ âñåìè ïóòÿìè èç ìíîæåñòâà �( )S . Äâå ñõåìû: S1
è S 2 , ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà � �[ ( )] [ ( )]� �S S1 2� .

2. ÄÎÑÒÀÒÎ×ÍÛÅ ÓÑËÎÂÈß ÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÎÑÒÈ ÑÕÅÌ

Ïóñòü p M N M Li j� � � � �( , )� � åñòü ïàðà äóã äèàãðàììû E , � i i�� ,
� j j i j� �� � �, . Ïàðà äóã p çàìêíóòà, åñëè â äèàãðàììå E ñóùåñòâóþò äóãè
N Qj� �� è L Qi� �� .

Äóãà g çàìêíóòà ñ ïîëíûì êóñòîì q , åñëè îíà çàìêíóòà ñ ëþáîé äóãîé d q� .

Ïîëíûå êóñòû çàìêíóòû, åñëè ëþáàÿ äóãà îäíîãî êóñòà çàìêíóòà ñî âñåìè
äóãàìè äðóãîãî êóñòà.

Âåðøèíà M çàìêíóòà [9], åñëè â ìíîæåñòâå D âñåõ èñõîäÿùèõ èç M äóã ñó-
ùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäìíîæåñòâ D D D Dm0 1� � � �� , ãäå D0 åñòü
ïîëíûé êóñò è äëÿ ëþáîãî èíäåêñà r r m( )0 1� � � âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ
D D d d D Dr r r r r
 � � �1 , \ (çäåñü äóãà dr çàìêíóòà ñ íåêîòîðûì ïîëíûì êóñòîì
q Dr r	 ). ×àñòíûì ñëó÷àåì çàìêíóòîñòè âåðøèíû ÿâëÿþòñÿ áèíàðíàÿ çàìêíó-
òîñòü, êîãäà âñå êóñòû ïîïàðíî çàìêíóòû. Çàìêíóòîñòü, îòëè÷íóþ îò áèíàðíîé,
áóäåì íàçûâàòü îáîáùåííîé.

Äèàãðàììà E çàìêíóòà, åñëè îíà áåñòóïèêîâà è âñå åå íåîñîáûå âåðøèíû
çàìêíóòû.
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Ìîðôèçìîì f E E: 1 2� èç ïîëóäèàãðàììû E1 â ïîëóäèàãðàììó E2 íàçîâåì
òàêîå îòîáðàæåíèå | | | |E E1 2� , äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿþòñÿ äâà óñëîâèÿ:

( ) ( ) ( )X Y G f X f Y G� � � � � � �� �1 2 è f f( ) ( )� �1 2� .

Â ðàáîòå [9] äîêàçàíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè ñõåì: åñëè äëÿ

çàäàííûõ ñõåì S1 è S 2 ñóùåñòâóåò çàìêíóòàÿ äèàãðàììà E è ìîðôèçìû

s S E1 1: � è s S E2 2: � ïðè âûïîëíåíèè ðàâåíñòâà S O S O1 1 2 2( ) ( )� , òî äàííûå

ñõåìû ýêâèâàëåíòíû.

3. ÎÏÈÑÀÍÈÅ ÀËÃÎÐÈÒÌÀ

Àëãîðèòì ñðàâíåíèÿ ñõåì ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïî äâóì çàäàííûì ñõåìàì ñòðî-
èòñÿ çàìêíóòàÿ äèàãðàììà, «âêëþ÷àþùàÿ» ýòè ñõåìû. Ñóùåñòâåííî ïðèìåíå-
íèå óñëîâèé îáîáùåííîé çàìêíóòîñòè âåðøèí, ÷òî ïîçâîëÿåò èçáåæàòü áåñêî-
íå÷íîãî «ðàçðàñòàíèÿ» äèàãðàììû. Â ïðåäëàãàåìîì àëãîðèòìå âûïîëíÿþòñÿ
äâå ýëåìåíòàðíûå îïåðàöèè íàä äèàãðàììîé: óïàêîâêà äóã è èõ çàìûêàíèå [2].
Îáå îïåðàöèè ïðèìåíÿþòñÿ ê äóãàì, èñõîäÿùèì èç îäíîé âåðøèíû.

Óïàêîâêà ïàðû îäíîèìåííûõ äóã: M N� �� è M L� �� , ñâîäèòñÿ ê îòî-
æäåñòâëåíèþ âåðøèí N è L è ïðèìåíÿåòñÿ ê äóãàì, îòìå÷åííûì îäèíàêîâûìè
ñèìâîëàìè. Óïàêîâêà ëîæíà, åñëè îäíà èç îòîæäåñòâëÿåìûõ âåðøèí ÿâëÿåòñÿ
âûõîäîì, à âòîðàÿ íå ñâîáîäíà.

Çàìûêàíèå ïàðû äóã: d M Ni i� � �� è d M Lj j� � �� , � i i�� , � j j�� ,
i j� , çàêëþ÷àåòñÿ â äîáàâëåíèè äóã g L Pi i� � �� è g N Pj j� � �� è ÿâëÿåò-
ñÿ ëîæíûì, åñëè âåðøèíà N èëè L åñòü âûõîä äèàãðàììû. Äóãè g gi j( ) áóäåì
íàçûâàòü ïðÿìûìè êîïèÿìè äóã-îðèãèíàëîâ d di j( ). Îòíîøåíèå ïðÿìîé êîïèè
îïðåäåëÿåò òðàíçèòèâíîå îòíîøåíèå îðèãèíàë–êîïèÿ íà ìíîæåñòâå âñåõ äóã
ñòðîÿùåéñÿ äèàãðàììû.

Ïîñòðîåíèå çàìêíóòîé äèàãðàììû äëÿ ñõåì S1 è S 2 íà÷èíàåòñÿ îòîæäåñò-
âëåíèåì èõ âõîäîâ O O1 2, è âûõîäîâ � �1 2, . Îòîæäåñòâëåííûå âåðøèíû îáîçíà-
÷èì O è �, âûïîëíèì âñå âîçìîæíûå óïàêîâêè è ïîëó÷åííóþ â ðåçóëüòàòå äèàã-
ðàììó îáîçíà÷èì D0 .

Íàä ýòîé äèàãðàììîé âûïîëíèì îïåðàöèè çàìûêàíèÿ è óïàêîâêè ïî îïðåäå-
ëåííûì äàëåå ïðàâèëàì, ÷òîáû ñäåëàòü ïðîöåññ êîíå÷íûì. Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïî-
ëó÷åííîé äèàãðàììû áóäåì óâåëè÷èâàòü íèæíèé èíäåêñ D0 íà åäèíèöó.

Íàçîâåì ñõåìó S1 çàìûêàåìîé, à ñõåìó S 2 — îñíîâíîé. Ìîðôèçìû ñõåì S1 è
S 2 â òåêóùåé äèàãðàììå Di îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî Im( )s i1 è Im( )s i2 . Îòìåòèì
âåðõíèìè èíäåêñàìè 1 è 2 ñîîòâåòñòâåííî âñå äóãè çàìûêàåìîé è îñíîâíîé ñõåìû è
íàçîâåì èõ áàçîâûìè îðèãèíàëàìè. Ïðèíÿòûå îáîçíà÷åíèÿ äóã áóäåì ïåðåíîñèòü íà
èõ êîïèè, à ïðè óïàêîâêå äóã ñ ðàçëè÷íûìè èíäåêñàìè ñîâìåùåííóþ äóãó îòìå÷àòü

èíäåêñîì 12. Îáîçíà÷èì S i
1 òåêóùóþ ïîääèàãðàììó, äóãè êîòîðîé èìåþò èíäåêñû

1 èëè 12, à S i
2 — ïîääèàãðàììó ñ äóãàìè, èìåþùèìè èíäåêñû 2 èëè 12.

Âûïîëíèì çàìûêàíèå äóã ñõåìû S1 ïî òðàññàì ñõåìû S 2 .
Ïîñëå îòîæäåñòâëåíèÿ âõîäà è âûõîäà ñõåì è âûïîëíåíèÿ âñåõ âîçìîæíûõ

óïàêîâîê äèàãðàììà D0 èìååò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:
a) íåçàìêíóòûå âåðøèíû ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè ïîëíûõ êóñòîâ, ïðèíàäëåæà-

ùèõ çàìûêàåìîé S
0
1 è îñíîâíîé S

0
2 ïîääèàãðàììàì;

á) çàìûêàåìàÿ S
0
1 è îñíîâíàÿ S

0
2 ïîääèàãðàììû ïîëíûå.

Ñ öåëüþ ñäåëàòü àëãîðèòì áîëåå îáîçðèìûì îáúåäèíèì ñîâîêóïíîñòè ýëåìåí-
òàðíûõ îïåðàöèé â âèäå ìîäóëåé, îäíèì èç êîòîðûõ áóäåò çàìûêàíèå äóãè ñ ïîëíûì
êóñòîì M d q[ , ], ãäå d — äóãà, à q — êóñò, èñõîäÿùèå èç îäíîé è òîé æå âåðøèíû.

Åñëè äóãà è êóñò ïðèíàäëåæàò ðàçíûì àëôàâèòàì, òî âûïîëíÿþòñÿ çàìûêà-
íèÿ äóãè d ñî âñåìè äóãàìè êóñòà q , à åñëè îäíîìó è òîìó æå àëôàâèòó, òî âû-
ïîëíÿåòñÿ óïàêîâêà äóãè d ñ îäíîèìåííîé äóãîé êóñòà q .

Ïðè îïèñàíèè øàãîâ àëãîðèòìà èñïîëüçóåì ñïåöèàëüíîå ìíîæåñòâî � (áó-
ôåð), â êîòîðîå áóäåì ïîìåùàòü äóãè çàìûêàåìîé ïîääèàãðàììû è èõ êîïèè,
ïîäëåæàùèå çàìûêàíèþ.
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Ââåäåì ïîíÿòèå «ñëîé çàìûêàíèÿ» êóñòà äóã, îòìå÷åííûõ ñèìâîëàìè àëôà-

âèòà �x . Îáîçíà÷èì � � �x x
* \� àëôàâèò, íå ñîäåðæàùèé ñèìâîëîâ àëôàâèòà �x .

Ñëîé �( , )*C x� èìååò íåêîòîðóþ íà÷àëüíóþ âåðøèíó C è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

îáúåäèíåíèå òðàññ, íà÷èíàþùèõñÿ â ýòîé âåðøèíå è ñîñòîÿùèõ èç äóã, îòìå÷åí-

íûõ ñèìâîëàìè àëôàâèòà �x
* . Âåðøèíû, èç êîòîðûõ èñõîäÿò äóãè, îòìå÷åííûå

ñèìâîëàìè àëôàâèòà �x , ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûìè âåðøèíàìè ñëîÿ.
Çàìûêàíèå êóñòà ïî ñëîþ. Âûáåðåì îäíó èç íåçàìêíóòûõ âåðøèí (ïîëî-

æèì, âåðøèíó A) äèàãðàììû D0 è êóñò q A Sx ( ) �
0
1, èñõîäÿùèé èç A. Îïèøåì

ïðîöåäóðó çàìûêàíèÿ êóñòà q Ax ( ) ñ äóãàìè ñëîÿ �( , )*C x� . Îáîçíà÷èì ýòó ïðîöå-

äóðó Pr [ ( ), ]q Ax � .

Âíà÷àëå áóôåð � ïóñò.

Áàçà èíäóêöèè. Äîáàâèì äóãè êóñòà q Ax ( ) â áóôåð �.

Øàã èíäóêöèè. Âûáåðåì èç áóôåðà � ïðîèçâîëüíóþ äóãó d è âûïîëíèì

ìîäóëü M d q[ , ], ãäå q — ïîëíûé êóñò ñëîÿ �( , )*A x� îñíîâíîé ïîääèàãðàììû.

Åñëè äóãà d è êóñò q ïðèíàäëåæàò ðàçíûì àëôàâèòàì, òî äîáàâèì â áóôåð �
âñå êîïèè äóãè d, à åñëè îäíîìó è òîìó æå, òî âûïîëíèì óïàêîâêó è óäàëèì äóãó

d èç áóôåðà � , åñëè ýòà äóãà çàìêíóòà ñî âñåìè êóñòàìè ñëîÿ �( , )*A x� .

Åñëè êîïèÿ äóãè d «ïîÿâëÿåòñÿ» â âåðøèíå, èç êîòîðîé èñõîäèò åå îðèãèíàë,
òî îíè óïàêîâûâàþòñÿ. Åñëè óïàêîâàííàÿ äóãà çàìêíóòà ñî âñåìè êóñòàìè ñëîÿ

�( , )*A x� , òî îíà óäàëÿåòñÿ èç áóôåðà �.

Êîíåö. Ïðîöåäóðà çàêàí÷èâàåòñÿ, åñëè îäíà èç ýëåìåíòàðíûõ îïåðàöèé îêàçûâàåòñÿ
ëîæíîé èëè áóôåð � ïóñò. Â ïåðâîì ñëó÷àå ñõåìû íåýêâèâàëåíòíû (ñì. äàëåå ðàçä. 4).

Ïðèìåì, ÷òî ïðîöåäóðà Pr [ ( ), ]q Ax � èíèöèèðîâàíà êóñòîì q Ax ( ), à îïèñàí-
íûé àëãîðèòì åñòü èíèöèàöèÿ êóñòà q Ax ( ).

Ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå ïîääèàãðàììà èìååò ñâîéñòâà a) è á), êàê è èñõîä-
íàÿ äèàãðàììà.

Àëãîðèòì ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ øàãîâ.

Øàã 1. Â ïîääèàãðàììå S i
1 íàõîäèì êóñò q Nx ( ), êîòîðûé èñõîäèò èç íåçàì-

êíóòîé âåðøèíû N .

Øàã 2. Ïîìåùàåì êóñò q Nx ( ) â áóôåð è èíèöèèðóåì âûïîëíåíèå ïðîöåäó-

ðû Pr [ ( ), ]q Nx � .

Øàã 3. Ïåðåõîäèì ê øàãó 1.
Îáåñïå÷åíèå êîíå÷íîñòè äèàãðàììû ðàññìîòðåíî â ðàçä. 5.

4. ÊÎÐÐÅÊÒÍÎÑÒÜ ÀËÃÎÐÈÒÌÀ ÇÀÌÛÊÀÍÈß ÑÕÅÌ

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà êîððåêòíîñòè è êîíå÷íîñòè àëãîðèòìà áóäåì èñïîëüçîâàòü
ïîíÿòèå çàìêíóòîñòè òðàññ.

Áàçà èíäóêöèè. Âíà÷àëå îïðåäåëèì ïîíÿòèå «çàìêíóòîñòü äóãè ïî òðàññå».
Ðàññìîòðèì äóãó d O a A� � � , a a�� , è òðàññó T O b C D a E� � � � � � �

c íà÷àëüíûì ó÷àñòêîì T O b C Dn� � � � � �1 äëèíû ( )n �1 , äóãè êîòîðîãî îòìå-
÷åíû ñèìâîëàìè àëôàâèòîâ � �\ a , à äóãà d D a E� � � — ñèìâîëîì a .

Äóãà d O a A� �– çàìêíóòà ïî òðàññå T , åñëè ýòà äóãà è n �1 åå êîïèÿ çàìêíó-
òû ñ äóãàìè ó÷àñòêà Tn�1, à n-ÿ êîïèÿ óïàêîâàíà ñ n-é äóãîé d òðàññû T (ðèñ. 1). (Íà
ðèñ. 1–5 äóãè èçîáðàæåíû ñïëîøíûìè ëèíèÿìè, à òðàññû — øòðèõîâûìè).

Åñëè äóãà d çàìêíóòà ïî òðàññå T , òî ñóùåñòâóåò òðàññà T À b B Ec � � � � � ,
ñîñòîÿùàÿ èç êîïèé äóã òðàññû Tn�1.
Äëÿ äóãè d òðàññ T è Tc âûïîëíÿåòñÿ ñî-
îòíîøåíèå

� � � � � �[ ( )] [ ( )] [ ( )]d T Tc� � , (1)

ãäå ñèìâîë � îáîçíà÷àåò îïåðàöèþ
ïîýëåìåíòíîé êîíêàòåíàöèè n-îê.
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Åñëè äóãà d çàìêíóòà ïî òðàññå T , òî äàííàÿ äóãà çàìêíóòà ïî ëþáîé òðàññå
ñ íà÷àëüíûì ó÷àñòêîì T . Â ýòîì ñëó÷àå â ñîîòíîøåíèè (1) òðàññû Tc è T ïðîäëåâà-
þòñÿ îäíîé è òîé æå òðàññîé. Äóãó d áóäåì íàçûâàòü çàìûêàåìîé, òðàññó T —
îñíîâíîé, à òðàññó Tc — çàìûêàþùåé.

Èç ñîîòíîøåíèÿ (1) ñëåäóåò ñâîéñòâî çàìêíóòîñòè äóãè d ïî òðàññå T : òðàñ-
ñà T ñîäåðæèò äóãó, îòìå÷åííóþ ñèìâîëîì a , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïåðâîé èç äóã,
îòìå÷åííûõ ñèìâîëàìè àëôàâèòà �a .

Èñïîëüçóÿ ïîíÿòèå çàìêíóòîñòè äóãè ïî òðàññå êàê áàçó èíäóêöèè, îïðåäå-
ëÿåì ïîíÿòèå çàìêíóòîñòè òðàññû P ïî òðàññå T .

Èíäóêòèâíîå ïðåäïîëîæåíèå. Ïóñòü çàìûêàåìàÿ òðàññà P O Am � � �

äëèíû m çàìêíóòà ïî îñíîâíîé òðàññå T O Dn � � � è ñóùåñòâóåò çàìûêàþùàÿ
òðàññà T A Dc � � � . Äëÿ ýòèõ òðàññ âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

� � � � � �[ ( )] [ ( )] [ ( )]P T Tm c n� � . (2)

Ïîëîæèì, ÷òî äóãà d A a K� � � íå ïðèíàäëåæèò òðàññå Tc . Ðàññìîòðèì
ñëåäóþùèå ñëó÷àè:

— äóãà d çàìêíóòà ïî òðàññå T A Dc � � � ñ çàìûêàþùåé òðàññîé
� � � �T K Fc (ðèñ. 2, à), îáîçíà÷èì � �T Tn n ;

— äóãà dm çàìêíóòà ïî òðàññå � � � � � � �T T D E a Gn c ( ) ñ çàìûêàþùåé
òðàññîé � � � �T K Gc (ðèñ. 2, á), îáîçíà÷èì T O D E a Gn � � � � � � � .

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïîëîæèì, ÷òî çàìûêàåìàÿ òðàññà P O A a Km
 � � � � �1
çàìêíóòà ïî îñíîâíîé òðàññå Tn ñ çàìûêàþùåé òðàññîé �Tc .

Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâà (1), (2), äëÿ òðàññ P Tm c
 �1, è �Tn ïîëó÷èì

� � � � � �[ ( )] [ ( )] [ ( )]P T Tm c n
 � � � �1 . (3)

Îïèøåì èñïîëüçóåìûå äàëåå ñâîéñòâà çàìûêàþùèõ òðàññ: äóãè çàìûêàþ-
ùåé òðàññû �Tc ÿâëÿþòñÿ êîïèÿìè äóã îñíîâíîé òðàññû �Tn .

Àëãîðèòì, ïðèâåäåííûé â ðàçä. 3, ôàêòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ ïðîöåäóðîé çàìûêà-
íèÿ ìíîæåñòâà òðàññ T ñõåìû S1 ïî âñåâîçìîæíûì òðàññàì ñõåìû S 2 .

Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ òðàññó T Ti � . Çàìûêàíèå èëè óïàêîâêà ëþáîé äóãè d
ýòîé òðàññû ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî çàìûêàíèå èëè
óïàêîâêà õîòÿ áû îäíîé äóãè, ïðåäøåñòâóþùåé äóãå d â ýòîé èëè äðóãîé òðàññå.
À ïîñêîëüêó çàìûêàíèå ñõåì íà÷èíàåòñÿ ñ çàìûêàíèÿ äóã, èñõîäÿùèõ èç âåðøè-
íû O è ïðèíàäëåæàùèõ ðàçëè÷íûì ñõåìàì, çàìûêàíèå ëþáîé äóãè âîçìîæíî,
åñëè âûïîëíåíî çàìûêàíèå õîòÿ áû îäíîé òðàññû, íà÷èíàþùåéñÿ â âåðøèíå O è
çàêàí÷èâàþùåéñÿ â âåðøèíå, èç êîòîðîé èñõîäèò äóãà d.

Îòìåòèì ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ñòðîÿùåéñÿ äèàãðàììû: íà íà÷àëüíîì ýòàïå ìåæäó
âåðøèíàìè òðàññû Ti è ñõåìû S 2 íå èìååòñÿ ïóòåé, íå ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç âåðøèíó O .
Îáîçíà÷èì Im( )ti è Im( )si ìîðôèçìû ñõåì Ti è S 2 ñîîòâåòñòâåííî â äèàãðàììó Dn .

Ïîëîæèì, ÷òî âåðøèíû M ti�| Im( ) | è N si�| Im( ) | îòëè÷íû îò âåðøèíû O.

Òåîðåìà 1. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà òðàññà T M N� � � , ãäå

[| | \ , ] | Im( ) |T M N d{ } � 0 , íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëè â Im( )d0
êîëëèíåàðíûå òðàññû O M� � è O N� � è òðàññà O M� � áûëà çàìêíóòà ïî
òðàññå O N� � .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü. Ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ
çàìêíóòîñòè òðàññ è ñîîòíîøåíèÿ (3).
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Íåîáõîäèìîñòü. Äîïóñòèì, ÷òî ñó-
ùåñòâóåò òðàññà T M N� � � , ãäå
[| | \ , ] | Im( ) |T M N d{ } � 0 . Òàêóþ òðàññó
(ïî àëãîðèòìó) ìîæíî îáðàçîâàòü òîëüêî
ïðè âûïîëíåíèè îïåðàöèè çàìûêàíèÿ
äóãè ïî òðàññå. Ïîëîæèì, ÷òî ýòîé çàìû-
êàåìîé äóãîé ÿâëÿåòñÿ d M M1 1� � �� .
Çà÷èò, ñóùåñòâóåò îñíîâíàÿ òðàññà
M N1 � � , ïî êîòîðîé çàìêíóòà äóãà d1.

Ïðèìåíèì èíäóêöèþ ïî äëèíå çà-
ìûêàåìîé òðàññû M Mn � � . Ïîëîæèì,

÷òî ñóùåñòâóåò îñíîâíàÿ òðàññà M Nn � � , ïî êîòîðîé çàìêíóòà òðàññà
M Mn � � . Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò çàìûêàåìàÿ äóãà d M Mn n n� �� � �1 1 �
è îñíîâíàÿ òðàññà M Nn� � �1 , ïî êîòîðîé ýòà äóãà çàìêíóòà. Òàê êàê âñå çàìûêà-
åìûå òðàññû èñõîäÿò èç âåðøèíû O , ñóùåñòâóåò äóãà d O M S0 1 1� � � �� , ÿâëÿ-

þùàÿñÿ íà÷àëüíîé äóãîé òðàññû O M� � è çàìêíóòîé ïî òðàññå O N� � . �

Òåîðåìà 2. Åñëè îäíà èç ýëåìåíòàðíûõ îïåðàöèé, âûïîëíÿåìûõ ïðè çàìû-
êàíèè äâóõ ñõåì, îêàçûâàåòñÿ ëîæíîé, òî ñõåìû íåýêâèâàëåíòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì âàðèàíò, êîãäà ïðè çàìûêàíèè äâóõ ñõåì:
S1 è S 2 , ëîæíûì îêàçàëîñü çàìûêàíèå äóã, ò.å. â ñòðîÿùåéñÿ äèàãðàììå Dn îáðà-
çîâàëñÿ ôðàãìåíò, ïîêàçàííûé íà ðèñ. 3, ãäå äóãà B b D� � íå ìîæåò áûòü çà-
ìêíóòîé ñ äóãîé B a� � �, òàê êàê èç âûõîäà � íå ìîæåò èñõîäèòü äóãà, êîòî-
ðóþ íåîáõîäèìî äîáàâèòü äëÿ îïåðàöèè çàìûêàíèÿ.

Â îïèñàííîì àëãîðèòìå ñðàâíåíèÿ ñõåì âûïîëíÿþòñÿ çàìûêàíèÿ òðàññ ñõå-
ìû S1 ïî òðàññàì ñõåìû S 2 . Äóãà B a� � � (ñì. ðèñ. 3) ïðèíàäëåæèò ñõåìå S 2 ,
à äóãà B b D� � èìååò â êà÷åñòâå áàçîâîãî îðèãèíàëà äóãó A b C s� � �Im( )1 è
êîîðäèíàòíóþ òðàññó T A B� � � , íå ñîäåðæàùóþ äóã àëôàâèòà �b . Ñîãëàñíî
òåîðåìå 1 êîîðäèíàòíàÿ òðàññà åñòü ðåçóëüòàò çàìûêàíèÿ òðàññû
T O A s1 1� � � �Im ( ) ïî òðàññå T O B s2 2� � � �Im( ). Äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ
òðàññ â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (3) çàïèøåì

� � � � � �[ ( )] [ ( )] [ ( )]T T T2 1� � . (4)

Ïîñêîëüêó òðàññà T íå ñîäåðæèò äóã àëôàâèòà �b , èç ðàâåíñòâà (4) ñëåäóåò, ÷òî
â n-êàõ � �[ ( )]T2 è � �[ ( )]T1 ñëîâà äàííîãî àëôàâèòà ñîâïàäàþò. Îáîçíà÷èì èõ ub .
Îäíàêî ñëîâî àëôàâèòà �b , ïîðîæäåííîå òðàññîé O A b C� � � � ñõåìû S1, ñî-
äåðæèò ñëîâî u bb , òîãäà êàê òðàññà O B a� � � � � ñõåìû S 2 ïîðîæäàåò â òî÷-
íîñòè ñëîâî ub . Ýòî ñâèäåòåëüñòâóåò î íåýêâèâàëåíòíîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ ñõåì.

Âàðèàíò, êîãäà ëîæíîé îêàçûâàåòñÿ îïåðàöèÿ óïàêîâêè, äîêàçûâàåòñÿ àíàëî-

ãè÷íî. �

5. ÊÎÍÅ×ÍÎÑÒÜ ÀËÃÎÐÈÒÌÀ ÇÀÌÛÊÀÍÈß ÑÕÅÌ

Îòìåòèì õàðàêòåðíûå îñîáåííîñòè äèàãðàììû, ïîëó÷åííîé ïðè çàìûêàíèè
ñõåì, åñëè êîëè÷åñòâî åå âåðøèí íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò.

Òåîðåìà 3. Åñëè äèàãðàììà áåñêîíå÷íà, òî îíà ñîäåðæèò ôðàãìåíò ìíîãî-

êðàòíîãî çàìûêàíèÿ ïàðû êîïèé äóã, ó êîòîðûõ êîîðäèíàòíûå òðàññû êàæäîé èç

çàìûêàåìûõ äóã ñîäåðæàò îðèãèíàë äðóãîé äóãè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåñêîíå÷íàÿ äèàãðàììà ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî
âåðøèí, äîáàâëåííûõ â õîäå îïåðàöèè çàìûêàíèÿ äóã. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ïî-
ñòðîåíèè áåñêîíå÷íîé äèàãðàììû âûïîëíÿåòñÿ áåñêîíå÷íîå ÷èñëî çàìûêàíèé
äóã. Îäíàêî êàæäàÿ äóãà åñòü êîïèÿ îäíîé èëè íåñêîëüêèõ äóã äèàãðàììû D0 ,
êîòîðûå áóäåì íàçûâàòü áàçîâûìè. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ïàðà òàêèõ áàçî-
âûõ äóã-îðèãèíàëîâ (íàïðèìåð, äóãè da è db ), êîïèè êîòîðûõ çàìûêàþòñÿ áåñêî-
íå÷íîå ÷èñëî ðàç. Ïîëîæèì, ÷òî äóãà da ïðèíàäëåæèò çàìûêàåìîé ñõåìå, à db
åñòü äóãà îñíîâíîé ñõåìû. Òàêàÿ äèàãðàììà ñîäåðæèò, ïî êðàéíåé ìåðå, äâå áåñ-
êîíå÷íûå (êîîðäèíàòíûå) òðàññû, ñ äóãàìè êîòîðûõ çàìûêàëèñü êîïèè ðàññìàò-
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ðèâàåìûõ áàçîâûõ äóã. Îäíà èç ýòèõ òðàññ ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî êîïèé
äóãè da , à äðóãàÿ — áåñêîíå÷íîå ÷èñëî êîïèé äóãè db .

Ïîñêîëüêó íå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà êîîðäèíàòíûõ
òðàññ, èñõîäÿùèõ èç îäíîé âåðøèíû è íå ÿâëÿþùèõñÿ ïðîäîëæåíèåì îäíà äðóãîé,
áåñêîíå÷íàÿ äèàãðàììà äîëæíà âêëþ÷àòü ôðàãìåíò, â êîòîðîì ñîäåðæèòñÿ áåñêî-
íå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïàð äóã, îðèãèíàëû è êîïèè êîòîðûõ çàìêíóòû. Òàêèì
îáðàçîì, ïðè ôîðìèðîâàíèè òàêîé äèàãðàììû ðåàëèçóåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
îïåðàöèé, â êîòîðîé çàìûêàþòñÿ äóãè, îðèãèíàëû êîòîðûõ çàìûêàëèñü ðàíåå.

Èìåííî ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîðîæäàåò áåñêîíå÷íûå êîîðäèíàòíûå òðàññû. �

Èç òåîðåìû 3 ñëåäóåò ñïîñîá ïðåäîòâðàùåíèÿ áåñêîíå÷íîñòè äèàãðàììû ñ
ïîìîùüþ âûïîëíåíèÿ ñëåäóþùåãî ïðàâèëà: äâå äóãè (ïðåòåíäåíòû íà çàìûêà-
íèå) íå ïîäëåæàò çàìûêàíèþ, åñëè êîîðäèíàòíàÿ òðàññà êàæäîé èç äóã-ïðåòåí-
äåíòîâ ñîäåðæèò îðèãèíàë äðóãîé äóãè è åñëè íå èìååòñÿ âîçìîæíîñòè çàìûêà-
íèÿ âåðøèíû áåç çàìûêàíèÿ ýòèõ äóã.

Ýòî ïðàâèëî íå ïðèìåíÿåòñÿ, åñëè ñóùåñòâóåò êîîðäèíàòíàÿ òðàññà îäíîé èç
äóã, íå ñîäåðæàùàÿ îðèãèíàëà äðóãîé äóãè.

Ñôîðìóëèðîâàííîå ïîëîæåíèå áóäåì íàçûâàòü ïðàâèëîì çàïðåòà. Òàê êàê
â ïàðå çàìûêàåìûõ äóã: da è db , îäíà èç íèõ (ïîëîæèì, da ) ÿâëÿåòñÿ äóãîé èëè
êîïèåé äóãè çàìûêàåìîé ïîääèàãðàììû, à äðóãàÿ db — äóãîé èëè êîïèåé äóãè
îñíîâíîé ïîääèàãðàììû, äàííûå äóãè ïðèíàäëåæàò ïîëíûì êóñòàì qa è qb àë-
ôàâèòîâ �a è �b ñîîòâåòñòâåííî. Ïî îïèñàííîìó àëãîðèòìó êóñòû çàìûêàåìîé
ïîääèàãðàììû èëè èõ êîïèè çàìûêàþòñÿ ñ ïîëíûìè êóñòàìè îñíîâíîé ïîääèàã-
ðàììû èëè èõ êîïèÿìè. Ïîýòîìó çàïðåò íà çàìûêàíèå äóã da è db ðàñïðîñòðàíÿ-
åòñÿ è íà çàìûêàíèå êóñòîâ qa è qb , êîòîðûì ïðèíàäëåæàò ýòè äóãè. Îáåñïå÷å-
íèå êîíå÷íîñòè àëãîðèòìà ñâîäèòñÿ ê ïðîáëåìå çàìûêàíèÿ âåðøèíû, èç êîòîðîé
èñõîäÿò äóãè, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì ïðàâèëà çàïðåòà. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè
ñèòóàöèè, óäîâëåòâîðÿþùåé ýòèì óñëîâèÿì, ñóùåñòâóåò âîçìîæíîñòü çàìûêàíèÿ
ñ èñïîëüçîâàíèåì êðèòåðèÿ îáîáùåííîé çàìêíóòîñòè. Äëÿ ýòîãî èçó÷èì âàðèàí-
òû, êîãäà òàêèå ñèòóàöèè ìîãóò âîçíèêíóòü.

Åñëè êîîðäèíàòíûå òðàññû êàæäîé èç çàìûêàåìûõ äóã íå ñîäåðæàò îðèãèíà-
ëîâ äðóãîé çàìûêàåìîé äóãè, òî òàêîå çàìûêàíèå íàçîâåì ïåðâè÷íûì çàìûêàíè-
åì êîïèé ýòèõ äóã. Íà ðèñ. 4 èçîáðàæåí ôðàãìåíò äèàãðàììû, ñîäåðæàùèé çàìû-
êàíèå äóã d C a Aa � � � è d C b Bb � � � , ÿâëÿþùèõñÿ îðèãèíàëàìè äóã

d C a Aa
1 1 1� � � è d C b B

b
2 1 1� � � . Êîîðäèíàòíàÿ òðàññà äóãè C a A1 1� � ñî-

äåðæèò äóãó C b B� � , à êîîðäèíàòíàÿ òðàññà äóãè C b B1 1� � — äóãó
C a A� � . Ýòîò ôðàãìåíò õàðàêòåðåí òåì, ÷òî ñóùåñòâóåò âåðøèíà (â äàííîì

ñëó÷àå C1), îáùàÿ äëÿ êîîðäèíàòíûõ òðàññ äóã da
1 è d

b
2 . Çäåñü òàêèìè òðàññàìè

ÿâëÿþòñÿ T C a A Ca � � � � � 1 è T C b B Cb � � � � � 1. Çàìûêàíèå ýòèõ òðàññ,
íà÷èíàÿ ñ çàìûêàíèÿ äóã da è db , âîñïðîèçâîäèò èõ êîïèè. Ðåçóëüòàòîì ïîñëåäó-
þùåãî çàìûêàíèÿ ÿâëÿåòñÿ òàêîé æå ôðàãìåíò è ïðîäîëæåíèå ýòîãî ïðîöåññà
ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íûì. Áóäåì íàçûâàòü ïîäîáíûé ôðàãìåíò ðåêóðñèâíûì.

Èç ðèñ. 4 âèäíî, ÷òî ðåêóðñèâíûé ôðàãìåíò ñîñòîèò èç äâóõ òðàññ, èìåþùèõ
îáùèå íà÷àëüíóþ è êîíå÷íóþ âåðøèíû. Ìíîæåñòâî àëôàâèòîâ, ñèìâîëàìè êîòî-
ðûõ îòìå÷åíû äóãè îäíîé èç òðàññ, íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ ìíîæåñòâîì àëôàâèòîâ,
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ñèìâîëàìè êîòîðûõ îòìå÷åíû äóãè äðóãîé òðàññû. Òàê êàê çàìûêàåìûå òðàññû
âñåãäà èìåþò îáùóþ íà÷àëüíóþ âåðøèíó, îáðàçîâàíèå ðåêóðñèâíîãî ôðàãìåíòà
îáóñëîâëåíî íàëè÷èåì îáùåé êîíå÷íîé âåðøèíû ýòèõ òðàññ. Ðàññìîòðèì äâà
âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ îáðàçîâàíèÿ òàêîé âåðøèíû:

— îáðàçîâàíèå âåðøèíû C1 íå çàâèñèò îò çàìûêàíèÿ òðàññ Ta è Tb ;
— îáðàçîâàíèå âåðøèíû C1 ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì çàìûêàíèÿ òðàññ, ñîäåð-

æàùèõ òðàññû Ta è Tb .
Ïîêàæåì, ÷òî â îáîèõ ñëó÷àÿõ ñôîðìóëèðîâàííîå ðàíåå ïðàâèëî çàïðåòà îáåñ-

ïå÷èâàåò êîíå÷íîñòü äèàãðàììû ïðè çàìêíóòîñòè ëþáîé âåðøèíû.

Òåîðåìà 4. Åñëè ðåêóðñèâíûé ôðàãìåíò (ñì. ðèñ. 4) ðåàëèçóåòñÿ îáðàçîâà-
íèåì âåðøèíû C1 íåçàâèñèìî îò çàìûêàíèÿ òðàññ Ta è Tb , òî âûïîëíåíèå ïðàâè-
ëà çàïðåòà áëîêèðóåò ïîâòîðíîå çàìûêàíèå ðåêóðñèâíîé ñòðóêòóðû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî äóãè òðàññû Ta îòìå÷å-

íû âåðõíèì èíäåêñîì 1, à äóãè òðàññû Tb — èíäåêñîì 2. Ïîñêîëüêó òðàññû Ta è
Tb íåýêâèâàëåíòíû, êàê ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèÿ (3), îáùàÿ âåðøèíà C1 íå ìîæåò
áûòü ðåçóëüòàòîì çàìûêàíèÿ ýòèõ òðàññ. Ñëåäîâàòåëüíî, âåðøèíà C1åñòü ðåçóëü-
òàò çàìûêàíèÿ ýêâèâàëåíòíûõ òðàññ, îòëè÷íûõ îò Ta è Tb . Èç îòîæäåñòâëÿåìûõ
ïðè óïàêîâêå âåðøèí îäíà, ïî êðàéíåé ìåðå, ïðèíàäëåæèò îñíîâíîé ïîääèàã-
ðàììå, à âòîðàÿ — çàìûêàåìîé. Ïîýòîìó èç âåðøèíû C1, êðîìå äóã da è db , èñ-

õîäÿò êóñòû q 2 è q1 ñîîòâåòñòâåííî îñíîâíîé è çàìûêàåìîé ïîääèàãðàììû.

Âûïîëíÿÿ ïðàâèëî àëãîðèòìà (2), èñïîëüçóÿ êðèòåðèé çàìêíóòîñòè (3), çàìêíó-

òîñòü âåðøèíû C1 ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñ ïîìîùüþ çàìûêàíèé êóñòîâ q1 è q 2 , äóãè da
1

ñ êóñòîì q 2 è äóãè d
b
2 ñ êóñòîì q1. Òåì ñàìûì ïðåäîòâðàùàåòñÿ çàìûêàíèå äóã da

1 è

d
b
2 , êîòîðîå èíèöèèðóåò î÷åðåäíîå âîñïðîèçâîäñòâî ðåêóðñèâíîãî ôðàãìåíòà. �

Èñïîëüçóÿ ïîíÿòèå çàìêíóòîñòè ïàðû äóã (ñì. ðàçä. 2) êàê áàçó èíäóêöèè,
îïðåäåëÿåì îòíîøåíèå çàìêíóòîñòè òðàññ.

Åñëè ïàðà äóã p d M N d M Li i j j� � � � � � �( , )� � çàìêíóòà, ò.å. ñó-
ùåñòâóþò çàìûêàþùèå äóãè f N Qj j� � �� è f L Qi i� � �� , òî âûïîëíÿåòñÿ
ñîîòíîøåíèå

� � � � � � � �[ ( )] [ ( )] [ ( )] [ ( )]d f d fi j j i� � � .

Èíäóêòèâíîå ïðåäïîëîæåíèå. Ïóñòü çàìêíóòû òðàññû T O Nn � � � è

T O Mm � � � , ò.å. ñóùåñòâóþò çàìûêàþùèå òðàññû Z N Pn � � � è
Z M Pm � � � , äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

� � � � � � � �[ ( )] [ ( )] [ ( )] [ ( )]T Z T Zn n m m� � � , (5)

è ñóùåñòâóåò äóãà d N Ki i� � �� , íå ïðèíàäëåæàùàÿ òðàññå Zn . Ïîëîæèì,
÷òî òðàññà T O N Kn i
 � � � � �1 � çàìêíóòà ñ òðàññîé Tm .

Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ:
1) äóãà di çàìêíóòà ïî òðàññå Zn (ñì. ðàçä. 4);
2) äóãà di è âñå åå êîïèè çàìêíóòû ñî âñåìè äóãàìè òðàññû Zn .
Â ñëó÷àå 1 èç ñîîòíîøåíèÿ (5) è ïîíÿòèÿ çàìêíóòîñòè äóãè ïî òðàññå ñëåäó-

åò ñïðàâåäëèâîñòü ñîîòíîøåíèÿ

� � � � � � � �[ ( )] [ ( )] [ ( )] [ ( )]T Z T Zn n m m
 
� � �1 1 , (6)

ãäå Z K Pn
 � � �1 — çàìûêàþùàÿ òðàññà äëÿ äóãè di è òðàññû Zn .
Â ñëó÷àå 2, êîãäà äóãà di è äóãè òðàññû Zn îòìå÷åíû ñèìâîëàìè íåïåðåñåêà-

þùèõñÿ àëôàâèòîâ, èç âåðøèíû P èñõîäèò äóãà P Li� �� , ÿâëÿþùàÿñÿ êîïèåé
äóãè di , è ñóùåñòâóåò òðàññà Z K Ln
 � � �1 , ñîñòîÿùàÿ èç êîïèé äóã òðàññû Zn .
Â ýòîì ñëó÷àå ñîîòíîøåíèå (6) ïðèíèìàåò âèä

� � � � � � � �[ ( )] [ ( )] [ ( )] [ ( )]T Z T Zn n m m
 
 
� � �1 1 1 , (7)

ãäå Z M P Lm i
 � � � � �1 � .
Èç îïðåäåëåíèÿ çàìêíóòûõ òðàññ è ñîîòíîøåíèé (6) è (7) ñëåäóåò ñïðàâåä-

ëèâîñòü ïðèâåäåííîãî äàëåå óòâåðæäåíèÿ.
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Òåîðåìà 5. Çàìûêàþùèå òðàññû äîïîëíÿþò çàìûêàåìûå äî ýêâèâàëåíòíûõ.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà âåðøèíà C1ïîðîæäàåòñÿ çàìûêàíèåì öèêëîâ è òðàññû
Ta è Tb ÿâëÿþòñÿ èõ ó÷àñòêàìè. Èçó÷èì ñòðóêòóðó äèàãðàììû, îáðàçîâàííóþ ïðè çà-
ìûêàíèè öèêëîâ � � � � � � � �O A B O è � � � � � � � �O E D O (ðèñ. 5).
Íà ýòîì ðèñóíêå äëÿ íàãëÿäíîñòè ó÷àñòêè òðàññ � è �, à òàêæå èõ êîïèè îòìå÷åíû
îäèíàêîâûìè ñèìâîëàìè ãðå÷åñêîãî àëôàâèòà.

Ïîëîæèì, ÷òî òðàññà � ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé, à òðàññà � — çàìûêàåìîé. Òàê
êàê òðàññû êîëëèíåàðíû, ìåæäó ïîðîæäàåìûìè èìè íåïóñòûìè ïàðàìè îäíîàë-
ôàâèòíûõ ñëîâ ( ; ), , ,� �i i i n�1 � , ìîæåò áûòü äâà òèïà îòíîøåíèé: îäíî èç
ýòèõ ñëîâ ïóñòî (ñëó÷àé 1) ëèáî ýòè ñëîâà ñîñòîÿò èç îäèíàêîâûõ ïîäñëîâ (ñëó-
÷àé 2). Ïîëàãàåì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìûõ öèêëàõ ó÷àñòêè A B� � ~ � è
E D� � ~ 	 ìîãóò ïîðîæäàòü ñëîâà ñ îòíîøåíèÿìè âòîðîãî òèïà, à íà÷àëüíûå
è êîíå÷íûå ó÷àñòêè öèêëîâ ãåíåðèðóþò ñëîâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ àëôàâèòîâ.
Çäåñü çíàê ~ îçíà÷àåò, ÷òî íà ðèñ. 5 òðàññà îòìå÷åíà ñèìâîëîì.

Çàìåòèì, ÷òî ðåêóðñèâíàÿ ñòðóêòóðà îáðàçóåòñÿ òîëüêî â ñëó÷àå, åñëè çàìû-
êàåìûìè òðàññàìè ïîðîæäàþòñÿ ñëîâà ñ îòíîøåíèÿìè îáîèõ òèïîâ. Åñëè öèêëû
ñîñòîÿò èç äóã, îòìå÷åííûõ ñèìâîëàìè íåïåðåñåêàþùèõñÿ àëôàâèòîâ, òî â ðå-
çóëüòàòå çàìûêàíèÿ òàêèõ öèêëîâ â íà÷àëüíîé âåðøèíå O ñòðîÿòñÿ òî÷íûå êîïèè
èñõîäíûõ öèêëîâ, êîòîðûå óïàêîâûâàþòñÿ ñ èñõîäíûìè. Åñëè öèêëû ïîðîæäàþò
ñëîâà, ñîñòîÿùèå èç îäèíàêîâûõ ïîäñëîâ, òî îíè ýêâèâàëåíòíû è çàìûêàåìûå
äóãè íå äîñòèãàþò âûõîäà.

Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ òåîðåìû 5 îïèøåì ýòàïû è ðåçóëüòàòû çàìûêàíèÿ
ðàññìîòðåííûõ ðàíåå öèêëîâ, ïðåäñòàâëåííûõ íà ðèñ. 5.

Øàã 1. Çàìûêàíèå òðàññ O A� � ~ 
 è O E� � ~ � îáðàçóåò çàìûêàþùèå

òðàññû E C� � ~ 
 è A C� � ~ � , ÿâëÿþùèåñÿ êîïèÿìè èñõîäíûõ òðàññ.

Øàã 2. Çàìûêàíèå òðàññ E C� � ~ 
 è E D� � ~ 	 ïîðîæäàåò çàìûêàþùèå

òðàññû D C� � 1 ~ 
 è C C� � 1 ~ 	 , à çàìûêàíèå òðàññ A C� � ~ � è
A B� � ~ � — çàìûêàþùèå òðàññû B C� � 1 ~ � è C C� � 1 ~ �.

Øàã 3. Çàìûêàíèå öèêëîâ çàâåðøàåòñÿ çàìûêàíèÿìè òðàññ, èñõîäÿùèõ èç
âåðøèí B è D . Çàìûêàþùèìè òðàññ B C� � 1 ~ � è B O� � ~ � ÿâëÿþòñÿ òðàññà
C E1 � � ~ � è óæå ñóùåñòâóþùàÿ òðàññà O E� � ~ � . Äëÿ òðàññ D C� � 1 ~ 

è D O� � ~ 
 çàìûêàþùèìè ÿâëÿþòñÿ òðàññû C A1 � � ~ 
 è ñóùåñòâóþùàÿ
òðàññà O A� � ~ 
 .

Øàã 4. Â ðåçóëüòàòå ýòèõ ïîñòðîåíèé îáðàçîâàëèñü äâå ïàðû òðàññ: ýêâèâà-
ëåíòíûå C C� � 1 ~ 	 è C C� � 1 ~ �, çàìûêàíèå êîòîðûõ äàåò ïóñòûå çàìûêàþ-
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ùèå òðàññû, è òðàññû C A1 � � ~ 
 è C E1 � � ~ �, ðåçóëüòàòîì çàìûêàíèÿ êîòî-
ðûõ ÿâëÿþòñÿ òðàññû A C� � 2 ~ � è E C� � 2 ~ 
.

Øàã 5. Äëÿ çàìûêàíèÿ âåðøèíû A çàìûêàþòñÿ äóãè A C� � ~ � è

A C� � 2 ~ � äîáàâëåíèåì äóã C C2 4� � ~ � è C C� � 4 ~ �.

Øàã 6. Äëÿ çàìûêàíèÿ âåðøèíû E çàìûêàþòñÿ äóãè E C� � ~ 
 è

E C� � 2 ~ 
 äîáàâëåíèåì äóã C C2 5� � ~ 
 è C C� � 5 ~ 
.

Íà øàãàõ 5 è 6 âûáîð ïàð äóã äëÿ çàìûêàíèÿ ñäåëàí ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ïî
ïðàâèëàì àëãîðèòìà äîëæíû çàìûêàòüñÿ äóãè ñ âåðõíèìè èíäåêñàìè 1 è 2.

Øàã 7. Äëÿ çàìûêàíèÿ âåðøèíû C2 çàìûêàþòñÿ äóãè C C2 4� � ~ � è

C C2 5� � ~ 
 äîáàâëåíèåì äóã C C4 3� � ~ 
 è C C5 3� � ~ � . Òàê êàê òðàññû,

îòìå÷åííûå ñèìâîëàìè 
 è � , çàìûêàþòñÿ ïîâòîðíî, äëÿ èõ äóã óäîâëåòâîðÿåòñÿ

«ïðàâèëî çàïðåòà», ïîýòîìó èõ çàìûêàíèå âûïîëíÿåòñÿ ââèäó îòñóòñòâèÿ äðóãîé

âîçìîæíîñòè çàìûêàíèÿ âåðøèíû C2.

Øàã 8. Òðàññû C C C� � � �4 3 è C C C� � � �5 3 ñîñòàâëÿþò ðåêóðñèâ-

íóþ ñòðóêòóðó, çàìûêàíèå êîòîðîé ìîæåò ïîðîäèòü áåñêîíå÷íóþ äèàãðàììó. Íî
âûïîëíÿÿ ïðàâèëî çàïðåòà, äîñòàòî÷íî çàìûêàòü äóãè òðàññû C C� � 5 ~ 
 ïî
äóãàì òðàññû C C� � 1 ~ �, à äóãè òðàññû C C� � 4 ~ � ïî äóãàì òðàññû
C C� � 1 ~ 	, ÷òî îáåñïå÷èâàåò çàìêíóòîñòü âåðøèíû C .

Çàìåòèì, ÷òî íà êàæäîì ýòàïå âûïîëíÿëèñü çàìûêàíèÿ çàìûêàåìîé è îñíîâ-

íîé òðàññ èëè èõ êîïèé.

Îïèñàííûå ïîñòðîåíèÿ äîêàçûâàþò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 6. Äëÿ öèêëè÷åñêèõ òðàññ èñïîëüçîâàíèå ïðàâèë çàïðåòà áëîêèðóåò

ïîâòîðíîå çàìûêàíèå ðåêóðñèâíîé ñòðóêòóðû.

Òåîðåìû 4 è 6 äîêàçûâàþò âîçìîæíîñòü çàìûêàíèÿ ñõåì òàêèì îáðàçîì,
÷òîáû ïðåäîòâðàòèòü áåñêîíå÷íîñòü äèàãðàììû.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì ïîçâîëÿåò ñðàâíèâàòü ñõåìû íà ýêâèâàëåíòíîñòü,
ïðèìåíÿÿ íàãëÿäíûå ãðàôè÷åñêèå ìåòîäû. Ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì èñïîëü-
çîâàòü ïîäîáíûå ïîñòðîåíèÿ è îáîáùåííîå ïîíÿòèå çàìêíóòîé äèàãðàììû äëÿ
ñîçäàíèÿ ñèñòåìû ïðåîáðàçîâàíèé ñõåìû, ñîõðàíÿþùèõ åå ôóíêöèîíàëüíîñòü,
íî ïîçâîëÿþùèõ âàðüèðîâàòü ÷èñëî ýëåìåíòîâ. Èçó÷åíèå âû÷èñëèòåëüíîé ìî-
äåëè ìíîãîëåíòî÷íîãî àâòîìàòà àêòóàëüíî â ñâÿçè ñ ðàçâèòèåì ìíîãîïîòî÷íûõ
ñåòåâûõ êîíñòðóêöèé, ìåòîäîâ èõ òåñòèðîâàíèÿ è îïòèìèçàöèè.
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