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Àííîòàöèÿ. Èñïîëüçîâàíèå òî÷íûõ øòðàôíûõ ôóíêöèé â ñõåìàõ äåêîìïîçèöèè ïî ïåðå-
ìåííûì äëÿ íåëèíåéíûõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè ïîçâîëÿåò ïðåîäîëåòü ïðîáëåìû, ñâÿçàííûå
ñ íåÿâíûì îïèñàíèåì äîïóñòèìîé îáëàñòè êîîðäèíèðóþùåé çàäà÷è. Ðàññìàòðèâàþòñÿ
âîïðîñû îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé øòðàôíûõ êîýôôèöèåíòîâ ïðè òàêîì ïîäõîäå. Äëÿ ñëó-
÷àÿ, êîãäà ôóíêöèè èñõîäíîé çàäà÷è îïðåäåëåíû íå íà âñåì ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ,
ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü âûïóêëûå ïðîäîëæåíèÿ ôóíêöèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âûïóêëîå ïðîãðàììèðîâàíèå, òî÷íûå øòðàôíûå ôóíêöèè, ìåòîäû
äåêîìïîçèöèè.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ñõåìû äåêîìïîçèöèè ïî ïåðåìåííûì øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ ïðè ðåøåíèè îïòèìèçà-
öèîííûõ çàäà÷, èìåþùèõ ñïåöèàëüíóþ ñòðóêòóðó (ñì., íàïðèìåð, [1–3]). Ïðè ôèêñè-
ðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ ñâÿçûâàþùèõ ïåðåìåííûõ èñõîäíàÿ çàäà÷à áîëüøîé ðàçìåðíîñ-
òè ðàñïàäàåòñÿ íà íåáîëüøèå ïîäçàäà÷è, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ðåøàåòñÿ íåçàâèñèìî.
Îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ïîäçàäà÷ çàâèñÿò îò ïàðàìåòðîâ — ñâÿçûâàþùèõ ïåðåìåí-
íûõ, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ ïðè ðåøåíèè êîîðäèíèðóþùåé çàäà÷è.

Â ñëó÷àå, êîãäà îòäåëüíûå ïîäçàäà÷è ÿâëÿþòñÿ çàäà÷àìè ëèíåéíîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ èëè èìåþò ñïåöèàëüíóþ ñòðóêòóðó, èõ òî÷íûå ðåøåíèÿ ìîãóò
áûòü ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíî. Íà îñíîâå ýòèõ ðåøåíèé âû÷èñëÿþòñÿ
ñóáãðàäèåíòû ôóíêöèé êîîðäèíèðóþùåé çàäà÷è. Åñëè ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ
ñâÿçûâàþùèõ ïåðåìåííûõ ïîäçàäà÷è íå èìåþò ðåøåíèé (ìíîæåñòâî äîïóñòè-
ìûõ òî÷åê ïóñòî), îïðåäåëÿþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ â ïðîñòðàíñòâå
ñâÿçûâàþùèõ ïåðåìåííûõ. Òðóäîåìêîñòü ïîñòðîåíèÿ òàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ
îãðàíè÷åíèé ñîèçìåðèìà ñ çàòðàòàìè íà ïîëó÷åíèå òî÷íûõ ðåøåíèé ïîäçàäà÷.

Äëÿ íåëèíåéíûõ çàäà÷ ñèòóàöèÿ ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ. Îòìåòèì, ÷òî ïî-
ëó÷àòü ìîæíî òîëüêî ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ ïîäçàäà÷. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðèõî-
äèòñÿ èñïîëüçîâàòü �-ñóáãðàäèåíòû ôóíêöèé êîîðäèíèðóþùåé çàäà÷è [4, 5].
Ñ óâåëè÷åíèåì òî÷íîñòè âîçðàñòàåò òðóäîåìêîñòü ðåøåíèÿ ïîäçàäà÷. Íî áîëåå
êðèòè÷åñêèìè ÿâëÿþòñÿ ïðîáëåìû, êîãäà ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ òî÷åê ïîäçàäà÷
ñòàíîâèòñÿ ïóñòûì ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ ñâÿçûâàþùèõ ïåðåìåííûõ è
ïîñòðîèòü äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ îêàçûâàåòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî ñëîæíî.

Ýôôåêòèâíûì ïîäõîäîì äëÿ ïðåîäîëåíèÿ ýòèõ ïðîáëåì ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçî-
âàíèå òî÷íûõ øòðàôíûõ ôóíêöèé [1]. Íà ïðàêòèêå ÷àñòî óäàåòñÿ ïîäîáðàòü êîð-
ðåêòíûå çíà÷åíèÿ øòðàôíûõ êîýôôèöèåíòîâ è óñïåøíî ðåøàòü çàäà÷è. Íî â îá-
ùåì ñëó÷àå ðàçðàáîòêà ìåòîäèê îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé øòðàôîâ ñòàëêèâàåòñÿ
ñ ñóùåñòâåííûìè òðóäíîñòÿìè, ñâÿçàííûìè ñ áîëüøîé ðàçìåðíîñòüþ èñõîäíûõ
çàäà÷. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ íåêîòîðûå âîçìîæíûå ïîäõîäû ê ðå-
øåíèþ òàêèõ ïðîáëåì. Ïðèâîäÿòñÿ îáîáùåíèÿ ðàíåå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòà-
òîâ [11], ïîçâîëÿþùèå îïðåäåëÿòü çíà÷åíèÿ øòðàôîâ áåç ðåøåíèÿ ñëîæíûõ
âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷. Ýòî ñóùåñòâåííî â ñëó÷àå ïðèìåíåíèÿ òî÷íûõ
øòðàôíûõ ôóíêöèé â ñõåìàõ äåêîìïîçèöèè.

Åùå áîëåå ñëîæíîé îêàçûâàåòñÿ ñèòóàöèÿ ñ îãðàíè÷åííûìè îáëàñòÿìè îïðå-
äåëåíèÿ ôóíêöèé, îïèñûâàþùèõ èñõîäíóþ çàäà÷ó. Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ èñïîëüçó-
þòñÿ ýôôåêòèâíûå ïðîöåäóðû âûïóêëîãî ïðîäîëæåíèÿ ôóíêöèé íà âñå
ïðîñòðàíñòâî ïåðåìåííûõ, èçëîæåííûå â [9, 10]. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðàññìîòðå-
íû îñîáåííîñòè òàêîãî èñïîëüçîâàíèÿ â ñõåìàõ äåêîìïîçèöèè ïî ïåðåìåííûì.
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1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Ðàññìîòðèì áëî÷íóþ çàäà÷ó ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñî ñâÿçûâàþ-
ùèìè ïåðåìåííûìè: íàéòè
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Â ñõåìàõ äåêîìïîçèöèè ðåøàåòñÿ ñëåäóþùàÿ (êîîðäèíèðóþùàÿ) çàäà÷à, êî-
òîðàÿ ýêâèâàëåíòíà èñõîäíîé (1), (2): íàéòè
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Èçâåñòíî [1, ðàçä. 5.2], ÷òî � q x( )0 — âûïóêëûå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè. Äëÿ

âû÷èñëåíèÿ ñóáãðàäèåíòîâ ôóíêöèé � q x( )0 èñïîëüçóþòñÿ òî÷íûå ðåøåíèÿ ïîä-

çàäà÷ (3). Ïîäõîäû ê ïîñòðîåíèþ �-ñóáãðàäèåíòîâ ýòèõ ôóíêöèé íà îñíîâàíèè
ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé èçëîæåíû â [4, 5].

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó (3). Ïóñòü çàäàíû òî÷êà x R
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Ïðèâåäåííàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ ïåðåôîðìóëèðîâêîé òåîðåìû 2 èç [4].
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Îáû÷íî òî÷êè x x xq q
m
q

1 2
, , ..., ãåíåðèðóþòñÿ â õîäå ðåøåíèÿ çàäà÷è (3), òî÷êà

x C xq
q� ( )0 — îäíà èç íèõ (íàèëó÷øàÿ äîïóñòèìàÿ). Ïðîáëåìà ïîëó÷åíèÿ äîïó-

ñòèìûõ òî÷åê â õîäå ðåøåíèÿ çàäà÷è (3) ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî ñëîæíîé.

Îñîáûì ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà C xq ( )0 �
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(ñì., íàïðèìåð, [3]) äîïîëíèòåëüíîå îãðàíè÷åíèå âèäà � � � �a x b, 0 0 , êîòîðîìó

äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ñâÿçûâàþùèå ïåðåìåííûå (òî÷êè ìíîæåñòâà W q ). Ñîâî-

êóïíîñòü òàêèõ îãðàíè÷åíèé ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ âåêòîðà x 0 ôîðìèðóåò âíåø-
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ëþáûõ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ, ïðåîäîëåòü ýòè ïðîáëåìû ìîæíî ïðè èñïîëüçîâà-
íèè òî÷íûõ øòðàôíûõ ôóíêöèé äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), (2) (ñì., íàïðèìåð,
[1, ðàçä. 5.2]). Èñõîäíàÿ çàäà÷à ïðè ýòîì ñòàíîâèòñÿ çàäà÷åé áåçóñëîâíîé
îïòèìèçàöèè: íàéòè
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Êîîðäèíèðóþùàÿ çàäà÷à (4) è ïîäçàäà÷è (3) òàêæå îêàçûâàþòñÿ çàäà÷àìè

áåçóñëîâíîé îïòèìèçàöèè. Çäåñü f x x f x xq
q

q
q� �( , ) max , ( , )0 1 00{ } . Êëþ÷åâûì

ïðè òàêîì ïîäõîäå îêàçûâàåòñÿ âîïðîñ îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ

� q . Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî çíà÷åíèÿ � q
i äîëæíû áûòü íå ìåíüøå îïòèìàëü-

íûõ çíà÷åíèé äâîéñòâåííûõ ïåðåìåííûõ çàäà÷è (1), (2) è íå ìîãóò áûòü ïîëó÷å-
íû ïðè ðåøåíèè îòäåëüíûõ ïîäçàäà÷ âèäà (3).

2. ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ ÇÍÀ×ÅÍÈÉ ØÒÐÀÔÍÛÕ ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÎÂ

2.1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ. Äëÿ îïèñàíèÿ ïðåäëàãàåìîãî ïîäõîäà ðàñ-
ñìîòðèì çàäà÷è â ñòàíäàðòíîé ôîðìóëèðîâêå: íàéòè
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íå÷íûå çíà÷åíèÿ ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííûõ.

Óòî÷íåíèå ðåçóëüòàòîâ ñ ó÷åòîì ñòðóêòóðû èñõîäíîé çàäà÷è áóäåò îïèñàíî íèæå.
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Ôóíêöèÿ �� ( )x (ñîîòâåòñòâåííî F x� ( )) íàçûâàåòñÿ òî÷íîé øòðàôíîé ôóíê-
öèåé, åñëè ðåøåíèÿ çàäà÷ (9) è (10) (ñîîòâåòñòâåííî (11)) ñîâïàäàþò.
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Èçâåñòíî [1, òåîðåìû 26 è 27], ÷òî åñëè u i mi
* , , ...,�1 , — îïòèìàëüíûå çíà-

÷åíèÿ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà çàäà÷è (9), òî �� ( )x — òî÷íàÿ øòðàôíàÿ ôóíêöèÿ
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Òî÷íûå øòðàôíûå ôóíêöèè øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ ïðè ðåàëèçàöèè ðàçëè÷-
íûõ àëãîðèòìîâ îïòèìèçàöèè. Ïðè ýòîì äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà
íà êàæäîé èòåðàöèè ðåøàþòñÿ íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå çàäà÷è (íàïðèìåð,
ëèíåàðèçàöèÿ èñõîäíîé çàäà÷è) [1, 6, 8].

Â ïðåäëàãàåìîì íèæå ïîäõîäå òàêæå ôîðìóëèðóåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà-
÷à, îäíàêî äëÿ åå ðåøåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ ýâðèñòè÷åñêèå àëãîðèòìû.

Ñôîðìóëèðóåì â âèäå ëåììû ñëåäóþùåå ïðîñòîå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 1. Ïóñòü ìíîæåñòâî C êîìïàêòíî è çàìêíóòî, çíà÷åíèÿ øòðàôíûõ
êîýôôèöèåíòîâ ôèêñèðîâàíû, çàäàíû ÷èñëî �� 0 è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
òî÷åê x kk , , ,�1 2 � , ñõîäÿùàÿñÿ ê ðåøåíèþ ~x çàäà÷è (10) (èëè ðåøåíèþ çàäà-
÷è (11)). Ïóñòü òàêæå êàæäîé òî÷êå xk ïî íåêîòîðîìó ïðàâèëó P ïîñòàâëåíà â ñî-
îòâåòñòâèå òî÷êà z P x z C kk k k� � �( ), , , ,1 2 � , è âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

� �( ) ( ) || ||x f z z xk k k k� � �0 äëÿ òî÷åê x Ck 
 , k �1 2, ,� , (12)

ãäå � �( ) ( )x x� � (ñîîòâåòñòâåííî � �( ) ( )x F x� ). Òîãäà ~x C� .

Äîêàçàòåëüñòâî î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷è-
òàòü, ÷òî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè z kk , , ,�1 2 � , ñóùåñòâóåò ïðåäåëüíàÿ òî÷êà

z C* � è åñëè ~x C
 , òî f z z x0 ( ) ( ) (~ )* *� �� � ), ò.å. ~x íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì

çàäà÷è (10).

2.2. Èñïîëüçîâàíèå ôóíêöèè F�. Ïóñòü çàäàíû x C
 , ïðàâèëî P R Cn: � .

Îáîçíà÷èì

� �
�

P x
f z z x f x

h x
( , ) max ,

( ) || || ( )

( )
�

� � ��

�

 
 

!

"

#
#�

0 0 0 , ãäå z P x� ( ) , (13)

� � � �P P x x C( ) ( , ):� 
sup{ } . (14)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (11) ïðèìåíÿåòñÿ íåêîòîðûé ñõîäÿ-

ùèéñÿ àëãîðèòì A . Ïîñêîëüêó òî÷íûå øòðàôíûå êîýôôèöèåíòû çàðàíåå íåèç-

âåñòíû, èõ çíà÷åíèÿ áóäåì óòî÷íÿòü (óâåëè÷èâàòü) ïî õîäó ðàáîòû àëãîðèòìà.

Îáîçíà÷èì � k çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà � íà èòåðàöèè k . Äëÿ k �1 çíà÷åíèå

�1 0� ñ÷èòàåòñÿ çàäàííûì. Ïðè ïîñòðîåíèè àëãîðèòìîì A òî÷êè xk íà èòåðàöèè k

èñïîëüçóåòñÿ çíà÷åíèå � k . Åñëè â òî÷êå xk íåðàâåíñòâî (12) âûïîëíÿåòñÿ ïðè

� �� k , ïîëàãàåì � �k k� �1 , â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � � �k P kx R� � �1 ( , ) , ãäå

R � 0 — çàäàííûé ôèêñèðîâàííûé ïàðàìåòð.

Î÷åâèäíî, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ (12) âûïîëíÿþòñÿ, åñëè � � �� P ( ) , è ÷èñëî
óòî÷íåíèé êîýôôèöèåíòîâ � k áóäåò êîíå÷íûì, åñëè � �P ( )� �.

Èñïîëüçîâàíèå øòðàôíûõ ôóíêöèé ñ ñóùåñòâåííî çàâûøåííûìè çíà÷åíèÿ-
ìè øòðàôíûõ êîýôôèöèåíòîâ ïðèâîäèò ê ïðîáëåìàì, ñâÿçàííûì ñ îøèáêàìè
îêðóãëåíèÿ, óõóäøåíèåì ñõîäèìîñòè îïòèìèçàöèîííûõ àëãîðèòìîâ. Ïîýòîìó
âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé ïðàâèëà P ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíà � �P ( ) . Â äàëüíåéøåì áó-
äåì ðàññìàòðèâàòü ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ê ôîðìèðîâàíèþ ïðàâèë P .

Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ îöåíêà âåëè÷èíû � �P ( ) , êîòîðàÿ ìîæåò áûòü äîñòèã-
íóòà ïðè âûáîðå ïîäõîäÿùåãî ïðàâèëà P . Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà èñõîäíàÿ
çàäà÷à (9) ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:

f c x* min ,� � � , (15)

� � � � �a x b i mi i, , , ...,0 1 . (16)
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Ëåììà 2. Ïóñòü çàäà÷à (15), (16) èìååò åäèíñòâåííîå îïòèìàëüíîå ðåøåíèå x * ,

P P R xn� �* *: , îãðàíè÷åíèÿ, àêòèâíûå â òî÷êå x * , ëèíåéíî íåçàâèñèìû,

( , ..., )* *u um1 — îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ äâîéñòâåííûõ ïåðåìåííûõ çàäà÷è (15), (16).

Òîãäà � P i

i

m

u( ) *0

1

�
�
� .

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî èç âûïóêëîñòè ôóíêöèé f h0 ,

ñëåäóåò, ÷òî � P x( , )0 íå âîçðàñòàåò âäîëü ëþáîãî íàïðàâëåíèÿ, èñõîäÿùåãî èç

òî÷êè x * è ëåæàùåãî âíå äîïóñòèìîé îáëàñòè. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî

� � 0 èìååò ìåñòî

� � �P P x h x( ) ( , ): ( )0 0 0� � � �sup{ } sup max ( , ): ( )

0

0
� �

� �
� �

� �{ }P x h x

� � � � �
� �

sup max ( ) ( ): ( ) , ( ) ( )* *

0
0 0 0 0

1
0

� � �
�{ }f x f x h x f x f x

�
�
�

�
�
�

�

� �
� �
sup [ ]* *

0

1

� �
�

�
f f ,

ãäå f f x h x f x f x f x h x� �* *min ( ): ( ) , ( ) ( ) min ( ): (� � � � �{ } {0 0 0 00 ) � �} .

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî, ïîñêîëüêó ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ íà ãðàíèöå

äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà.

Ðàññìàòðèâàÿ f �
* êàê ôóíêöèþ îò çíà÷åíèé ïðàâûõ ÷àñòåé îãðàíè÷åíèé (16),

ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ � ïîëó÷àåì f f ui

i

m

� �* * *� �
�
�

1

. Îòñþäà âûòåêàåò

óòâåðæäåíèå ëåììû.

Î÷åâèäíî, ÷òî âåëè÷èíà � �P ( ) ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ïðàâèëà P . Äëÿ òîãî
÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü � �P ( ) , íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå ïðàâèëà P
äëÿ êàæäîé òî÷êè xk ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è (ïîñòðîåíèå
îïòèìàëüíîãî ïðàâèëà P)

z P x f z z x z Ck k
z

k� � � � �( ) min ( ) || || :arg { }0 � . (17)

Ýòà çàäà÷à, êîíå÷íî, íå ÿâëÿåòñÿ áîëåå ëåãêîé, ÷åì èñõîäíàÿ. Íî ïîñêîëüêó
ïîëó÷àåìîå ðåøåíèå (òî÷êà zk ) èñïîëüçóåòñÿ äëÿ óòî÷íåíèÿ øòðàôíîãî êîýô-
ôèöèåíòà (ïðè íàðóøåíèè óñëîâèé (12)), ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ãðóáûìè ïðè-
áëèæåíèÿìè è èñïîëüçîâàòü ýâðèñòè÷åñêèå àëãîðèòìû. Ýòî ïðèâåäåò ê çàâû-
øåííîìó çíà÷åíèþ � �P ( ) .

Åñëè òî÷êà zk ëåæèò íà ãðàíèöå ìíîæåñòâà C , òî îãðàíè÷åíèå (12) ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå

$ � $ � � �f z p h z p o z xk k k k k k0 ( , ) ( , ) ( || || )� � , (18)

ãäå $ $f z p h z pk k k k0 ( , ), ( , ) — ïðîèçâîäíûå ïî íàïðàâëåíèþ pk ôóíêöèé f h0 ,

â òî÷êå zk ; p x z x zk k k k k� � �( ) || ||/ , o z xk k( || || )� � 0 . Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî

ñëåäóåò èç âûïóêëîñòè ôóíêöèé f h0 , .

Ðàññìîòðèì âîçìîæíûå ïîäõîäû ê îïðåäåëåíèþ ïðàâèëà P. Äëÿ x C
 ,
y C0 � îáîçíà÷èì �C x y( , )0 — òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ îòðåçêà [ , ]x y0 ñ ãðàíèöåé
ìíîæåñòâà C.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ìíîæåñòâî C îãðàíè÷åíî, ôóíêöèÿ f 0 ëèïøèöåâà íà C, çà-

äàíà òî÷êà y C0 � , h y( )0 0� , P x x yC( ) ( , )� � 0 äëÿ x C
 . Òîãäà � �P ( )� �.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì M êîíñòàíòó Ëèïøèöà ôóíêöèè f ,

r y z z C� � �max || || :{ }0 . Ïóñòü x C
 . Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ñèëó âûïóêëîñòè
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ôóíêöèé f è h èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà f x f z0 0( ) ( )� �
�

�

%

&
'

(

)
* + �

f y f z

y z
z x0 0 0

0

( ) ( )

|| ||
|| ||,

h x
h y

y z
z x( )

( )

|| ||
|| ||�

�

�
�0

0

, ãäå z x yC� � ( , )0 .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî f z z x f x
f y f z

y z
0 0

0 0 0

0

( ) || || ( )
( ) ( )

|| ||
� � � �

�

�
�

�

�
  

!

"
#� � #+ � �|| ||z x ( ) || ||M z x� �� ,

ïîëó÷àåì � �
� �

P x
M z x

h x

M

h y
y z( , )

( ) || ||

( )

( )

| ( )|
|| ||�

� �
�

�
� �

0
0 r

M

h y

( )

| ( )|

� �

0

. Îòñþäà ñëå-

äóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
Ïðàâèëî P x x yC( ) ( , )� � 0 ïîçâîëÿåò ñòðîèòü äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíûå ïðî-

öåäóðû óòî÷íåíèÿ øòðàôíîãî êîýôôèöèåíòà, îäíàêî ïðè íåóäà÷íîì âûáîðå òî÷-
êè y0 çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ìîãóò óñòàíàâëèâàòüñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèìè.

Äëÿ óëó÷øåíèÿ êà÷åñòâà ðàññìîòðåííîãî ïðàâèëà P âîçìîæíû äâà ïîäõîäà.
1. Èñïîëüçîâàòü òî÷êó z x yk C k� � ( , )0 êàê íà÷àëüíóþ äëÿ óòî÷íåíèÿ ðåøå-

íèÿ çàäà÷è (17). Áîëåå ïîäðîáíî ýòî áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ ïðè îïèñàíèè ïðèìå-
íåíèÿ ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà â ñõåìàõ äåêîìïîçèöèè.

2. Äëÿ êàæäîé òî÷êè x kk , , ,�1 2 � , âìåñòî íà÷àëüíîé òî÷êè y C0 � èñ-
ïîëüçîâàòü íåêîòîðóþ âñïîìîãàòåëüíóþ òî÷êó y Ck � . Â ýòîì ñëó÷àå ïîëàãàåì
z P x x yk k C k k� �( ) ( , )� . Âîïðîñû âûáîðà âñïîìîãàòåëüíûõ òî÷åê y Ck � äîëæ-
íû ðàññìàòðèâàòüñÿ îòäåëüíî.

2.3. Èñïîëüçîâàíèå ôóíêöèè �� . Ðàññìîòðèì ñõåìó óòî÷íåíèÿ øòðàôíûõ

êîýôôèöèåíòîâ äëÿ ôóíêöèè �� . Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê x kk , , ,�1 2 � ,
ãåíåðèðóåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ àëãîðèòìîì A ïðè ðåøåíèè çàäà÷è (10). Òî÷êè zk ôîð-
ìèðóþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëîì P : z P x z C kk k k� � �( ), , , ,1 2 � Êîýôôè-
öèåíòû � çàðàíåå íåèçâåñòíû è óòî÷íÿþòñÿ (óâåëè÷èâàþòñÿ) ïî õîäó ðàáîòû àë-

ãîðèòìà. Îáîçíà÷èì � � �k
i
k

m
k� ( , ..., ) çíà÷åíèÿ øòðàôíûõ êîýôôèöèåíòîâ íà

èòåðàöèè k, äëÿ k �1 çíà÷åíèÿ �1 0� ñ÷èòàþòñÿ çàäàííûìè. Ïðè ïîñòðîåíèè àë-

ãîðèòìîì A òî÷êè xk íà èòåðàöèè k èñïîëüçóþòñÿ çíà÷åíèÿ � k . Äëÿ òî÷êè xk

ïðîâåðÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (12) ïðè � �� k . Ýòî íåðàâåíñòâî ìîæíî ïðåäñòàâèòü

â âèäå
f x f x f z z xk i

k
i k

i

m

k k k0

1

0( ) ( ) ( ) || ||� � � ��

�
� � � . (19)

Åñëè (19) âûïîëíÿåòñÿ, ïîëàãàåì � �i
k

i
k i m� � �1 1, , ..., . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

îáîçíà÷èì

� � � � �
�

P k
i

i k i i k

i

m

kx f x f x f z( , ) min max : ( ) ( ) ( )� � � ��

�
�0

1

0 | | | | ,z xk k� �
�
�
�

�
�
�

� 0 ,

÷òî ýêâèâàëåíòíî

� �
�

P k
k k k k

i k

i

m
x

f z z x f x

f x

( , ) max ,
( ) || || ( )

( )

�
� � �

�

�
�

0 0 0

1

�

�

�
�

�

�
�

�

�

�
�

�

�
�

, (20)

è îïðåäåëèì

�
� � � �

� �
i
k i

k
i
k

P k i k

P k

x f x

x R

�
�

�
� �

�
1

0, ( , ) ( ) ,

( , )

åñëè èëè

â ïðîòèâíîì i m�

�
�
�

��
1, ..., ,

. (21)

ãäå R � 0 — çàäàííûé ôèêñèðîâàííûé ïàðàìåòð.
Ñðàâíèâàÿ (13) è (20), ïîëó÷àåì � � � �P k P kx x( , ) ( , )� , ò.å. ÷èñëî óòî÷íåíèé

êîýôôèöèåíòîâ � i ïî õîäó ðåøåíèÿ çàäà÷è (10) ñî øòðàôíîé ôóíêöèåé �� ( )x áó-
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äåò êîíå÷íûì, åñëè � �P ( )� �. Âîçìîæíîñòè ïîñòðîåíèÿ ïðàâèëà P, ðàññìîòðåí-
íûå äëÿ ôóíêöèè F�, ïðèìåíèìû òàêæå è äëÿ ôóíêöèè �� .

2.4. Ïàðàìåòðèçàöèÿ îãðàíè÷åíèé. Îïåðàöèÿ ïîñòðîåíèÿ òî÷êè z x yk C k� � ( , )0

äëÿ çàäàííûõ x yk , 0 ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî òðóäîåìêîé. Äëÿ óïðîùåíèÿ ïðîöå-

äóðû óòî÷íåíèÿ øòðàôíûõ êîýôôèöèåíòîâ â öåëîì ïðåäñòàâèì èñõîäíóþ çàäà-

÷ó (9) â ïàðàìåòðèçîâàííîì âèäå: íàéòè

min ( ): ( ){ }f x x C b0 � , (22)

ãäå C b x f x b i m x Ri i
n( ) : ( ) , , ..., ,� � � �{ }1 , bi � 0 , i m� 0, ..., .

Ïóñòü íà÷àëüíàÿ äîïóñòèìàÿ òî÷êà y C0 � ôèêñèðîâàíà è çàäàíî íåêîòîðîå

�� 0 . Îáîçíà÷èì z x� ( ) òî÷êó, ïîëó÷àåìóþ ïðè ñäâèãå íà âåëè÷èíó � èç x â íà-

ïðàâëåíèè y0 :

z x x p� �( ) � � , ãäå p y x y x� � �( ) || ||/0 0 ; (23)

C x C b� ( ) ( )� , ãäå b f z x i mi i� �� ( ( )), , ...,� 1 . (24)

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê x kk , , ,�1 2 � , ãåíåðèðóåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ àëãîðèò-

ìîì ïðè ðåøåíèè çàäà÷è (10) èëè (11). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî åñëè z x Ck� ( ) 
 ,

òî z x x yk C x kk� �
�

( ) ( , )( )� 0 . Ñ ó÷åòîì ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ áóäåì íà èòå-

ðàöèè k óòî÷íÿòü øòðàôíûå êîýôôèöèåíòû íå äëÿ çàäà÷è min ( ):{ }f x x C0 � ,

à äëÿ çàäà÷è min ( ): ( ){ }f x x C xk0 � � . Ïðè ýòîì íåò íåîáõîäèìîñòè èñêàòü òî÷-

êó ïåðåñå÷åíèÿ îòðåçêà [ , ]x yk 0 ñ ãðàíèöåé ìíîæåñòâà C .

Ðàññìîòðèì øòðàôíóþ ôóíêöèþ �
�
� �( , ) ( ) ( ( )x x f x f xk i i

i

m

� � �
�
�0

1

f z xi k
� �( ( )))�

äëÿ ìíîæåñòâà C xk� ( ) è ôóíêöèþ F x x f x h xk�
� �( , ) ( ) ( ( )� � �0 h z xk( ( )))�

� .

Çàìåòèì, ÷òî åñëè z x Ck� ( ) 
 , òî

f z x z x xk k k0 ( ( )) ( ( ), )� �
�

�� � � F z x xk k�
�

�( ( ), ) . (25)

Óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ê ðåøåíèþ èñõîäíîé çàäà÷è ïðèâåäåíû â ñëåäóþùåé
òåîðåìå.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü ìíîæåñòâî C êîìïàêòíî è çàìêíóòî, çíà÷åíèÿ øòðàôíûõ

êîýôôèöèåíòîâ ôèêñèðîâàíû, çàäàíû òî÷êà y C0 � , óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ

Ñëåéòåðà, ÷èñëà �� 0 , �� 0 , ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê x kk , , ,�1 2 � , ñõîäÿùàÿñÿ

ê ðåøåíèþ ~x çàäà÷è (10) (èëè ðåøåíèþ çàäà÷è (11)). Ïóñòü òàêæå äëÿ òî÷åê

x Ck 
 , k �1 2, ,� , âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

� �� ( , ) (~ ) || ~ || , ~ ,x x f z z x z Ck k k k k k� � � 
0 åñëè (26)

� �( ) ( ) || || , ~x f z z x z Ck k k k k� � � �0 åñëè , (27)

ãäå � �( ) ( )x x� � , ��
�
�( , ) ( , )x x x xk k� � (ñîîòâåòñòâåííî � �( ) ( )x F x� ,

��
�
�( , ) ( , )x x F x xk k� ), ~ ( )z z xk k� � , z x yk C k� � ( , )0 . Òîãäà èìååò ìåñòî

óòâåðæäåíèå ~x C� .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ~x C
 . Îáîçíà÷èì ~ (~)z z x� � . Ðàññìîò-

ðèì ñëó÷àé, êîãäà ~z C
 . Î÷åâèäíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê ~zk ñõîäèòñÿ ê ~z .

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî � � � �� �(~ ) (~ ) (~, ~ ) (~, ~ )x z x x z x� � � . Èç (26), (25) âûòåêà-
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åò � �� �(~, ~ ) (~ ) (~, ~ )x x f z z x� �0 , îòêóäà ñëåäóåò � �(~ ) (~ )x z� � 0 , ÷òî ïðîòèâîðå-

÷èò óñëîâèþ îïòèìàëüíîñòè òî÷êè ~x .

Ñëó÷àé ~z C� ñîîòâåòñòâóåò ëåììå 1. Òåîðåìà äîêàçàíà.

2.5. Ó÷åò ñòðóêòóðû èñõîäíîé çàäà÷è. Äëÿ áëî÷íîé çàäà÷è ñî ñâÿçûâàþ-

ùèìè ïåðåìåííûìè (1), (2) îáîçíà÷èì x x q Qq� �( , , ..., )0 ; C x x x Cq
q� �{ : ( , )0 ,

q Q�1, ..., } ; y0 — íà÷àëüíàÿ òî÷êà òàêàÿ, ÷òî f y y q Qq
q1

0
0

0
0 1( , ) , , ...,� � ; xk —

òî÷êà, ïîëó÷åííàÿ íà òåêóùåé èòåðàöèè ïðè ìèíèìèçàöèè øòðàôíîé ôóíêöèè

èñõîäíîé áëî÷íîé çàäà÷è (8); z P xk k� ( ) — òî÷êà, ïîëó÷åííàÿ ïî ïðàâèëó P,

z C kk � �, , ,1 2 �

Íåðàâåíñòâî (19) ïðèíèìàåò âèä

[ ( , ) ( , )] ( , )f x x f x x f z zq k k
q

q
k

q k k
q

q

Q

q k k
q

q

0 0 0

1

0 0� ��

� �
� �

1

Q

k kz x� � ��|| || . (28)

Ñîîòâåòñòâåííî ñîîòíîøåíèå (20) ïðåîáðàçóåòñÿ â ðàâåíñòâî

� �

�

P k

q k k
q

q

Q

k k q k

x

f z z z x f x

( , ) max ,

( , ) || || (

�

� � �
�
�

0

0 0

1

0 0 , )

( , )

x

f x x

k
q

q

Q

q k k
q

q

Q

�

�

�

�

�

�

�

�
�

�

�
�

�

�

�
�

�

�
�

1

0

1

. (29)

Çàäà÷à (17) ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîãî ïðàâèëà P ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

z P xk k� �( )

� � � � �
�
�arg min ( , ) || || : ( , ) , , .

z
q

q

q

Q

k
q

qf z z z x z z C q0 0

1

0 1� .., Q
�
�
�

��

�
�
�

��
. (30)

Ïóñòü íà íåêîòîðîé èòåðàöèè ïðè ðåøåíèè êîîðäèíèðóþùåé çàäà÷è âûïîë-

íåí ïåðåõîä â òî÷êó (çíà÷åíèÿ ñâÿçûâàþùèõ ïåðåìåííûõ) x
k
0 . Îáîçíà÷èì x

k
q ,

q Q�1, ..., , çíà÷åíèÿ áëî÷íûõ ïåðåìåííûõ, ïîëó÷åííûå ê ìîìåíòó ïåðåõîäà

â òî÷êó x
k
0 , x x x q Qk k k

q� �( , , , ..., )0 1 . Åñëè x Ck 
 , ïðîâîäèòñÿ ïîñòðîåíèå òî÷êè

zk (ïðàâèëî P), êîòîðîå áóäåì âûïîëíÿòü ïîñëåäîâàòåëüíî ïî ýòàïàì
q Q� 0, ..., .

Íà ýòàïå q � 0 îïðåäåëèì z x yk C k� � ( , )0 , ïðè ýòîì f z zq k k
q1 0 0( , ) � ,

q Q�1, ..., . Çíà÷åíèÿ ñâÿçûâàþùèõ ïåðåìåííûõ íà ïîñëåäóþùèõ ýòàïàõ èçìå-

íÿòüñÿ íå áóäóò: z z
k k
0 0� .

Íà ýòàïå q Q�1, ..., âûïîëíÿåòñÿ îòäåëüíàÿ îáðàáîòêà áëîêà q. Åñëè

f z zq k k
q1 0 0( , ) � , ïîëàãàåì z z

k
q

k
q� . Â ñëó÷àå f z zq k k

q1 0 0( , )� íàõîäèòñÿ ïðèáëèæåí-

íîå ðåøåíèå çàäà÷è (30) äëÿ áëîêà q . Ñâÿçûâàþùèå ïåðåìåííûå è ïåðåìåííûå
îñòàëüíûõ áëîêîâ ñ÷èòàþòñÿ çàôèêñèðîâàííûìè. Àíàëîãè÷íûå äåéñòâèÿ ïðîâî-
äÿòñÿ ïðè ðåøåíèè ïîäçàäà÷ â ñõåìå äåêîìïîçèöèè ïðè ôèêñèðîâàííûõ
çíà÷åíèÿõ ñâÿçûâàþùèõ ïåðåìåííûõ.

3. ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÍÛÅ ÎÁËÀÑÒÈ ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈß ÔÓÍÊÖÈÉ

Åñëè ôóíêöèè f x xq
i q( , )0 , i � 0 1, , q Q�1, ..., , îïðåäåëåíû íå äëÿ âñåõ çíà÷å-

íèé ïåðåìåííûõ, íåîáõîäèìî ñî÷åòàòü âûïóêëîå ïðîäîëæåíèå ýòèõ ôóíêöèé
íà âñå ïðîñòðàíñòâî ñ èñïîëüçîâàíèåì òî÷íûõ øòðàôîâ. Ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ê
âûïóêëîìó ïðîäîëæåíèþ ôóíêöèé ðàññìàòðèâàëèñü â [10]. Ïðè èñïîëüçîâà-
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íèè â ïðîöåññå ðåøåíèÿ îïòèìè-
çàöèîííûõ çàäà÷ ñóùåñòâåííîé
îêàçûâàåòñÿ òðóäîåìêîñòü ïðåäëà-
ãàåìûõ ïðîöåäóð.

3.1. Âûïóêëûå ïðîäîëæå-
íèÿ. Ïðèâåäåì êðàòêîå îïèñàíèå
ïîäõîäà, èçëîæåííîãî â [9]. Ðàñ-
ñìîòðèì çàäà÷ó: íàéòè

f f x x C* min ( ):� �{ } , (31)

ãäå C x R h xn� � �{ }: ( ) 0 ; f h, :

R Rn � , ��{ } — âûïóêëûå

ôóíêöèè, C — êîìïàêòíîå ìíî-
æåñòâî, C f h� �dom dom .

Ñ÷èòàþòñÿ çàäàííûìè òî÷êà

y C0 � int è ÷èñëî E f y� ( )0 .

Îáîçíà÷èì �C x y( , )0 òî÷êó ïåðå-

ñå÷åíèÿ ëó÷à, èñõîäÿùåãî èç y0 è

ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç x, ñ ãðàíèöåé ìíîæåñòâà C, ãäå x y	 0 . Ïîëîæèì

	 �
�

E C
C

x E f x y E
x y

x y y
( ) ( ( ( , )) )

|| ||

|| ( , ) ||
� � �

�

�
0

0

0 0

, (32)



	

E
E

x
x x C

f x x C
( )

( ), ,

( ), .
�




�

�
�
�

åñëè

åñëè
(33)

Ôóíêöèè f x( ) è 	E x( ) äëÿ îäíîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ïðèâåäåíû íà ðèñ. 1,
ãäå ñïëîøíîé ëèíèåé ïîêàçàíà ôóíêöèÿ f x( ), øòðèõïóíêòèðíîé — ôóíêöèÿ
	

E
x( ), ìíîæåñòâî C — îòðåçîê [ , ]a b .

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ

R x
x y

x y y
C

C

( )
|| ||

|| ( , ) ||
�

�

�
0

0 0�
(34)

åñòü ôóíêöèÿ Ìèíêîâñêîãî (ñì., íàïðèìåð, [7]) äëÿ ìíîæåñòâà C , çàïèñàííàÿ

îòíîñèòåëüíî òî÷êè y0 . Ïðè ýòîì R xC ( ) � 1, åñëè x C� ; R xC ( ) � 1 ïðè x C
 è

R xC ( ) �1, åñëè x ëåæèò íà ãðàíèöå ìíîæåñòâà C.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó


 
E E
nx x R* ( ):� �inf { } . (35)

Ëåììà 3 [9]. Ïóñòü E f� * , òîãäà 
 E f* *.�

Îáîçíà÷èì $f x p( , ) ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèþ f â òî÷êå x ïî íàïðàâëåíèþ p ,

p x
x y

x y
( )

|| ||
�

�

�
0

0

, fr C — ãðàíèöà ìíîæåñòâà C, E x f x f x p x x y( ) ( ) ( , ( )) || ||� � $ + � 0 ,

E E x x C� �inf{ fr }( ): . (36)

Òåîðåìà 4 [9]. Ïóñòü C — çàìêíóòîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî, f — âûïóêëàÿ

ëèïøèöåâà íà C ôóíêöèÿ. Òîãäà E — êîíå÷íî è äëÿ âñåõ E E� ôóíêöèÿ 
 E x( )

âûïóêëàÿ.

Îáîçíà÷èì: g xf ( ) è g xh ( ) — ñóáãðàäèåíòû ôóíêöèé f è h â òî÷êå x.
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Ðèñ. 1

x

by0a0

E

	, f

	
E

x( )

f x( )



Òåîðåìà 5 [9]. Ïóñòü E E� , x x yC� � ( , )0 , x y	 0 . Òîãäà ( ( ), )g x y xh 0 0� 	
è âåêòîð

g g x
E f x g x y x

g x y x
g xf

f

h
h� �

� � � � �

� � �
( )

( ) ( ),

( ),
( )

0

0

(37)

åñòü ñóáãðàäèåíò ôóíêöèè 	E x( ) â òî÷êå x .

Åñëè çíà÷åíèÿ f *, E èçâåñòíû è âåëè÷èíà E óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåì-

ìû 3 è òåîðåìû 4, òî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (35) ìîæíî ïðèìåíèòü ëþáîé àëãîðèòì

ìèíèìèçàöèè âûïóêëûõ ôóíêöèé è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãåíåðèðóåìûõ òî÷åê áó-

äåò ñõîäèòüñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è (31). Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà çíà÷åíèÿ f * è

E íåèçâåñòíû.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (35) èñïîëüçóåòñÿ íåêîòîðûé ñõîäÿ-

ùèéñÿ àëãîðèòì A áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè âûïóêëûõ ôóíêöèé, íà êàæäîé

èòåðàöèè êîòîðîãî âû÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèå ìèíèìèçèðóåìîé ôóíêöèè è åå ñóá-

ãðàäèåíò.

Òåîðåìà 6 [9]. Ïóñòü çàäàíû íåêîòîðîå ÷èñëî �� 0 è âåëè÷èíà E , äëÿ òî÷åê
x Ck 
 , ïîëó÷àåìûõ àëãîðèòìîì A íà èòåðàöèè k k, , ,� 0 1 � , âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

E f xk� �( ) � , (38)

E f x f x p x x yk k k k� � $ + �( ) ( , ( )) || ||0 , (39)

ãäå x y xk C k� � ( , )0 . Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê xk , k � 0 1, ,� , ñõîäèòñÿ
ê ðåøåíèþ çàäà÷è (31).

Åñëè óñëîâèÿ (38), (39) íà íåêîòîðîé èòåðàöèè íàðóøàþòñÿ, òî äëÿ èõ âû-
ïîëíåíèÿ çíà÷åíèå E áóäåì óìåíüøàòü íà âåëè÷èíó íå ìåíåå R , ãäå R � 0 — çà-

äàííûé ïàðàìåòð. Â ñèëó êîíå÷íîñòè f * è E ÷èñëî òàêèõ óòî÷íåíèé âåëè÷èíû E

áóäåò êîíå÷íî, ïîñëå ÷åãî àëãîðèòì ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è (31).
Ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ èçëîæåíû â [9]. Îáîáùåíèÿ

ðàññìîòðåííûõ ïðîäîëæåíèé ôóíêöèé ïðèâåäåíû â [10].

3.2. Èñïîëüçîâàíèå âûïóêëûõ ïðîäîëæåíèé â ñõåìàõ äåêîìïîçèöèè.
Ðàññìîòðèì áëî÷íóþ çàäà÷ó ñî ñâÿçûâàþùèìè ïåðåìåííûìè (1), (2). Ïðåäïîëî-

æåíèå, ÷òî ôóíêöèè f x xq
i q( , )0 , i � 0 1, , q Q�1, ..., , îïðåäåëåíû íå äëÿ âñåõ çíà-

÷åíèé ïåðåìåííûõ, òðåáóåò èñïîëüçîâàíèÿ ïîäõîäîâ, îïèñàííûõ â ðàçä. 3.1.

Áóäåì ñ÷èòàòü çàäàííîé íà÷àëüíóþ òî÷êó y y q Qq
0 0

0� �( , , ..., ) òàêóþ, ÷òî

f y yq
q1

0
0

0
0( , )� , q Q�1, ..., . Îáîçíà÷èì �C

q q
q

x x y y( , , , )0
0
0

0
òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ

ëó÷à, èñõîäÿùåãî èç ( , )y yq
0
0

0
è ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç òî÷êó ( , )x x q0 , ñ ãðàíèöåé

ìíîæåñòâà Cq . Îïðåäåëèì ôóíêöèè 	E
q

q
x x( , )0 , 
 E

q
q

x x( , )0 è R x xC
q

q
( , )0 ïî

àíàëîãèè ñ (32), (33), (34).

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ f x xq
q1 0( , ) îïðåäåëåíà íå ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ïåðå-

ìåííûõ, äëÿ îïèñàíèÿ ìíîæåñòâà Cq áóäåì èñïîëüçîâàòü ôóíêöèþ Ìèíêîâñêîãî

R x xC
q

q
( , )0 . Ðàññìîòðèì çàäà÷ó: íàéòè

F x x
x E

q q

q

Q

q

* min ( , )�
�
�
 0

1

(40)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

( , ) ( , ): ( , ) , , ...,x x C x x R x x q Qq
q

q
C

q
q

0 0 0 1 1� � � �{ } . (41)
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Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 4 äëÿ ôóíêöèè f x xq
q0 0( , ) è ìíîæåñòâà Cq ñó-

ùåñòâóåò êîíå÷íîå Eq òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ E Eq q� ôóíêöèÿ 

E

q q

q

x x( , )0 ,

q Q�1, ..., , âûïóêëàÿ (äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ) . Íà ìíîæåñòâå Cq ôóíê-

öèè f q
0 è 


E

q

q

ñîâïàäàþò. Òàêèì îáðàçîì, ïðè óñëîâèè E Eq q� , q Q�1, ..., , çà-

äà÷à (40), (41) è èñõîäíàÿ çàäà÷à (1), (2) ýêâèâàëåíòíû. Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ óñëîâèÿ

E Eq q� íåîáõîäèìî ïðîâåðÿòü íà êàæäîé èòåðàöèè àíàëîã íåðàâåíñòâà (39).

Äëÿ çàäà÷è (40), (41) ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ òî÷íûå øòðàôíûå ôóíêöèè è ïîä-
õîäû ê îïðåäåëåíèþ çíà÷åíèé øòðàôíûõ êîýôôèöèåíòîâ, èçëîæåííûå â ðàçä. 2.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó (40) áåç îãðàíè÷åíèé (41).

Òåîðåìà 7. Ïóñòü ìíîæåñòâà C x x f x xq
q

q
q� �{ }( , ): ( , )0 1 0 0 âûïóêëû è

çàìêíóòû, ôóíêöèè f q
0 âûïóêëû è ëèïøèöåâû íà Cq , çàäàíà íà÷àëüíàÿ òî÷êà

y y q Qq
0 0

0� �( , , ..., ) , äëÿ êîòîðîé f y yq
q1

0
0

0
0( , )� , q Q�1, ..., . Òîãäà ñóùåñòâó-

åò íàáîð ÷èñåë E E q Qq
* *( , , ..., )� �1 òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáûõ E E q Qq q� �* , , ...,1 ,

ðåøåíèå çàäà÷è (1), (2) ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì çàäà÷è (40).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó (40), (41). Ïóñòü E E Eq q q� �
~

,

q Q�1, ..., , ò.å. çàäà÷è (40), (41) è (1), (2) ýêâèâàëåíòíû. Äëÿ ôóíêöèè

�� 
 �( ) ( ( , ) [ ( , ) ] )~x x x R x x
E

q q
q C

q

q

Q

q
q

� � � �

�
� 0 0

1

1 ñóùåñòâóþò êîýôôèöèåíòû

� q q Q* , , ...,�1 , òàêèå, ÷òî �� ( )x — òî÷íàÿ øòðàôíàÿ ôóíêöèÿ ïðè

� �q q q Q� �* , , ...,1 .

Ïîêàæåì, ÷òî 
 � 

�

~ ~( , ) [ ( , ) ] ( , )
E

q q
q C

q

E

q q

q
q

q q

x x R x x x x0 0 01� � ��

�
.

Äåéñòâèòåëüíî, ïðè ( , )x x Cq
q

0 � ïðàâàÿ è ëåâàÿ ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ ðàâíû

f x xq
q0 0( , ). Ïóñòü ( , )x x Cq

q
0 
 , òîãäà
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"

#
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�
~ ( , )
E

q q

q

x x
�

0 .

Îòñþäà, ïîëàãàÿ E E q Qq q q
* *~

, , ...,� � �� 1 , ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû. �

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Èñïîëüçîâàíèå òî÷íûõ øòðàôíûõ ôóíêöèé â ñõåìàõ äåêîìïîçèöèè ïî ïåðå-
ìåííûì ïîçâîëÿåò ïðåîäîëåòü ìíîãèå ïðîáëåìû, ñâÿçàííûå ñ îòñóòñòâèåì ðå-
øåíèé ïîäçàäà÷ ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ ñâÿçûâàþùèõ ïåðåìåííûõ. Ñóùåñò-
âåííûì ïðè ýòîì îêàçûâàåòñÿ îïðåäåëåíèå çíà÷åíèé øòðàôíûõ êîýôôèöèåí-
òîâ. Äëÿ èõ îöåíêè îáû÷íî èñïîëüçóþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå ëèíåàðèçîâàííûå
çàäà÷è. Îäíàêî äëÿ áëî÷íîé çàäà÷è áîëüøîé ðàçìåðíîñòè òðóäîåìêîñòü ðåøå-
íèÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è ìîæåò áûòü ñîèçìåðèìà ñ òðóäîåìêîñòüþ
ðåøåíèÿ èñõîäíîé.
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Â äàííîé ñòàòüå ðàññìîòðåíû ïîäõîäû, ïîçâîëÿþùèå îöåíèâàòü çíà÷åíèÿ
øòðàôíûõ êîýôôèöèåíòîâ è íå òðåáóþùèå ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷. Äëÿ
èñïîëüçîâàíèÿ ïðåäëîæåííûõ ïîäõîäîâ äîëæíà áûòü èçâåñòíà íà÷àëüíàÿ (âñïî-
ìîãàòåëüíàÿ) äîïóñòèìàÿ òî÷êà èñõîäíîé çàäà÷è, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ
Ñëåéòåðà. Çíà÷åíèå îöåíîê øòðàôíûõ êîýôôèöèåíòîâ ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò
âñïîìîãàòåëüíîé äîïóñòèìîé òî÷êè. Âîïðîñû âûáîðà âñïîìîãàòåëüíûõ òî÷åê
äîëæíû ðàññìàòðèâàòüñÿ îòäåëüíî.

Â ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèè èñõîäíîé çàäà÷è îïðåäåëåíû íå íà âñåì ïðîñòðàí-
ñòâå ïåðåìåííûõ, íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü âûïóêëûå ïðîäîëæåíèÿ ôóíêöèé.
Â ðàáîòå ïðèâåäåíû ýôôåêòèâíûå ïðîöåäóðû òàêîãî ïðîäîëæåíèÿ. Ïîëó÷åííûå
ðåçóëüòàòû áóäóò ïîëåçíû ïðè ðàçðàáîòêå àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ âûïóêëûõ áëî÷-
íûõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè ñî ñâÿçûâàþùèìè ïåðåìåííûìè áîëüøîé ðàçìåðíîñòè.
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