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Àííîòàöèÿ. Ïåðåñòàíîâêà ( , , , )s s sN0 1 1� � ñèìâîëîâ 0 1 1, , ,� N � íàçûâàåòñÿ «õîðîøåé», åñëè

íàáîð ( , , , )t t tN0 1 1� � , ïîñòðîåííûé ñîãëàñíî ïðàâèëó t i s Ni i� � ( ),mod i N� �0 1 1, , ,� ,
òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé. Ïðåäëîæåí ìåòîä óñêîðåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ðåàëèçàöèÿ
êîòîðîãî íà ìíîãîïðîöåññîðíîì êîìïëåêñå ÑÊÈT-4 ïîçâîëÿåò îöåíèòü êîëè÷åñòâî «õîðî-
øèõ» ïåðåñòàíîâîê äëÿ N � 305 ñ îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòüþ, íå ïðåâûøàþùåé 1%.
Ïðèâåäåíû îöåíêè êîëè÷åñòâà «õîðîøèõ» ïåðåñòàíîâîê äëÿ N � 25 35 305, , ,� .

Êëþ÷åâûå ñëîâà: «õîðîøàÿ» ïåðåñòàíîâêà, ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä óñêîðåííîãî ìîäå-
ëèðîâàíèÿ, íåñìåùåííàÿ îöåíêà, âûáîðî÷íàÿ äèñïåðñèÿ, îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü.

Îäíîé èç íàèáîëåå ñëîæíûõ êëàññè÷åñêèõ çàäà÷ äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè, íå

ïîòåðÿâøèõ àêòóàëüíîñòè, ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à ïåðå÷èñëåíèÿ âñåõ ïîëíûõ îòîáðà-

æåíèé íà àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðå ( , )G � [1, 2]. Îòîáðàæåíèå f G G: � íàçû-

âàåòñÿ ïîëíûì, åñëè f ( )� — áèåêöèÿ è îòîáðàæåíèå h x x f x( ) ( )� � òàêæå áè-

åêöèÿ. Â ðàáîòå [3] èññëåäîâàëàñü ñëîæíîñòü ïðîáëåìû íàõîæäåíèÿ êîëè÷åñ-

òâà âñåõ ïîëíûõ îòîáðàæåíèé äëÿ ðàçëè÷íûõ ñòðóêòóð ( , )G � . Äîêàçàíî, ÷òî

äëÿ çàìêíóòûõ ñòðóêòóð ýòà ïðîáëåìà ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé.

Ïóñòü s s s sN� �( , , , )0 1 1� — ïðîèçâîëüíàÿ ïåðåñòàíîâêà ñèìâîëîâ

0 1 1, , ,� N � . Ïîñòðîèì íîâûé íàáîð t t t t N� �( , , , )0 1 1� ñîãëàñíî ïðàâèëó

t i s Ni i� � ( ),mod i N� �0 1 1, , ,� . Åñëè íàáîð t ÿâëÿåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé, òî èñ-

õîäíàÿ ïåðåñòàíîâêà s íàçûâàåòñÿ «õîðîøåé» (äàííûé òåðìèí ââåäåí â [4]). Â ðà-

áîòå [5] òàêîå îòîáðàæåíèå íàçâàíî ñèëüíûì ïîëíûì îòîáðàæåíèåì.

Èñ÷åðïûâàþùèé àíàëèç îñíîâ ïðèìåíåíèÿ «õîðîøèõ» ïåðåñòàíîâîê â êðèï-

òîãðàôèè ïðèâåäåí â [4]; ïðèíöèïû èñïîëüçîâàíèÿ òàêèõ ïåðåñòàíîâîê â ðîòîð-

íûõ øèôðîâàëüíûõ ñèñòåìàõ îïèñàíû â [6].

Íåñìîòðÿ íà ìíîãî÷èñëåííûå ïîïûòêè [4, 7–11], äî ñèõ ïîð íå óäàëîñü íàéòè

àíàëèòè÷åñêèé ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷è íàõîæäåíèÿ êîëè÷åñòâà MN «õîðîøèõ»

ïåðåñòàíîâîê. Èçâåñòíî òîëüêî, ÷òî MN � 0 äëÿ ÷åòíûõ çíà÷åíèé N . Èñïîëüçîâà-

íèå áûñòðûõ ìåòîäîâ íàïðàâëåííîãî ïåðåáîðà è ñîâðåìåííûõ ìíîãîïðîöåññîðíûõ

âû÷èñëèòåëüíûõ êîìïëåêñîâ ïîçâîëèëî âû÷èñëèòü MN äëÿ âñåõ íå÷åòíûõ çíà÷å-

íèé N � 25. Òàê, çíà÷åíèÿ MN äëÿ N � 19 ïðèâåäåíû â [4], äëÿ N � 23 — â [11],

äëÿ N � 25 — â [12]. Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè N íà 2 âðåìÿ âû÷èñëåíèé âîç-

ðàñòàåò íà äâà ïîðÿäêà, ÷òî äåëàåò ìàëîïåðñïåêòèâíûì íàõîæäåíèå òî÷íûõ çíà÷å-

íèé MN ïðè íå÷åòíûõ N � 25 äàæå ïðè áûñòðîì ðàçâèòèè âû÷èñëèòåëüíûõ ìîù-

íîñòåé. Ïîýòîìó îñíîâíîé àêöåíò â èññëåäîâàíèÿõ MN äåëàåòñÿ íà ïðèáëèæåí-

íûõ ìåòîäàõ ðàñ÷åòà, â ÷àñòíîñòè àñèìïòîòè÷åñêèõ è ñòàòèñòè÷åñêèõ. Ñðåäè

áëèçêèõ ïî òåìàòèêå ïóáëèêàöèé îòìåòèì ðàáîòû [13–16].

Ïîñêîëüêó îáùåå êîëè÷åñòâî ïåðåñòàíîâîê ðàâíî N ! , ñôîðìóëèðîâàííàÿ

âûøå äåòåðìèíèðîâàííàÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ M N ýêâèâàëåíòíà âåðîÿòíîñòíîé

çàäà÷å îöåíêè âåðîÿòíîñòè PN òîãî, ÷òî âûáðàííàÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì ïåðåñòà-

íîâêà ÿâëÿåòñÿ «õîðîøåé», â ýòîì ñëó÷àå P M NN N� / ! .

Â ðàáîòàõ [17, 18] äëÿ îöåíêè PN ïðåäëîæåí ïðèíöèïèàëüíî íîâûé ïîäõîä,

îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè àëãîðèòìà óñêîðåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ âåðîÿò-
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íîñòè PN . Ýòîò àëãîðèòì ïîçâîëèë ñòðîèòü íåñìåùåííûå îöåíêè äëÿ PN ïðè

N � 205 ñ îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòüþ, íå ïðåâûøàþùåé 5%. Äàëüíåéøåå ñîâåð-

øåíñòâîâàíèå ìåòîäà (ñì. ñëåäóþùèé ðàçäåë ñòàòüè) ïîçâîëÿåò åù¸ îò 10 äî 100

ðàç ñîêðàòèòü çàòðàòû âðåìåíè íà îöåíêó âåðîÿòíîñòè PN ïðè çàäàííîé îòíîñè-

òåëüíîé ïîãðåøíîñòè. Ñîâìåñòíîå èñïîëüçîâàíèå óñêîðåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è

ìíîãîïðîöåññîðíîãî âû÷èñëèòåëüíîãî êîìïëåêñà ÑÊÈÒ-4 ïðè Èíñòèòóòå êèáåð-

íåòèêè èì. Â.Ì. Ãëóøêîâà ÍÀÍ Óêðàèíû ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü PN ïðè N � 305

ñ îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòüþ 1%. Âåðîÿòíîñòü PN ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

P eN
NN N� �� �

. (1)

Áûëà âûäâèíóòà ãèïîòåçà (ñì. [4]), ÷òî

� N �1 , � N � const ïðè N � 	. (2)

Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé, ïðîâåäåííûõ â íàñòîÿùåé ðàáîòå, ïîêàçûâàþò, ÷òî

ïîëó÷åííûå ñòàòèñòè÷åñêèå äàííûå íå ïðîòèâîðå÷àò ãèïîòåçå (1), (2).

ÌÎÄÈÔÈÖÈÐÎÂÀÍÍÛÉ ÌÅÒÎÄ ÓÑÊÎÐÅÍÍÎÃÎ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈß

Â ðàáîòå [17] ïðåäëîæåí àëãîðèòì óñêîðåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ïîçâîëÿþùèé

íàïðàâëåííûì îáðàçîì ðàçìåùàòü ñèìâîëû 0 1 1, , ,� N � íà îäíîé èç N ïîçè-

öèé (óñîâåðøåíñòâîâàííûé âàðèàíò àëãîðèòìà ñì. [18]). Îñíîâíàÿ öåëü — äî-

áèòüñÿ ñóùåñòâåííîãî âîçðàñòàíèÿ âåðîÿòíîñòè ïîñòðîåíèÿ «õîðîøåé» ïåðå-

ñòàíîâêè. Íåñìåùåííîñòü îöåíêè äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò ñîîòâåòñòâóþùåãî

íîðìèðóþùåãî ìíîæèòåëÿ. Ïðåäëîæåííûé â ýòîì ðàçäåëå ïîäõîä ïîçâîëÿåò åùå

áîëåå ïîâûñèòü äàííóþ âåðîÿòíîñòü. Â òî æå âðåìÿ äîñòèæåíèå çíà÷åíèé âåðîÿò-

íîñòè âûøå 0,8 íåöåëåñîîáðàçíî, ïîñêîëüêó ýòî âåäåò ê çíà÷èòåëüíîìó ðîñòó âû-

÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò. Ïðåäëàãàåìûé íèæå àëãîðèòì ñîñòîèò èç òðåõ ýòàïîâ.

Ââåäåì öåëî÷èñëåííûå ïàðàìåòðû r è m, 1 1� � � �r m N , êîòîðûå â äàëü-

íåéøåì ñ÷èòàåì ôèêñèðîâàííûìè (îá èõ ðàöèîíàëüíîì âûáîðå äàëåå â ýòîì ðàç-

äåëå). Íà ïåðâîì ýòàïå ðàñïîëàãàåì ñèìâîëû íà ïîçèöèÿõ ñ íîìåðàìè

m N, ,� �1. Ïîñêîëüêó âåðîÿòíîñòü ïîëó÷åíèÿ «ïëîõîé» ïåðåñòàíîâêè âåñüìà

ìàëà, èñïîëüçóåì ñàìûé ïðîñòîé (íàèáîëåå áûñòðûé) àëãîðèòì. Ïî ìåðå çàïîë-

íåíèÿ ïîçèöèé ñóùåñòâåííî âîçðàñòàåò âåðîÿòíîñòü ïîëó÷åíèÿ «ïëîõîé» ïåðå-

ñòàíîâêè. Ïîýòîìó íà âòîðîì ýòàïå ïðîâîäèòñÿ áîëåå òùàòåëüíûé àíàëèç â öåëÿõ

îïðåäåëåíèÿ ñèìâîëîâ, êîòîðûå ìîãóò áûòü ðàçìåùåíû íà òåõ èëè èíûõ ïîçèöè-

ÿõ. Ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ àíàëèç, íå ÿâëÿåòñÿ ëè ÷àñòè÷íî çàïîëíåííàÿ ïåðåñòà-

íîâêà òóïèêîâîé, èç êîòîðîé íåëüçÿ ïîëó÷èòü íè îäíîé «õîðîøåé» ïåðåñòàíîâ-

êè. Íà äàííîì ýòàïå çàïîëíÿþòñÿ m r� ïîçèöèé. Íà òðåòüåì ýòàïå (äåòåðìèíèðî-

âàííûé àëãîðèòì) ïîñëåäíèå r ïîçèöèé çàïîëíÿþòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû

ïîëó÷èòü âñå âîçìîæíûå «õîðîøèå» ïåðåñòàíîâêè (îïðåäåëÿåòñÿ êîëè÷åñòâî

«õîðîøèõ» ïåðåñòàíîâîê, êîòîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü èç ÷àñòè÷íî çàïîëíåííîé ïå-

ðåñòàíîâêè, ïîñòðîåííîé íà âòîðîì ýòàïå). Ââåäåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ íîðìèðó-

þùèõ ìíîæèòåëåé ïîçâîëÿåò äîñòè÷ü íåñìåùåííîñòè îöåíêè.

Òåêóùèì ñîñòîÿíèåì ïåðåñòàíîâêè íàçîâåì N -ìåðíûé âåêòîð s s s� ( , ,0 1 �

� , )sN �1 , ãäå s Ni 
 � �{ }1 0 1 1, , , ,� . Çàïèñü si � �1îçíà÷àåò, ÷òî ïîçèöèÿ i åùå íå

çàíÿòà íè îäíèì èç ñèìâîëîâ; åñëè s ki � � 0, òî íà ïîçèöèè i ðàçìåùåí ñèìâîë k.

Ñîñòîÿíèå s íàçîâåì «òóïèêîâûì», åñëè íè ïðè êàêîì ðàçìåùåíèè ñèìâîëîâ èç

ýòîãî ñîñòîÿíèÿ íåëüçÿ ïîëó÷èòü «õîðîøóþ» ïåðåñòàíîâêó.
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Âåëè÷èíà � i s( ) ÿâëÿåòñÿ èíäèêàòîðîì òîãî, ÷òî ïðè ñîñòîÿíèè s i-é ñèìâîë

óæå ðàñïîëîæåí íà îäíîé èç ïîçèöèé âåêòîðà s, � j s( ) — èíäèêàòîð òîãî, ÷òî

ïðè ñîñòîÿíèè s j-é ñèìâîë óæå ðàñïîëîæåí íà îäíîé èç ïîçèöèé âåêòîðà t .

Â ïðèâåäåííîì íèæå àëãîðèòìå ñòðîèòñÿ îöåíêà �PN 1 â îäíîé ðåàëèçàöèè äëÿ

âåðîÿòíîñòè PN . Çàìåòèì, ÷òî ãåíåðèðîâàíèå íåçàâèñèìûõ ðàâíîìåðíî ðàñïðå-

äåëåííûõ íà [ , ]0 1 ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíîé

òåõíèêè ïîñòðîåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë.

Ýòàï 1 (àëãîðèòì òåëåôîííîãî äèñêà).

1. Ïîëîæèì �PN 1 1� — íà÷àëüíîå çíà÷åíèå îöåíêè. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè

â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ s ìîæíî âûáðàòü: s � � �( , , , )0 1 1� , � i s( ) � 0,

� j s( ) � 0, i j N, , ,� �1 1� , � 0 1( )s � , �0 1( )s � .

2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî l (íîìåð ïîçèöèè) ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèíèìàåò çíà÷å-

íèÿ m m N� � �1 2 1, , ,� . Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî ñèìâîëîâ, êîòîðûå ìîæíî ðàñ-

ïîëîæèòü íà ïîçèöèè l :

A s i s sl i k( ) : ( ) , ( )� � �{ � �0 0, k l i N� � ( )mod }. (3)

Îáîçíà÷èì | ( )|A sl êîëè÷åñòâî ñèìâîëîâ âî ìíîæåñòâå A sl ( ). Åñëè

| ( )|A sl � 0, òî ýòàï 1 (âìåñòå ñ íèì è àëãîðèòì) îêîí÷åí è â êà÷åñòâå îöåíêè èìå-

åì �PN 1 0� (â ýòîé ðåàëèçàöèè íå óäàëîñü ïîñòðîèòü «õîðîøåé» ïåðåñòàíîâêè).

Åñëè | ( )|A sl � 0 , òî ñ âåðîÿòíîñòüþ
1

| ( )|A sl

âûáèðàåì îäèí èç ñèìâîëîâ ìíîæåñ-

òâà A sl ( ). Åñëè ýòî ñèìâîë i, òî ïîëàãàåì

� : � | ( )|
P P

A s

N m l
N N

l
1 1�

� �
, s il � , � i �1 , �k �1 ,

ãäå k l i N� � ( )mod (ñèìâîë :� îçíà÷àåò, ÷òî íîâîå çíà÷åíèå �PN 1 âû÷èñëÿåòñÿ

êàê ïðîèçâåäåíèå ñòàðîãî çíà÷åíèÿ �PN 1 íà ñîîòâåòñòâóþùèé ìíîæèòåëü). Çà-

ìåòèì, ÷òî N m l� � — ýòî êîëè÷åñòâî ñèìâîëîâ, êîòîðûå åùå íå áûëè ðàçìå-

ùåíû ïðè ñîñòîÿíèè s. Óâåëè÷èâàÿ l íà åäèíèöó, ïîâòîðÿåì øàã 2 àëãîðèòìà

äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäåò çàïîëíåíà ( )N �1 -ÿ ïîçèöèÿ.

Ýòàï 2 (àëãîðèòì íàïðàâëåííîãî ïåðåáîðà).

Ïóñòü s — íåêîòîðîå ñîñòîÿíèå, â êîòîðîì íåçàïîëíåííûìè ÿâëÿþòñÿ L

ïîçèöèé. Äàííîìó ñîñòîÿíèþ îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò âåêòîð W ñëåäóþùåé

ñòðóêòóðû:

W L L
L L

L

� ( , , , , ; ; , , , , )( ) ( ) ( ) ( )� � � � � � � �
� �1 1 1

1 1
11

� � � , (4)

ãäå � �1, ,� L — íîìåðà íåçàïîëíåííûõ ïîçèöèé, � l — êîëè÷åñòâî ñèìâîëîâ,

êîòîðûå ìîãóò áûòü ðàçìåùåíû íà ïîçèöèè � l , à � �
�1

( ) ( ), ,l l

l

� — ñàìè ñèìâîëû.

Â äàëüíåéøåì èìåííî âåêòîð W áóäåò õàðàêòåðèçîâàòü òåêóùåå ñîñòîÿíèå ïå-

ðåñòàíîâêè. Àëãîðèòì íà ýòàïå 2 ôîðìóëèðóåì ñëåäóþùèì îáðàçîì.

1. Åñëè s — ñîñòîÿíèå, ïîñòðîåííîå â ðåçóëüòàòå ðàáîòû àëãîðèòìà íà ýòàïå 1,

òî ôîðìèðóåì âåêòîð W âèäà (4), ãäå L m� , ( , , ) ( , , )� �1 1� �L m� .
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ñëó÷àå,

ñëó÷àå,



2. Ïóñòü W — òåêóùåå ñîñòîÿíèå. Âû÷èñëÿåì l L
* min , ,� arg { }� �1 � (åñëè

ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ íà íåñêîëüêèõ çíà÷åíèÿõ { }� j , òî âûáèðàåì íàèìåíüøåå
çíà÷åíèå j). Åñëè � l* � 0, òî íè îäèí èç ñèìâîëîâ íå ìîæåò áûòü ðàñïîëîæåí íà
ïîçèöèè l*. Â ýòîì ñëó÷àå ýòàï 2 (à òàêæå àëãîðèòì) îêîí÷åí è â êà÷åñòâå îöåíêè

èìååì �PN 1 0� (â ýòîé ðåàëèçàöèè íå óäàëîñü ïîñòðîèòü «õîðîøåé» ïåðåñòà-

íîâêè). Åñëè � l* � 0, òî ñ âåðîÿòíîñòüþ
1

� l*

âûáèðàåì îäèí èç ñèìâîëîâ

� �
�1

( *) ( *), ,
*

l l

l

� . Åñëè èì ÿâëÿåòñÿ ñèìâîë i, òî ðàñïîëàãàåì åãî íà ïîçèöèè � l* è

ñòðîèì íîâîå ñîñòîÿíèå W ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ïîçèöèÿ � l* óæå çàíÿòà. Êðîìå

òîãî, èñêëþ÷àþòñÿ èç ðàññìîòðåíèÿ âñå � j
l( ) òàêèå, ÷òî � j

l i( ) � ëèáî � �j
l

l
( ) � �

� �i Nl� * ( )mod . Ïðè ýòîì ïåðåñ÷èòûâàåì íîðìèðóþùèé ìíîæèòåëü:

� : � *P P
L

N N
l

1 1�
�

.

Àëãîðèòì øàãà 2 ýòàïà 2 ïîâòîðÿåì m r� ðàç. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñîñòîÿ-

íèå W âèäà (4), â êîòîðîì áóäåò ðîâíî L r� íåçàïîëíåííûõ ïîçèöèé.

Ýòàï 3 (äåòåðìèíèðîâàííûé àëãîðèòì ïåðå÷èñëåíèÿ âñåõ «õîðîøèõ» ïåðå-

ñòàíîâîê, êîòîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü èç ñîñòîÿíèÿ W ). Êàæäîå ñîñòîÿíèå âèäà (4)

ìîæåò ïîðîæäàòü íå áîëåå l* íîâûõ ñîñòîÿíèé (íåêîòîðûå èç ýòèõ ñîñòîÿíèé ìî-
ãóò îêàçàòüñÿ òóïèêîâûìè). Âíîâü ïîëó÷åííûå ñîñòîÿíèÿ ïîðîæäàþò ðÿä íîâûõ
ñîñòîÿíèé è ò.ä. Äàííûé ðåêóððåíòíûé àëãîðèòì ïîâòîðÿåòñÿ r �1 ðàç. Åñëè íà
îäíîì èç ïðîìåæóòî÷íûõ øàãîâ àëãîðèòìà âñå ñîñòîÿíèÿ îêàæóòñÿ òóïèêîâûìè,

òî �PN 1 0� . Åñëè óäàëîñü ïðîéòè âñå r –1 øàãîâ, òî ïîëó÷àåì R � 0 ñîñòîÿíèé

(â äàííîé ðåàëèçàöèè ïîñòðîåíî R «õîðîøèõ» ïåðåñòàíîâîê). Â ýòîì ñëó÷àå àë-
ãîðèòì îêîí÷åí è â êà÷åñòâå íåñìåùåííîé îöåíêè, ïîñòðîåííîé â îäíîé ðåàëèçà-
öèè äëÿ PN , âûáèðàåì

� : �

!
P P

R

r
N N1 1� �

(âî âñåõ ñëó÷àÿõ ïðè ïîñòðîåíèè îöåíêè �PN 1 èñïîëüçîâàëîñü êëàññè÷åñêîå

îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè, ïîýòîìó îöåíêà ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííîé).

Îïèñàííûé àëãîðèòì çàâèñèò îò äâóõ ïàðàìåòðîâ: r è m, 1 1� � � �r m N .
Ôàêòè÷åñêè êàæäàÿ ïàðà ( , )r m îïðåäåëÿåò ñâîé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ íåñìåùåí-
íîé îöåíêè. Ïîýòîìó ïîñòðîåíèå îöåíîê äëÿ PN ïðè ðàçëè÷íûõ ( , )r m ñëóæèò äî-
ïîëíèòåëüíîé ïðîâåðêîé äîñòîâåðíîñòè ðåçóëüòàòà. Èçâåñòíî, ÷òî âðåìÿ, íåîá-
õîäèìîå íà ïîñòðîåíèå íåñìåùåííîé îöåíêè ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ, ïðîïîðöèî-
íàëüíî ïðîèçâåäåíèþ ñðåäíåãî âðåìåíè îäíîé ðåàëèçàöèè íà äèñïåðñèþ îöåíêè.
Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî âûáîðà r è m ñîñòîèò â ìèíèìèçàöèè äàííîãî ïðîèçâåäå-
íèÿ. Ïîñêîëüêó ñ âîçðàñòàíèåì êàê r, òàê è m óâåëè÷èâàåòñÿ âåðîÿòíîñòü ïîñòðî-
åíèÿ õîòÿ áû îäíîé «õîðîøåé» ïåðåñòàíîâêè, ëîãè÷íî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî äèñ-
ïåðñèÿ îöåíêè ìîíîòîííî íå âîçðàñòàåò ïî r è m. Â òî æå âðåìÿ ñ óâåëè÷åíèåì
êàê r, òàê è m âîçðàñòàåò îáúåì îáðàáàòûâàåìîé èíôîðìàöèè, à ñëåäîâàòåëüíî,
è ñðåäíåå âðåìÿ îäíîé ðåàëèçàöèè. Åùå îäíà ïðèíöèïèàëüíàÿ ñëîæíîñòü îïðåäå-
ëåíèÿ îïòèìàëüíûõ çíà÷åíèé r è m ñîñòîèò â òîì, ÷òî òî÷íîå çíà÷åíèå äèñïåðñèè
îöåíêè íåèçâåñòíî, ïîýòîìó ïðèõîäèòñÿ èñïîëüçîâàòü âûáîðî÷íóþ äèñïåðñèþ,
êîòîðàÿ íå îòëè÷àåòñÿ îñîáîé óñòîé÷èâîñòüþ. Ïðàêòè÷åñêîé ðåêîìåíäàöèåé ÿâ-
ëÿåòñÿ ïðîâåäåíèå ïðåäâàðèòåëüíûõ âû÷èñëåíèé (ïðè îòíîñèòåëüíî íåáîëüøîì
êîëè÷åñòâå ðåàëèçàöèé), ïîçâîëÿþùèõ íàéòè çíà÷åíèÿ r è m, áëèçêèå ê îïòè-
ìàëüíûì. Çàòåì äëÿ íåñêîëüêèõ ïàð ( , )r m íóæíî ïîñòðîèòü îöåíêè ñ çàäàííîé
òî÷íîñòüþ è âûáðàòü òó ïàðó, äëÿ êîòîðîé çàòðà÷åííîå âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëü-
íûì. Ïðè ýòîì ìîæíî óñòàíîâèòü îïðåäåëåííóþ çàêîíîìåðíîñòü âûáîðà r è m
â çàâèñèìîñòè îò N . Äàííûé ïîäõîä èñïîëüçîâàí ïðè ïîëó÷åíèè ÷èñëåííûõ äàí-
íûõ, ïðèâåäåííûõ â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.
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×ÈÑËÅÍÍÛÅ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ

Ïðåäñòàâèì îöåíêè âåðîÿòíîñòè PN , N � 25 35 305, , ,� , ïîñòðîåííûå îïèñàí-

íûì âûøå ìåòîäîì íà ìíîãîïðîöåññîðíîì âû÷èñëèòåëüíîì êîìïëåêñå

ÑÊÈÒ-4 (òàáë. 1). Âñå îöåíêè ïîñòðîåíû ñ èñïîëüçîâàíèåì òîëüêî 20 ïðîöåñ-

ñîðîâ. Îáîçíà÷èì:

	 — îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü îöåíêè (â ïðîöåíòàõ);

r m, — ïàðàìåòðû ìåòîäà, ïðè êîòîðûõ ïîñòðîåíû îöåíêè;
�PN è �M N — îöåíêè, ïîñòðîåííûå äëÿ PN è M N ñ äîñòîâåðíîñòüþ 0,99 è

îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòüþ 	;
�C N — îöåíêà îòíîñèòåëüíîé ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîé ïîãðåøíîñòè (îòíîøå-

íèå êîðíÿ âûáîðî÷íîé äèñïåðñèè ê îöåíêå �PN );

�K N — îöåíêà ÷àñòîòû «óñïåøíûõ ðåàëèçàöèé», ò.å. îöåíêà ïðîïîðöèè êî-

ëè÷åñòâà ðåàëèçàöèé, â êîòîðûõ óäàëîñü ïîñòðîèòü «õîðîøèå» ïåðåñòàíîâêè

(â ïðîöåíòàõ);
�TN — âðåìÿ, çàòðà÷åííîå ñóïåðêîìïüþòåðîì ÑÊÈÒ-4 íà ïîñòðîåíèå

îöåíêè �PN ; íàïðèìåð, çàïèñü ww xx yy zz: : : îçíà÷àåò, ÷òî áûëî èñïîëüçîâàíî

ww ñóòîê, xx ÷àñîâ, yy ìèíóò è zz ñåêóíä.
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N 	, % r m
�PN

�M N
�C N

�K N , % �TN

25 0,01 9 12 2 682 10 9, � � 4 161 1016, � 1,39 62,3 19,51

35 0,01 11 15 2 008 10 12, � � 2 075 1027, � 1,89 50,9 01:08:48

45 0,01 12 20 1 326 10 17, � � 1 586 1039, � 2,55 40,5 02:57:48

55 0,01 14 22 8 117 10 22, � � 1 031 1052, � 2,97 39,1 06:54:23

65 0,01 15 26 4 727 10 26, � � 3 899 1065, � 3,70 33,1 13:42:18

75 0,03 16 28 2 660 10 30, � � 6 600 1079, � 4,81 25,1 02:59:05

85 0,03 17 33 1 453 10 34, � � 4 094 1094, � 5,49 24,6 05:20:13

95 0,03 18 35 7 800 10 39, � � 8 057 10109, � 6,63 20,4 09:12:43

105 0,03 19 39 4 117 10 43, � � 4 452 10125, � 7,48 19,9 15:14:42

115 0,03 20 45 2 137 10 47, � � 6 250 10141, � 7,54 22,0 21:51:40

125 0,03 21 50 1104 10 51, � � 2 078 10158, � 8,65 23,2 01:15:08:35

135 0,1 22 53 5 604 10 56, � � 1 508 10175, � 9,66 22,9 05:41:57

145 0,1 23 53 2 831 10 60, � � 2 279 10192, � 10,61 20,1 08:11:03

155 0,1 23 65 1 414 10 64, � � 6 773 10209, � 13,06 18,0 12:32:45

165 0,1 24 69 7 060 10 69, � � 3 829 10227, � 13,00 19,4 16:23:12

175 0,1 25 71 3 519 10 73, � � 3 957 10245, � 13,74 19,9 23:43:02

185 0,1 26 72 1 736 10 77, � � 7 159 10263, � 14,91 19,9 01:12:57:21

195 0,3 26 91 8 484 10 82, � � 2 199 10282, � 16,22 19,8 05:17:21

205 0,3 27 88 4 165 10 86, � � 1132 10301, � 18,55 19,1 08:06:52

215 0,3 28 89 2 030 10 90, � � 9 416 10319, � 18,89 20,2 11:35:26

225 0,3 28 111 9 843 10 95, � � 1 240 10339, � 20,91 19,8 15:13:13

235 0,3 29 108 4 796 10 99, � � 2 555 10358, � 22,72 20,4 22:25:01

245 0,3 30 103 2 305 10 103, � � 7 942 10377, � 22,16 19,8 01:03:42:17

255 1 30 129 1115 10 107, � � 3 736 10397, � 26,73 20,2 03:52:18

265 1 31 122 5 337 10 112, � � 2 572 10417, � 24,45 20,4 04:06:24

275 1 31 151 2 573 10 116, � � 2 600 10437, � 31,16 19,7 07:17:39

285 1 32 143 1 223 10 120, � � 3 724 10457, � 28,47 20,8 07:33:13

295 1 33 126 5 868 10 125, � � 7 642 10477, � 31,33 18,3 11:04:14

305 1 34 128 2 810 10 129, � � 2 196 10498, � 33,70 21,2 22:22:45

Ò à á ë è ö à 1



Àâòîð íå óòâåðæäàåò, ÷òî ïðèâåäåííûå çíà÷åíèÿ r è m îïòèìàëüíû. Îäíàêî
äàæå ïðè ýòèõ çíà÷åíèÿõ äîñòèãàåòñÿ âûñîêàÿ òî÷íîñòü îöåíîê ïðè âïîëíå ïðè-
åìëåìûõ çàòðàòàõ âðåìåíè (íàèáîëüøèå âðåìåííû' å ðàñõîäû — 39 ÷ äëÿ îöåíêè
P125 ñ îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòüþ 0,03%). Îòíîñèòåëüíàÿ ñðåäíåêâàäðàòè-

÷åñêàÿ ïîãðåøíîñòü �C N ñ ðîñòîì N â öåëîì íåñêîëüêî âîçðàñòàåò (èìåþòñÿ èñ-

êëþ÷åíèÿ, âûçâàííûå ëèáî ñòàòèñòè÷åñêîé ïîãðåøíîñòüþ âû÷èñëåíèé, ëèáî íå ñà-
ìûì îïòèìàëüíûì âûáîðîì r è m). Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ïðè âûáîðå r è m ïðèìåíÿ-
ëîñü ïðàâèëî: ÷àñòîòà «óñïåøíûõ ðåàëèçàöèé» ñîñòàâëÿåò ïðèáëèçèòåëüíî 20%.

Êàê îòìå÷åíî â íà÷àëå ñòàòüè, áûëà âûäâèíóòà ãèïîòåçà: åñëè âåðîÿòíîñòü
PN ïðåäñòàâèòü â âèäå (1), òî ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå (2). Ïðîâåðèì, íå ïðîòè-
âîðå÷àò ëè ïîëó÷åííûå ñòàòèñòè÷åñêèå äàííûå ýòîé ãèïîòåçå.

Èìåþòñÿ íàáëþäåíèÿ � , � , � , , �P P P P25 35 45 305� (âñåãî 29 îöåíîê). Äëÿ îöåíêè

àñèìïòîòè÷åñêèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ � N è � N âîñïîëüçóåìñÿ ëèíåéíîé ðåã-
ðåññèåé, ïðè÷åì îöåíêè äàííûõ ïàðàìåòðîâ ïîñòðîèì ïî îñòàòêó ðÿäà
� , � , � , , �P P P Ps s s� �10 20 305� ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ s. Ñîîòâåòñòâóþùèå îöåíêè

îáîçíà÷èì � ( )� s è � ( )� s . Âîñïîëüçîâàâøèñü ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, ïîëó-

÷èì îöåíêè, ïðåäñòàâëåííûå â òàáë. 2.

Ñ óâåëè÷åíèåì s íàáëþäàåì ìîíîòîííîå âîçðàñòàíèå �( )s è �( )s , ïðè ýòîì
â îáîèõ ñëó÷àÿõ ýòî ðîñò ñ çàìåäëåíèåì, ÷òî ïîçâîëÿåò ïðåäïîëîæèòü ñóùåñòâî-
âàíèå ïðåäåëîâ äëÿ �( )s è �( )s , ïðè÷åì ïðåäåë äëÿ �( )s ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì, à äëÿ
�( )s — âåñüìà áëèçîê ê åäèíèöå. Òàêèì îáðàçîì, ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ïîêàçû-
âàþò, ÷òî ïîëó÷åííûå ñòàòèñòè÷åñêèå äàííûå íå ïðîòèâîðå÷àò ãèïîòåçå (1), (2).

Ïðèâåäåííûé â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå àëãîðèòì âêëþ÷àåò òðè ýòàïà. Ïåðâûå
äâà îñíîâàíû íà ñëó÷àéíîì âûáîðå ñèìâîëà è ïîçèöèè, à òðåòèé — äåòåðìèíè-
ðîâàííûé. Äåòåðìèíèðîâàííóþ ÷àñòü àëãîðèòìà ìîæíî èñïîëüçîâàòü, ïðîïóñêàÿ
ïåðâûå äâà ýòàïà. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷èì òî÷íîå çíà÷åíèå êîëè÷åñòâà «õîðî-
øèõ» ïåðåñòàíîâîê. Òî÷íûå çíà÷åíèÿ M N , âû÷èñëåííûå íà ÑÊÈÒ-4 ïðè
N � 9 11 23, , ,� , ïðèâåäåíû â òàáë. 3. Äëÿ ñðàâíåíèÿ óêàçàíû òàêæå îöåíêè, ïîëó-
÷åííûå íà ïåðñîíàëüíîì êîìïüþòåðå (ôàêòè÷åñêè îäèí ïðîöåññîð).

Îòìåòèì áëèçîñòü ñòàòèñòè÷åñêèõ îöåíîê ê òî÷íûì çíà÷åíèÿì M N . Åñëè
ïðè çíà÷åíèÿõ N � 15 òî÷íîå çíà÷åíèå âû÷èñëÿåòñÿ ïðàêòè÷åñêè ìãíîâåííî, òî
ñ óâåëè÷åíèåì N âðåìÿ âû÷èñëåíèé ðåçêî âîçðàñòàåò (áîëåå 10 ñóòîê íà 100 ïðî-
öåññîðàõ ïðè N � 23; äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåííîé îöåíêè ñ 	 � 0 1, % ïîòðåáî-
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Ïàðàìåòðû
Îöåíêà ïàðàìåòðîâ ïðè s

25 75 115 155 195 235 275

�( )s 5,94215 6,53568 6,80857 7,00970 7,17311 7,31864 7,41937

�( )s 0,98868 0,99137 0,99252 0,99333 0,99395 0,99448 0,99482

Ò à á ë è ö à 2

N M N
Êîëè÷åñòâî

ïðîöåññîðîâ

Âðåìÿ

(ÑÊÈÒ-4)

Îöåíêà íà ÏÊ
(îòíîñèòåëüíàÿ

ïîãðåøíîñòü 0,1%)
Âðåìÿ (ÏÊ)

9 2025 2 0,00 2 0242 103, � 9

11 37 851 2 0,00 3 7878 104, � 15

13 1030 367 2 0,00 1 0309 106, � 36

15 36 362 925 2 0,00 3 6371 107, � 01:11

17 1606 008 513 2 02:08 1 6069 109, � 02:37

19 87 656 896 891 10 25:36 8 7677 1010, � 03:06

21 5 778121715 415 50 4:39:28 5 7808 1012, � 06:35

23 452 794 813 251584 100 10:08:10:40 4 5328 1014, � 15:47

Ò à á ë è ö à 3



âàëîñü ìåíåå 16 ìèí íà îäíîì ïðîöåññîðå). Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè N âû-
÷èñëèòåëüíûå ðàñõîäû âîçðàñòàþò íà äâà ïîðÿäêà. Ýòèì ìîæíî îáúÿñíèòü, ÷òî
äî ñèõ ïîð íå óäàëîñü âû÷èñëèòü òî÷íîå çíà÷åíèå êîëè÷åñòâà «õîðîøèõ» ïåðå-
ñòàíîâîê äëÿ N � 27.

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäëîæåííûé ìåòîä ÿâëÿåòñÿ ðåàëüíûì èíñòðóìåíòîì, ïî-
çâîëÿþùèì ïðè îòíîñèòåëüíî íåáîëüøèõ çàòðàòàõ âðåìåíè ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ
îöåíèâàòü êîëè÷åñòâî «õîðîøèõ» ïåðåñòàíîâîê äëÿ N � 300.

Àâòîð ãëóáîêî áëàãîäàðåí àêàäåìèêó ÍÀÍ Óêðàèíû È.Í. Êîâàëåíêî çà ïðè-
âëå÷åíèå âíèìàíèÿ ê óêàçàííîé ïðîáëåìå è êðèòè÷åñêèå çàìå÷àíèÿ, ñïîñîáñòâî-
âàâøèå óëó÷øåíèþ ñòàòüè.

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ

1. Ñ à ÷ ê î â Â . Í . Ââåäåíèå â êîìáèíàòîðíûå ìåòîäû äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè. — Ì.: Íàóêà,

1982. — 384 ñ.

2. Ñ à ÷ ê î â Â . Í . Öåïè Ìàðêîâà èòåðàöèîííûõ ñèñòåì ïðåîáðàçîâàíèé // Òð. ïî äèñêðåòíîé

ìàòåìàòèêå. — 2002. — 6. — Ñ. 165–183.

3. H s i a n g J . , H s u D . F . , S h i e h Y . P . On the hardness of counting problems of complete

mappings // Discrete Mathematics. — 2004. — 277. — P. 87–100.

4. C o o p e r C . , G i l c h r i s t R . , K o v a l e n k o I . N . , N o v a k o v i c D . Deriving the number

of “good” permutations, with application to cryptography // Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç. —

1999. — ¹ 5. — Ñ. 10–16.

5. H s u D . F . , K e e d w e l l A . D . Generalized complete mappings, neofields, sequenceable groups

and block designs. II // Pacific J. Math. — 1985. — 117. — P. 291–312.

6. K o n h e i m R . Cryptography: a primer. — Chichester: Wiley, 1991. — 432 p.

7. C o o p e r C . , K o v a l e n k o I . N . An upper bound for the number of complete mappings // Òåî-

ðèÿ âåðîÿòíîñòåé è ìàò. ñòàòèñòèêà. — 1995. — 53. — Ñ. 69–75.

8. K o v a l e n k o I . N . On an upper bound for the number of complete mappings // Êèáåðíåòèêà è

ñèñòåìíûé àíàëèç. — 1996. — ¹ 1. — C. 81–85.

9. Ë å â è ò ñ ê à ÿ À . À . Îäíà êîìáèíàòîðíàÿ çàäà÷à â êëàññå ïåðåñòàíîâîê íàä êîëüöîì Zn âû-

÷åòîâ ïî íå÷åòíîìó ìîäóëþ n // Ïðîáëåìû óïðàâëåíèÿ è èíôîðìàòèêè. — 1996. — ¹ 5. —

C. 99–108.

10. Í î â à ê î â è ÷ Ä . Ïîäñ÷åò ÷èñëà ïîëíûõ îòîáðàæåíèé äëÿ ïåðåñòàíîâîê // Êèáåðíåòèêà è

ñèñòåìíûé àíàëèç. — 2000. — ¹ 2. — Ñ. 106–109.

11. S h i e h Y . P . Partition strategies for #P-complete problem with applications to enumerative

combinatorics: Ph.D. Thesis. — National Taiwan Univ., 2001.

12. h t t p ://oeis.org/A003111.

13. S h i e h Y . P . , H s i a n g J . , H s u D . F . On the enumeration of Abelian k-complete mappings //

Congressus Numerantium. — 2000. — 144. — P. 67–88.

14. M c K a y B . D . , M c L e o d J . C . , W a n l e s s I . M . The number of transversals in a Latin

square // Des. Codes Cryptogr. — 2006. — 40. — P. 269–284.

15. C a v e n a g h N . J . , W a n l e s s I . M . On the number of transversals in Cayley tables of cyclic

groups // Disc. Appl. Math. — 2010. — 158. — P. 136–146.

16. S t o n e s D . S . , W a n l e s s I . M . Compound orthomorphisms of the cyclic group // Finite Fields

Appl. — 2010. — 16. — P. 277–289.

17. Ê ó ç í å ö î â Í . Þ . Ïðèìåíåíèå óñêîðåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ê íàõîæäåíèþ êîëè÷åñòâà «õî-

ðîøèõ» ïåðåñòàíîâîê // Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç. — 2007. — ¹ 6. — Ñ. 80–89.

18. Ê ó ç í å ö î â Í . Þ. Îöåíêà êîëè÷åñòâà «õîðîøèõ» ïåðåñòàíîâîê ìîäèôèöèðîâàííûì ìåòî-

äîì óñêîðåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ // Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç. — 2008. — ¹ 4. —

Ñ. 101–109.

Ïîñòóïèëà 01.07.2015

ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2016, òîì 52, ¹ 1 63


