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Àííîòàöèÿ. Óñòàíîâëåíî íåîáõîäèìîå óñëîâèå ðåøåíèÿ ëèíåéíîé áåçóñëîâíîé åâêëèäî-
âîé çàäà÷è êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè íà ðàçìåùåíèÿõ ïðè óñëîâèè ïîëîæèòåëüíîñòè
êîýôôèöèåíòîâ öåëåâîé ôóíêöèè. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû èñïîëüçîâàíû äëÿ óñòàíîâëå-
íèÿ ñâîéñòâ ðåøåíèÿ ëèíåéíîé áåçóñëîâíîé çàäà÷è îïòèìèçàöèè íà ðàçìåùåíèÿõ äëÿ
ñëó÷àÿ, êîãäà â çàäàíèè äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà èìååò ìåñòî âåðîÿòíîñòíàÿ íåîïðåäåëåí-
íîñòü è ìèíèìóì îïðåäåëÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ëèíåéíûì ïîðÿäêîì, ââåäåííûì íà ìíî-
æåñòâå äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí: ñôîðìóëèðîâàíî è îáîñíîâàíî óñëîâèå, êîòîðîå
ìîæåò áûòü ïîëîæåíî â îñíîâó ïîèñêà ðåøåíèèÿ, è ðàññìîòðåíû ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ ðå-
øåíèÿ â íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âåðîÿòíîñòíàÿ íåîïðåäåëåííîñòü, äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà,
åâêëèäîâà çàäà÷à êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè, çàäà÷à îïòèìèçàöèè íà ðàçìåùåíèÿõ.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Àêòóàëüíûì íàïðàâëåíèåì ñîâðåìåííîé òåîðèè îïòèìèçàöèè ÿâëÿåòñÿ èññëå-
äîâàíèå çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé ïðèðîäû — êàê îáùèõ ñâîéñòâ çàäà÷ êîìáèíà-
òîðíîé îïòèìèçàöèè, òàê è ìåòîäîâ ðåøåíèÿ îòäåëüíûõ êëàññîâ çàäà÷, â ÷àñò-
íîñòè åâêëèäîâûõ çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè (íàïðèìåð, [1–7]). Îäíà-
êî øèðîêàÿ áèáëèîãðàôèÿ ïîñâÿùåíà ðåøåíèþ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷
ñ ó÷åòîì ðàçëè÷íûõ âèäîâ íåîïðåäåëåííîñòè, â òîì ÷èñëå âåðîÿòíîñò-
íîé [8–13]. Îáúåäèíåíèå óêàçàííûõ íàïðàâëåíèé ïðåäñòàâëåíî â ðàáîòàõ, íà-
ïðèìåð [14–17], â êîòîðûõ ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé
îïòèìèçàöèè ñ èíòåðâàëüíîé èëè íå÷åòêîé íåîïðåäåëåííîñòüþ.

Ïðè ýòîì îòìåòèì, ÷òî îïòèìèçàöèîííûå çàäà÷è êîìáèíàòîðíîé ïðèðîäû ñ âå-
ðîÿòíîñòíîé íåîïðåäåëåííîñòüþ èññëåäîâàíû ìàëî. Ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëåé çàäà÷
ñòîõàñòè÷åñêîé îïòèìèçàöèè âîçíèêàåò âîïðîñ: êàêîå ðåøåíèå ìîæíî ñ÷èòàòü äî-
ïóñòèìûì è êàêèì îáðàçîì îïðåäåëÿòü ëó÷øåå ðåøåíèå? Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå
ïîäõîäû ê ôîðìèðîâàíèþ êàê óñëîâèé, òàê è êðèòåðèåâ: æåñòêèå ïîñòàíîâêè [9, 10],
âåðîÿòíîñòíûå îãðàíè÷åíèÿ è êâàíòèëüíàÿ îïòèìèçàöèÿ [11, 12], ìîäåëè ñî ñòàòèñòè-
÷åñêèìè óñëîâèÿìè [10], ïîèñê ýêñòðåìóìà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ çíà÷åíèÿ
ôóíêöèè, ìèíèìèçàöèÿ îòêëîíåíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè îò çàäàííîãî çíà÷åíèÿ è äð.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äîñòàòî÷íî øèðîêèé êëàññ ñòîõàñòè÷åñêèõ ìîäåëåé
ìîæåò áûòü çàïèñàí â îäíîîáðàçíîé ôîðìå ìèíèìèçàöèè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæè-
äàíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè â íåêîòîðîé îáëàñòè [10]. Ïðè ýòîì òàêîé ïîäõîä íå äàåò
âîçìîæíîñòè ñðàâíèâàòü ðàçëè÷íûå ðåøåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ çíà÷åíèÿ ìàòåìàòè-
÷åñêîãî îæèäàíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè îäèíàêîâû. Òàêèå ñèòóàöèè íåðåäêî âîçíè-
êàþò, íàïðèìåð, â çàäà÷àõ êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè. Ïîýòîìó öåëåñîîáðàçíî
ñòàâèòü âîïðîñ îá óòî÷íåíèè êðèòåðèÿ.

Äëÿ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ èíòåðâàëüíîé è íå÷åòêîé îïòèìèçàöèè áûë ïðåä-
ëîæåí ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ââåäåíèè îòíîøåíèÿ ïîðÿäêà [14, 15]. Â íàñòîÿùåé
ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåøåíèå îäíîãî êëàññà îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ ñ êîìáèíà-
òîðíûìè óñëîâèÿìè è âåðîÿòíîñòíîé íåîïðåäåëåííîñòüþ, ïîñòàíîâêà êîòîðîãî
îñíîâûâàåòñÿ íà ââåäåíèè ïîðÿäêà íà ìíîæåñòâå äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.
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Ðàññìîòðèì íåîáõîäèìûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ åâêëèäîâîé êîìáèíàòîðíîé
îïòèìèçàöèè, îñíîâûâàÿñü ïðåèìóùåñòâåííî íà ðåçóëüòàòàõ èç [1]. Â ÷àñòíî-
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ñòè, ïîä ìóëüòèìíîæåñòâîì G ïîíèìàåì ñîâîêóïíîñòü ýëåìåíòîâ, ñðåäè êîòî-
ðûõ ìîãóò áûòü è îäèíàêîâûå. Ëþáîå ìóëüòèìíîæåñòâî G g g� { , ..., }1 � ìîæíî
çàäàòü, èñïîëüçóÿ åãî îñíîâó S G( ) , ò.å êîðòåæ âñåõ åãî ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ,
è êðàòíîñòü — ÷èñëî ïîâòîðîâ êàæäîãî ýëåìåíòà îñíîâû. Êîðòåæ êðàòíîñòåé
íàçûâàþò ïåðâè÷íîé ñïåöèôèêàöèåé è îáîçíà÷àþò [ ]G . Åâêëèäîâûì êîìáèíà-
òîðíûì ìíîæåñòâîì íàçûâàþò ìíîæåñòâî, ýëåìåíòû êîòîðîãî ïðåäñòàâëÿþò
ðàçëè÷íûå óïîðÿäî÷åííûå k-âûáîðêè èç G âèäà

( , , ..., )g g gi i ik1 2
, (1)

g Gij
� , i ij t� � �i i Jj t, � , � �j t Jk, (çäåñü è äàëåå Jn îáîçíà÷åíî ìíîæåñòâî n

ïåðâûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë). Ïðèìåðàìè åâêëèäîâûõ êîìáèíàòîðíûõ ìíî-
æåñòâ ÿâëÿþòñÿ:

• îáùåå ìíîæåñòâî ðàçìåùåíèé E Gk
� ( ) , ïðåäñòàâëÿþùåå ìíîæåñòâî âñåõ

k-âûáîðîê âèäà (1) èç ìóëüòèìíîæåñòâà G ;

• îáùåå ìíîæåñòâî ïåðåñòàíîâîê E Gk ( ) , ïðåäñòàâëÿþùåå ìíîæåñòâî âñåõ
âûáîðîê âèäà (1) èç ìóëüòèìíîæåñòâà G ïðè óñëîâèè k � � .

Ââåäåíèå ïîíÿòèÿ åâêëèäîâîãî êîìáèíàòîðíîãî ìíîæåñòâà ïîçâîëÿåò âûäå-
ëèòü èç çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé ïðèðîäû êëàññ çàäà÷, â êîòîðûõ äîïóñòèìîå ìíî-
æåñòâî ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâûì êîìáèíàòîðíûì ìíîæåñòâîì. Â ÷àñòíîñòè, åâêëè-
äîâà áåçóñëîâíàÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè íà ðàçìåùåíèÿõ ñ ëèíåéíîé öåëåâîé ôóíê-

öèåé ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ýêñòðåìóìà L x( )* è ýêñòðåìàëè x * ôóíêöèè

L x c xj j

j

k

( ) �
�
�

1

, ò.å. ïàðû � �L x x( ),* * òàêîé, ÷òî

L x c x
x E G

j j

j

k

k
( )*

( )
�

� �
�extr

� 1

, x c x
x E G

j j

j

k

k

*

( )

�
� �

�argextr

� 1

, (2)

ãäå x x x Rk
k� �( , ..., )1 , c Rj � 1, c j 	 0 � �j Jk . Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ýëåìåíòû

ìóëüòèìíîæåñòâà G g g� { , ..., }1 � ÿâëÿþòñÿ íåîòðèöàòåëüíûìè äåéñòâèòåëüíû-
ìè ÷èñëàìè è óïîðÿäî÷åíû ïî íåóáûâàíèþ:

0 1
 
 
g g� � , (3)

êîýôôèöèåíòû öåëåâîé ôóíêöèè óïîðÿäî÷åíû ïî íåâîçðàñòàíèþ, ïðè÷åì
ìóëüòèìíîæåñòâî { , , ..., }c c ck1 2 èìååò îñíîâó ( , ..., )c cs1 è ïåðâè÷íóþ ñïåöè-
ôèêàöèþ ( , ..., )q qs1 (ò.å. ÷èñëî ðàçíûõ êîýôôèöèåíòîâ öåëåâîé ôóíêöèè ñî-
ñòàâëÿåò s , ïðè÷åì qi êîýôôèöèåíòîâ ðàâíû ci ). Îáîçíà÷èì q1 1� ,

q q q qi i i j

j

i

� � � ��
�
�1

1

1 äëÿ 2 1
  �i s ; òîãäà

c c c c c cq q q q q ks1 2 2 31 1 0� � 	 � � 	 	 � � 	� �� � � � . (4)

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó (2) íà ðàçìåùåíèÿõ è ýêâèâàëåíòíóþ åé çàäà÷ó íà ïåðå-

ñòàíîâêàõ: íàéòè ïàðó � �L y y( ),* * òàêóþ, ÷òî

L y c y
y E G

j j

j

( )*

( )
�

� �
�extr

�

�

1

, y c y
y E G

j j

j

*

( )

�
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�argextr

�

�
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, (5)

ãäå y y y R� �( , ..., )1 �
� , c ck� � � �1 0� � . Ïîñêîëüêó êîýôôèöèåíòû ôóíêöèè

L y( ) óïîðÿäî÷åíû ïî íåâîçðàñòàíèþ, ñîãëàñíî òåîðåìå 368 [18, ñ. 314–315]

ôóíêöèÿ L y( ) ïðèíèìàåò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ïðè y y1 
 
� � , à ìàêñèìàëü-

íîå — ïðè y y1 � �� � . Ó÷èòûâàÿ, ÷òî y E G� � ( ) , ïðè÷åì ýëåìåíòû ìóëüòè-

ìíîæåñòâà G óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (3), ìèíèìàëüþ ôóíêöèè L y( ) ÿâëÿåòñÿ

òî÷êà y gi i
* � � �i J� , à ìàêñèìàëüþ — òî÷êà ~y gi i� � �� 1 � �i J� .
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Òîãäà ìèíèìàëüþ ôóíêöèè L x( ) íà ìíîæåñòâå E Gk
� ( ) ÿâëÿåòñÿ òî÷êà

x gi i
* � � �i Jk , (6)

à ìàêñèìàëüþ — òî÷êà
~x gi i� � �� 1 � �i Jk . (7)

Ðàíåå íå ðàññìàòðèâàëñÿ âîïðîñ î íàëè÷èè ýêñòðåìàëåé ôóíêöèè L x( ) íà

ìíîæåñòâå E Gk
� ( ) , îòëè÷íûõ îò òî÷åê (6) è (7). Êàê èçâåñòíî [1], ìíîæåñòâî âåð-

øèí âûïóêëîé îáîëî÷êè ìíîæåñòâà E Gk
� ( ) — îáùåãî ìíîãîãðàííèêà ðàçìåùå-

íèé ��
k G( ) , ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà E Gk

� ( ) . Â [1] òàêæå ïðèâåäåí

êðèòåðèé âåðøèíû: òî÷êà x Gk��� ( ) ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé îáùåãî ìíîãîãðàííèêà

ðàçìåùåíèé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå êîìïîíåíòû ÿâëÿþòñÿ ïåðåñòàíîâêà-
ìè ÷èñåë g g g gp r1 1, ..., , , ...,� �� � , ãäå 0 
 
p k , 0 
 
r k , p r k� � .

Ïóñòü äëÿ ñìåæíûõ âåðøèí x è x îáùåãî ìíîãîãðàííèêà ðàçìåùåíèé âû-
ïîëíÿåòñÿ óñëîâèå L x L x( ) ( )� . Ñîãëàñíî êðèòåðèþ ñìåæíîñòè âåðøèí îáùåãî
ìíîãîãðàííèêà ðàçìåùåíèé [1] âåðøèíà x ñìåæíà ñ âåðøèíîé x , åñëè îíà ïîëó-
÷åíà èç âåðøèíû x ïåðåñòàíîâêîé êîìïîíåíò, ðàâíûõ ýëåìåíòàì g gt t, �1
(g gt t� �1 , t J p� �1 , i J J r� � �� �1 \ ), èëè çàìåíîé g p (g r�� �1) íà g r�� (g p�1) ïðè
óñëîâèè g gp r� �� (g gr p�� � ��1 1), 0 
 
p k, 0 
 
r k, p r k� � . Åñëè âåðøèíà x
ïîëó÷åíà èç x çàìåíîé x gi p� íà x gi r� �� , òî

L x L x c x x c x x c g gj j j

j

k

j j j
j
j i

k

i p( ) ( ) ( ) ( ) (� � � � � � �
� �

�

� �
1 1

�� �r ) 0 ,

òàê êàê x xj j� � �j i , � �j Jk , g gp r� �� , c j 	 0 � �j Jk . Òîò æå ðåçóëüòàò
èìååì ïðè çàìåíå x gi r� � �� 1 íà x gi p� �1 . Â ñëó÷àå, êîãäà âåðøèíà x ïîëó-
÷åíà èç x ïåðåñòàíîâêîé êîìïîíåíò x gi t� è x gq t� �1 (g gt t� �1), ïîëó÷àåì

L x L x c x x c x x c x xj j j
j

j i j q

k

i i i q q q( ) ( ) ( ) ( ) (

;

� � � � � � �
�

� �

�
1

) ( ) ( )� � � �c x x c x xi i i q q q .

Òàê êàê x xi q� , x xq i� , òî L x L x( ) ( )� , åñëè ( )( )x x c ci i i q� � � 0 . Ó÷èòûâàÿ,
÷òî x xi i� , ïîëó÷àåì c ci q� .

Òàêèì îáðàçîì, åñëè äëÿ ñìåæíûõ âåðøèí x è x îáùåãî ìíîãîãðàííèêà ðàç-
ìåùåíèé âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå L x L x( ) ( )� , òî êîýôôèöèåíòû öåëåâîé ôóíêöèè,
ñîîòâåòñòâóþùèå íåîäèíàêîâûì ïî çíà÷åíèÿì ýëåìåíòàì x xi i� , x xq q� , ðàâ-
íû: c ci q� .

Ïóñòü òî÷êè x è x * ÿâëÿþòñÿ ýêñòðåìàëÿìè ôóíêöèè L x( ) . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðøèí x x r1, ..., òàêèõ, ÷òî x xi i, �1, i J r� �1, ÿâëÿ-

þòñÿ ñìåæíûìè âåðøèíàìè è L x L x r( ) ( )1 � �� . Òîãäà äëÿ êàæäîãî èíäåêñà l òà-

êîãî, ÷òî x xl l� * , íàéäåòñÿ òàêîå ìíîæåñòâî èíäåêñîâ I i ip� { , , }1 � , ÷òî

c ci ip1
� �� è ìóëüòèìíîæåñòâà { , ..., }x xi ip1

è { , ..., }* *x xi ip1
ðàâíû. Òîãäà òàêæå

ðàâíû ìóëüòèìíîæåñòâà { , ..., }x xq qw w� �1 1 è { , ..., }* *x xq qw w� �1 1 , ãäå

� �I q qw w� ��, ..., 1 1 . Èíûìè ñëîâàìè, ( , ..., ) ( )x x E Gq q m
w

w w w� � �
1 1 , ãäå

G x xw
q qw w

�
� �{ , ..., }* *

1 1 , m Gw
w�| | . Ó÷èòûâàÿ, ÷òî òî÷êè (6) è (7) ÿâëÿþòñÿ ýêñ-

òðåìàëÿìè â çàäà÷å (2), ïîëó÷àåì G g gw
q qw w

�
� �{ , ..., }

1 1 äëÿ çàäà÷ ìèíèìèçàöèè

è G g gw
q qw w

� � � � ��
{ , ..., }� �1 2 1 — äëÿ çàäà÷ ìàêñèìèçàöèè.
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Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíî íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå òîãî, ÷òî
òî÷êà x äàåò ðåøåíèå çàäà÷è (2).

Òåîðåìà 1. Òî÷êà x * äàåò ðåøåíèå çàäà÷è (2), â êîòîðîé äëÿ êîýôôèöèåíòîâ
öåëåâîé ôóíêöèè è ýëåìåíòîâ ìóëüòèìíîæåñòâà âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà (4)
è (3) ñîîòâåòñòâåííî, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

( , ..., ) ( )* *x x E Gq q m
w

w w w� � �
1 1 � �w Js ,

ãäå m Gw
w� | | , G g gw

q qw w
�

� �{ , ..., }
1 1 äëÿ çàäà÷ ìèíèìèçàöèè è G w �

� � � � ��
{ , ..., }g gq qw w� �1 2 1 äëÿ çàäà÷ ìàêñèìèçàöèè.

Çàìå÷àíèå. Åñëè ýëåìåíòû ìóëüòèìíîæåñòâà G óïîðÿäî÷åíû ïî íåâîçðàñòà-

íèþ, òî â òåîðåìå 1 G g gw
q qw w

�
� �{ , ..., }

1 1 äëÿ çàäà÷ ìàêñèìèçàöèè è

G g gw
q qw w

� � � � ��
{ , ..., }� �1 2 1 äëÿ çàäà÷ ìèíèìèçàöèè.

Åñëè ñðåäè êîýôôèöèåíòîâ öåëåâîé ôóíêöèè íåò ðàâíûõ, òî G w ÿâëÿþòñÿ
îäíîýëåìåíòíûìè ìíîæåñòâàìè, à çíà÷èò, êàæäàÿ êîîðäèíàòà ðåøåíèÿ îïðåäå-
ëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî è èìååò ìåñòî òàêîå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè äëÿ êîýôôèöèåíòîâ öåëåâîé ôóíêöèè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

c ck1 0	 	 	� , (8)

òî çàäà÷à (2) èìååò åäèíñòâåííóþ ýêñòðåìàëü — òî÷êó (6) â ñëó÷àå ìèíèìèçà-
öèè è òî÷êó (7) â ñëó÷àå ìàêñèìèçàöèè.

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÎÍÍÎÉ ÇÀÄÀ×È Ñ ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÍÎÉ
ÍÅÎÏÐÅÄÅËÅÍÍÎÑÒÜÞ ÍÀ ÐÀÇÌÅÙÅÍÈßÕ

Ðàññìîòðèì âîçìîæíûé ïîäõîä ê ôîðìóëèðîâàíèþ åâêëèäîâûõ çàäà÷ êîìáè-
íàòîðíîé îïòèìèçàöèè, åñëè íåêîòîðûå èñõîäíûå äàííûå ÿâëÿþòñÿ äèñêðåò-
íûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè. Ïîñëåäíèå áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîïèñíûìè ëà-
òèíñêèìè áóêâàìè (A B, , .. .), èõ âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ — ñòðî÷íûìè

(a bi i, , .. .). Â äàííîé ñòàòüå ïîëàãàåì, ÷òî äëÿ êàæäîé èç ðàññìàòðèâàåìûõ

äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñóùåñòâóåò íàèìåíüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå.
Ïîëàãàåì òàêæå, ÷òî âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû óïîðÿäî÷åíû
ïî âîçðàñòàíèþ, ïðè÷åì íàèìåíüøåå çíà÷åíèå èìååò èíäåêñ 1.

Ïóñòü P ( )� — âåðîÿòíîñòü ñëó÷àéíîãî ñîáûòèÿ, à M A( ) è D A( ) — ñîîòâåò-
ñòâåííî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû A. Ïóñòü
òàêæå íà ìíîæåñòâå äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí óñòàíîâëåí ïîðÿäîê
ñëåäóþùèì îïðåäåëåíèåì.

Îïðåäåëåíèå 1. Áóäåì íàçûâàòü äâå äèñêðåòíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû A è B
óïîðÿäî÷åííûìè â âîçðàñòàþùåì (âåëè÷èíà A ïðåäøåñòâóåò B) ïîðÿäêå �

(è îáîçíà÷àòü êàê A B� ), åñëè âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç òàêèõ óñëîâèé:
1) M A M B( ) ( ) ;
2) M A M B( ) ( )� è D A D B( ) ( )	 ;

3) M A M B( ) ( )� , D A D B( ) ( )� è íàéäåòñÿ òàêîå t, ÷òî a bi i� ,

P A a P B bi i( ) ( )� � � äëÿ âñåõ 1 
 i t, ïðè ýòîì:

3.1) a bt t
èëè

3.2) a bt t� è P A a P B bi i( ) ( )� 	 � .

Äëÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû A ñôîðìèðóåì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé
âåêòîð H A M A D A( ) ( ( ); ( ))� � . Áóäåì îáîçíà÷àòü  l ëåêñèêîãðàôè÷åñêîå óïî-

ðÿäî÷åíèå â m-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå: äëÿ ëþáûõ u u R m, � � èìååì

u ul �, åñëè ïåðâàÿ íåíóëåâàÿ êîìïîíåíòà ðàçíîñòè u u� � îòðèöàòåëüíà. Åñëè
u ul � èëè u u� �, òî áóäåì çàïèñûâàòü u ul
 � . Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äâóõ äèñêðåò-
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íûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí A B, âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå H A H Bl( ) ( ) , åñëè
M A M B( ) ( ) , èëè ïðè M A M B( ) ( )� èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî �  �D A D B( ) ( )
(ò.å. D A D B( ) ( )	 ).

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ââåäåííîãî îáîçíà÷åíèÿ îïðåäåëåíèå ïîðÿäêà íà ìíîæåñòâå
äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Îïðåäåëåíèå 2. Íàçîâåì äâå äèñêðåòíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû A è B óïîðÿ-
äî÷åííûìè â âîçðàñòàþùåì (A ïðåäøåñòâóåò âåëè÷èíå B) ïîðÿäêå � (è îáîçíà-
÷àòü êàê A B� ), åñëè H A H Bl( ) ( ) èëè ïðè H A H B( ) ( )� íàéäåòñÿ òàêîå t, ÷òî

a bi i� , P A a P B bi i( ) ( )� � � äëÿ âñåõ 1 
 i t, è ïðè ýòîì ëèáî a bt t , ëèáî

a bt t� è P A a P B bi i( ) ( )� 	 � .

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì äèñêðåòíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, çàäàííûå ðÿäàìè
ðàñïðåäåëåíèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ òàáë. 1.

Ïîñêîëüêó M A M A M A( ) ( ) ( )1 2 3 7� � � , D A( )1 6� , D A D A( ) ( )2 3 4� � , òî
õàðàêòåðèñòè÷åñêèå âåêòîðû ðàññìàòðèâàåìûõ äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
èìåþò âèä H A( ) ( ; )1 7 6� � , H A H A( ) ( ) ( ; )2 3 7 4� � � . Òàê êàê H A H Al( ) ( )1 2 �
� H A( )3 , òî â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì 2 èìååì A A1 2� , A A1 3� . Äëÿ âåëè-
÷èí A2 è A3 ñîîòâåòñòâóþùèå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå âåêòîðû ðàâíû ìåæäó ñîáîé,

íî a a
2
1

3
14 5�  � , ïîýòîìó A A2 3� .

Îïðåäåëåíèå 3. Áóäåì íàçûâàòü äâå äèñêðåòíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû A B,

óïîðÿäî÷åííûìè â íåóáûâàþùåì ïîðÿäêå � (è îáîçíà÷àòü êàê A B� ), åñëè
A B� èëè A B� .

Àíàëîãè÷íî êàê è â [16], ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îòíîøåíèå, ââåäåííîå â îïðå-
äåëåíèè 3, ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïîðÿäêîì íà ìíîæåñòâå äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí, ïðè÷åì, êàê ïîêàçàíî â [19], ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 2. Åñëè äëÿ ïîïàðíî íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí A An1, ..., è

B Bn1, ..., âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ A Bi i� � �i Jn , òî A Bi

i

n

i

i

n

� �
� �

1 1

� .

Èñïîëüçóÿ ââåäåííûé â îïðåäåëåíèè 3 ëèíåéíûé ïîðÿäîê, óïîðÿäî÷èì ýëå-
ìåíòû çàäàííîãî êîíå÷íîãî ïîäìíîæåñòâà � ìíîæåñòâà äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí: X X X s1 2� � �... . Ìàêñèìóìîì ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíà X s , à ìèíèìó-
ìîì — âåëè÷èíà X 1 . Îïðåäåëåíèå ìèíèìóìà è ìàêñèìóìà äàåò âîçìîæíîñòü ñòà-
âèòü çàäà÷è îïòèìèçàöèè äëÿ íàõîæäåíèÿ ýêñòðåìàëüíûõ ýëåìåíòîâ ïðè çàäàííûõ
óñëîâèÿõ. Ïóñòü X X X X k� ( , , ..., )1 2 — ìíîãîìåðíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Ðàñ-

ñìîòðèì ëèíåéíóþ ôóíêöèþ C X c Xj j

j

k

( ) �
�
�

1

, ãäå c Rj � 1, X j � � � �j Jk , ïðè-

÷åì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè òàêæå ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó � ïðè ëþáûõ X j � �
� �j Jk . Òîãäà ëèíåéíàÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè íà íåêîòîðîé îáëàñòè Q ìîæåò áûòü

ñôîðìóëèðîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì: íàéòè ïàðó � �C X X( ),* * òàêóþ, ÷òî

C X c X
X Q

j j

j

k

( ) min* �
� �

�
1

, X c X
X Q

j j

j

k
* min�

� �
�arg

1

. (9)
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Ò à á ë è ö à 1

Âåëè÷èíà
Ðÿäû ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí An

i � 1 i � 2 i � 3

Çíà÷åíèÿ Ai 4 9 4 6 9 5 9

Âåðîÿòíîñòè çíà÷åíèé Ai
2

5

3

5

1

5

1

3

7

15

1

2

1

2



Â ÷àñòíîñòè, îáëàñòü Q ìîæåò áûòü åâêëèäîâûì êîìáèíàòîðíûì ìíîæåñòâîì.
Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è (9) â ñëó÷àå, êîãäà Q — îáùåå ìíî-
æåñòâî ðàçìåùåíèé èç ýëåìåíòîâ ìóëüòèìíîæåñòâà, ÿâëÿþùèìèñÿ íåçàâèñè-
ìûìè äèñêðåòíûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè.

ÐÅØÅÍÈÅ ËÈÍÅÉÍÛÕ ÁÅÇÓÑËÎÂÍÛÕ ÇÀÄÀ× ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ Â ÓÑËÎÂÈßÕ
ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÍÅÎÏÐÅÄÅËÅÍÍÎÑÒÈ

Ïóñòü ýëåìåíòû ìóëüòèìíîæåñòâà � � { , ..., }G G1 � ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè
äèñêðåòíûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè ñ íåîòðèöàòåëüíûì ìàòåìàòè÷åñêèì

îæèäàíèåì, E k
� ( )� — îáùåå ìíîæåñòâî ðàçìåùåíèé èç ýëåìåíòîâ ìóëüòèìíî-

æåñòâà �, C X c Xj j

j

k

( ) �
�
�

1

. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó âèäà (9) ïðè Q E k� � ( )� :

íàéòè ïàðó � �C X X( ),* * òàêóþ, ÷òî

C X c X
X E

j j

j

k

k
( ) min*

( )
�

� �
�

� � 1

, X c X
X E

j j

j

k

k

*

( )

min�
� �

�arg

� � 1

, (10)

ãäå C X( )* — ìèíèìóì, à X * — ìèíèìàëü â çàäà÷å (10).

Òåîðåìà 3. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (4) è

H G H Gl l( ) ( )1 
 
� � , (11)

òî äëÿ îäíîé èç ìèíèìàëåé X * â çàäà÷å (10) âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

H X H Gj j( ) ( )* � � �j Jk . (12)

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì ïî ïðèâåäåííîé íèæå ñõåìå. Îáîçíà÷èâ C * ìèíè-
ìóì â çàäà÷å (10), ïîêàæåì:

1) ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà M C X M C( ( )) ( )* *� , ãäå X * óäîâëåòâî-

ðÿåò (12);

2) ñóùåñòâîâàíèå òàêîé òî÷êè X �, ÷òî C X C( ) *� � , è ïðè ýòîì

M X M Gj j( ) ( )� � � �j Jk ; (13)

3) âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà D C X D C( ( )) ( )* *� ;

4) ñóùåñòâîâàíèå òàêîé òî÷êè ��X , óäîâëåòâîðÿþùåé (13), ÷òî C X C( ) *�� �

è D X D Gj j( ) ( )�� � � �j Jk .
Òîãäà î÷åâèäíî, ÷òî òî÷êà ��X óäîâëåòâîðÿåò òàêæå (12) è ÿâëÿåòñÿ ìèíè-

ìàëüþ â çàäà÷å (10).
Ðàññìîòðèì ðåàëèçàöèþ ýòîé ñõåìû áîëåå äåòàëüíî.

1. Äëÿ òî÷êè X X X Ek
k� �( , ..., ) ( )1 � � îáîçíà÷èì �( ) ( ( )X M X� 1 ,

..., ( ))M X k . Ïóñòü òàêæå � M M G M G� { ( ), ..., ( )}1 � . Òàê êàê äëÿ ýëåìåíòîâ

ìóëüòèìíîæåñòâà � âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (11), òî èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

M G M G( ) ( )1 
 
� � . Òîãäà ñîãëàñíî òåîðåìå 1 òî÷êà �( )*X , ãäå X * óäîâëåòâî-

ðÿåò (12), äàåò ðåøåíèå çàäà÷è ïîèñêà ïàðû � �L X X( ( )), ( )* *� � òàêîé, ÷òî

L X c M X
X E

j j

j

k

k M
( ( )) min ( )*

( ) ( )
�

� �

�
� �

�
� 1

, �
� �

( ) ( )*

( ) ( )

X c M X
X E

j j

j

k

k M

�
� �

�argmin
� 1

. (14)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè � �( ) ( )X E k M� � âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

L X L X( ( )) ( ( ))*� �
 , ãäå L X c M Xj j

j

k

( ( )) ( )� �
�
�

1

.
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Ó÷èòûâàÿ, ÷òî L X c M X M c X M C Xj j

j

k

j j

j

k

( ( )) ( ) ( ) ( ( ))� � � �
� �
� �

1 1

, ïîëó÷à-

åì ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà M C X M C X( ( )) ( ( ))* 
 äëÿ ëþáîé òî÷êè

X E k� � ( )� . Îäíàêî ïîñêîëüêó C * — ìèíèìóì â çàäà÷å (10), òî C C X* *( )� ,

îòêóäà M C M C X( ) ( ( ))* *
 . Òàêèì îáðàçîì, M C X M C( ( )) ( )* *� .

2. Ïîêàæåì òåïåðü ñóùåñòâîâàíèå òî÷êè X � , äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿþòñÿ óñëî-

âèÿ C X C( ) *� � è ðàâåíñòâî (13). Ïóñòü òî÷êà
~
X óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ C X C(

~
) *�

è íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (13). Òàê êàê C X C(
~

) *� , òî òàêæå

M C X M C M C X( (
~

)) ( ) ( ( ))* *� � è �(
~

)X ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüþ â çàäà÷å (14). Òîãäà

ñîãëàñíî òåîðåìå 1 ïðè âñåõ w Js� âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå: ( (
~

)M X
qw

, ..., M X
qw

(
~

))
� �1 1

åñòü ýëåìåíò ìíîæåñòâà ïåðåñòàíîâîê èç ýëåìåíòîâ ìóëüòèìíîæåñòâà

{ ( ), ..., ( )}M G M Gq qw w� �1 1 (îòìåòèì, ÷òî èíäåêñû qw òàêîâû, ÷òî cqw
� ...

... �
� �cqw 1 1) . Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

c X cXj j

j q

q

j

j q

q

w

w

w

w

�

�

�

�� �

� ��
1 11 1

(ãäå c c cq qw w
� � �

� ��
1 1) íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà âåëè÷èí X j ,

ò.å. cX cXj

j q

q

j

j q

q

w

w

w

w~

�

�

�

�� �

� �� �
1 11 1

, ãäå ( , ..., )� �
� �X Xq qw w 1 1 ÿâëÿåòñÿ òàêîé ïåðåñòàíîâêîé

ýëåìåíòîâ ìóëüòèìíîæåñòâà {
~

, ...,
~

}X Xq qw w� �1 1 , äëÿ êîòîðîé M X M Gq qw w
( ) ( )� � ,

..., M X M Gq qw w
( ) ( )� �

� �� �1 11 1 . Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òî÷êè X X X k� � � �( , ..., )1 , óäîâ-
ëåòâîðÿþùåé (13), èìååì

C X c X c X c Xj j

j

k

j j

j q

q

w

s

j j

j q

q

w

w

w

w

( )
~

� � � � � �
� �

�

� �
� ��

�

1

1

1

1 � �

�
�� � �

1 1

1w

s

C X C(
~

) * .

3. Òàê êàê ýëåìåíòû ìóëüòèìíîæåñòâà � ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè äèñêðåò-
íûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè, òî íà äîïóñòèìîì ìíîæåñòâå âûïîëíÿþòñÿ
ðàâåíñòâà

D C X D c X c D Xj j

j

k

j j

j

k

( ( )) ( ) ( )� �
� �
� �

1

2

1

.

Îáîçíà÷èì
~

( )L x c xj j

j

k

�
�
� 2

1

, �( ) ( ( ), ..., ( ))X D X D X k� 1 . Òîãäà D C X( ( )) �

�
~

( ( ))L X� . Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî
~

( ( ))
~

( ( ))*L X L X� �� � �

� D C( )* .

Ïóñòü îñíîâà ìóëüòèìíîæåñòâà � M — êîðòåæ S M MM( ) ( , ...,� � 1 � , ...

..., )M r (ýëåìåíòû ìíîæåñòâà S M( )� áóäåì ñ÷èòàòü óïîðÿäî÷åííûìè ïî âîçðàñ-

òàíèþ), ïåðâè÷íàÿ ñïåöèôèêàöèÿ — êîðòåæ [ ] ( , ..., )� M
rn n� 1 . Ïóñòü òàêæå

�1 1� , � �i i i j

j

i

n n�
�

� � � � �1

1

1 äëÿ i J r� . (15)

Òàê êàê ýëåìåíòû ìóëüòèìíîæåñòâà � M óïîðÿäî÷åíû ïî íåóáûâàíèþ, òî

M G M G M
i i in i( ) ( )� �� � �� �� 1 , i J r� . (16)

Äëÿ âñåõ i J r� ñôîðìèðóåì ìóëüòèìíîæåñòâà

�i nG G
i i i

� � �{ , ..., }� � 1 . (17)
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Î÷åâèäíî, ÷òî | |�i in� . Òàê êàê òî÷êà X � óäîâëåòâîðÿåò (13), òî

M X M X M
i i ik i( ) ( )� � � � �� �� �� 1 äëÿ âñåõ i J� � , ãäå � îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëî-

âèÿ � �� 	1 k; k ni i� äëÿ i J� �� 1; k k� ��� � �1 . Ñëåäîâàòåëüíî,

( , ..., ) ( )X X E
i i i i

i
k n

k
i� � �� �� � 1 � .

Ïðåäñòàâèì öåëåâóþ ôóíêöèþ ñëåäóþùèì îáðàçîì: C X C Xi

i

( ) ( )�
�
�

1

�

, ãäå

C X c Xi j j

j

k

i

i i

( ) �
�

� �

�
�

� 1

. Îáîçíà÷èì òàêæå � � �i kX D X D X
i i i

( ) ( ( ), ..., ( ))� � �1 .

Èç (4) ñëåäóåò, ÷òî c c
k1

2 2 0� � �� . Òîãäà â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 1

�i X( )* ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüþ ôóíêöèè
~

( ( )) ( )L X c D Xi i j j

j

k

i

i i

�
�

�

�
�

� �

� 2
1

íà ìíîæå-

ñòâå E
n

k
i
D

i

i ( )� , ãäå �i
D

nD G D G
i i i

� � �{ ( ), ..., ( )}� � 1 (èç óñëîâèé (11) è (16) ñëåäó-

åò, ÷òî ýëåìåíòû ýòîãî ìóëüòèìíîæåñòâà óïîðÿäî÷åíû ïî íåâîçðàñòàíèþ). Òà-

êèì îáðàçîì,
~

( ( ))
~

( ( ))*L X L Xi i i i� �� äëÿ ëþáîé òî÷êè �i n i
DX E

i
( ) ( )� � , â ÷àñò-

íîñòè
~

( ( ))
~

( ( ))*L X L Xi i i i� �� � . Òîãäà

~
( ( ))*L X� �

� � �
� �

� �

�
� ��c D X c D X Lj j

j

k

j j

j

k

i

i i

i

i i
2

1

2
1

1

( ) ( )
~

( (* *

�

��

� X L X L X

i

i i

i

* ))
~

( ( ))
~

( ( )) ,

� �
� �� � � �

1 1

� �

� �

ïðè÷åì ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî ëèøü â ñëó÷àå, êîãäà
~

( ( ))
~

( ( ))*L X L Xi i i i� �� �

äëÿ âñåõ i J� � . Îäíàêî èç âûðàæåíèé M C X M C X( ( )) ( ( ))*� � è

C X C C X( ) ( )* *� � � ñëåäóåò âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà D C X D C X( ( )) ( ( ))*� � ,

ò.å.
~

( ( ))
~

( ( ))*L X L X� �� � . Çíà÷èò,
~

( ( ))
~

( ( ))*L X L X� �� � .

4. Òàê êàê äëÿ òî÷êè X * èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà D X D Gj j( ) ( )* � � �j Jk , òî

îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî íàéäåòñÿ òî÷êà ��X , óäîâëåòâîðÿþùàÿ (13), äëÿ êîòîðîé

âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ C X C( ) *�� � è � �( ) ( )*�� �X X . Èç
~

( ( ))L X� � �

�
~

( ( ))*L X� , êàê îòìå÷åíî âûøå, ñëåäóåò, ÷òî
~

( ( ))
~

( ( ))*L X L Xi i i i� �� � äëÿ âñåõ

i J� � , ò.å.
~

( ( ))L Xi i� � ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüþ ôóíêöèè
~

( ( ))L Xi i� íà ìíîæåñòâå

E
n

k
i
D

i

i ( )� . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî � �i iX X( ) ( )*� � . Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî ï. 2 äîêà-

çàòåëüñòâà, íàéäåòñÿ òî÷êà ��X , óäîâëåòâîðÿþùàÿ (13), òàêàÿ, ÷òî

� �i iX X( ) ( )*�� � è C X C Xi i( ) ( )� � �� . Òîãäà òàêæå � �( ) ( )*�� �X X è C X C( ) *�� � .

Òàêèì îáðàçîì, ìèíèìàëü ��X â çàäà÷å (10) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

H X H X H Gj j j( ) ( ) ( )*�� � � � �j Jk . Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó (10), åñëè C X X X X( ) � � �2 1 2 3 , ìóëüòè-

ìíîæåñòâî � � { , , , }A A A A1 1 2 3 , ãäå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû A1, A2 , A3 çàäàíû ðÿ-
äàìè ðàñïðåäåëåíèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ òàáë. 1. Îáùåå ìíîæåñòâî ðàçìåùåíèé

E k
� ( )� (k � 3 , � � 4) ñîäåðæèò ñëåäóþùèå ýëåìåíòû:

X A A A1
1 1 2� ( , , ) , X A A A2

1 1 3� ( , , ) , X A A A3
1 2 1� ( , , ) ,

X A A A4
1 2 3� ( , , ) , X A A A5

1 3 1� ( , , ) , X A A A6
1 3 2� ( , , ) ,

X A A A7
2 1 1� ( , , ) , X A A A8

2 1 3� ( , , ) , X A A A9
2 3 1� ( , , ) ,

X A A A10
3 1 1� ( , , ) , X A A A11

3 1 2� ( , , ) , X A A A12
3 2 1� ( , , ) .
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Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 3 äëÿ îäíîé èç ìèíèìàëåé çàäà÷è âûïîëíÿåòñÿ
óñëîâèå H X H X H A( ) ( ) ( )1 2 1� � , H X H A( ) ( )3 2� . Òàê êàê H A H A( ) ( )2 3�

(ñì. ïðèìåð 1), òî ýòîìó óñëîâèþ óäîâëåòâîðÿþò òî÷êè X 1 è X 2 . Ïðè ýòîì

C X A A A( )1
1 1 22� � � , C X A A A( )2

1 1 32� � � , è òàê êàê A A2 3� , òî

C X C X( ) ( )1 2
� , ò.å. X C X

X E

1

4
3

�
�

arg min ( )
( )�

.

Ðàññìîòðèì âîïðîñ î íàëè÷èè ìèíèìàëåé çàäà÷è, îòëè÷íûõ îò X 1 . Òàê êàê

M A M A M A( ) ( ) ( )1 2 3 7� � � , òî M C X( ( )) � 28 äëÿ ëþáîãî X E k� � ( )� . Âû÷èñ-

ëèì äèñïåðñèè çíà÷åíèé öåëåâîé ôóíêöèè äëÿ òî÷åê äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà:

D C X D X X X D X D X D X( ( )) ( ) ( ) ( ) ( )� � � � � �2 41 2 3 1 2 3 ,

D C X D C X D C X D C X( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( ))1 2 3 5 4 6 6 4 34� � � � � � � � ,

D C X D C X( ( )) ( ( ))4 6 4 6 4 4 32� � � � � � ,

D C X D C X( ( )) ( ( ))7 10 4 4 6 6 28� � � � � � ,

D C X D C X D C X D C X( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( ))8 9 11 12 4 4 6 4 26� � � � � � � � .

Òàêèì îáðàçîì,

H C X H C X H C X H C X H C X H Cl( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( (1 2 3 5 4� � � 
 � X l
6 )) 



 � 
 � � �l lH C X H C X H C X H C X H C X( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( ))7 10 8 9 11 H C X( ( ))12

è ìèíèìàëü ñëåäóåò èñêàòü ñðåäè òî÷åê X 1, X 2 , X 3 , X 5 . Îäíàêî

C X A A A C X( ) ( )3
1 2 1

12� � � � , C X A A A C X( ) ( )5
1 3 1

22� � � � . Çíà÷èò, òî÷êà

X 3 òàêæå äàåò ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è, ïðè÷åì ýòà òî÷êà íå óäîâ-

ëåòâîðÿåò óñëîâèþ (12), òàê êàê H X H A H A( ) ( ) ( )
2
3

2 1� � . Îòìåòèì, ÷òî ïðè

îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ âñå ìèíèìàëè çàäà÷è (10) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (12).

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (8) è (11), òî ëþáàÿ ìèíèìàëü çà-

äà÷è (10) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (12).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà (8), òî ñîãëàñíî ñëåä-

ñòâèþ 1 òåîðåìû 1 òî÷êà �( )*X ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé ìèíèìàëüþ çàäà÷è (14).

Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ
~
X çàäà÷è (10) âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (13). Òàêæå

~
( ( ))

~
( (

~
))*L X L Xi i i i� �� � �i J� , ïðè÷åì åñëè � �(

~
) ( )*X X� , òî â ñèëó åäèí-

ñòâåííîñòè ìàêñèìàëè ôóíêöèè
~

( ( ))L Xi i� íà ìíîæåñòâå E
n

k
i
D

i

i ( )� íàéäåòñÿ èí-

äåêñ i òàêîé, ïðè êîòîðîì íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì. Òàêèì îáðàçîì,
~

( ( ))
~

( (
~

))*L X L X� �� òîëüêî â ñëó÷àå � �(
~

) ( )*X X� . Ó÷èòûâàÿ òàêæå, ÷òî
~
X

óäîâëåòâîðÿåò (13), ïîëó÷àåì H X H Xj j( ) (
~

)* � � �j Jk . Ñëåäîâàòåëüíî,
~
X óäîâ-

ëåòâîðÿåò óñëîâèþ (12). Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (4), (11) è

H G H Gi j( ) ( )� ïðè G Gi j� , i j Jk, � , (18)

òî òî÷êà
X Gj j

* � � �j Jk (19)

ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüþ çàäà÷è (10).

Ñëåäñòâèå 3. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (8), (11) è

H G H Gi j( ) ( )� ïðè G Gi j� , i j Jk, � , (20)
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òî òî÷êà

X Gj j
* � � �j Jk (21)

ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé ìèíèìàëüþ çàäà÷è (10).

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî åñëè ýëåìåíòû ìóëüòèìíîæåñòâà � óïîðÿäî÷åíû

â íåóáûâàþùåì ïîðÿäêå, íî óñëîâèå (20) íå âûïîëíÿåòñÿ, òî óòâåðæäåíèå, àíà-

ëîãè÷íîå ñëåäñòâèÿì 2 è 3 òåîðåìû 3, ìåñòà íå èìååò.

Ïðèìåð 3. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïîèñêà ïàðû (10), ãäå C X X X( ) � �5 31 2 ,

� � { , }G G1 2 , ïðè÷åì äèñêðåòíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû G G1 2, çàäàíû ðÿäàìè

ðàñïðåäåëåíèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ òàáë. 2.

Äëÿ âåëè÷èí G1 è G2 õàðàêòåðèñòè÷åñêèå âåêòîðû ðàâíû: H G H G( ) ( )1 2� �

� �( ; )6 13 , è ïðè ýòîì èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå G G1 2� , òàê êàê g g
1
1

2
1 1� � ,

P G P G( ) ( )1 21 1
1

4
� � � � , g g

1
2

2
25 6�  � . Îäíàêî ìèíèìàëüþ ÿâëÿåòñÿ òî÷êà

( , )G G2 1 . Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí F G G1 1 25 3� � , F G G2 2 15 3� �

ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ H F H F( ) ( ) ( ; )1 2 48 442� � � , íî ïðè ýòîì f g
1
1

1
15� �

� � � � �3 8 5 3
2
1

2
1

2
1

1
1g f g g , P F P F( ) ( )1 28 8

1

16
� � � � , f

2
2 20� , f

1
2 23� , îòêóäà

â ñîîòâåòñòâèè ñ ï. 3.1 îïðåäåëåíèÿ 1 èìååì F F2 1� .

Ðàññìîòðèì áîëåå äåòàëüíî ïîèñê ðåøåíèÿ çàäà÷è (10), åñëè ýëåìåíòû ìóëü-

òèìíîæåñòâà � óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (11), ïðè ýòîì óñëîâèå (20) íå âûïîëíÿ-

åòñÿ. Ðàçîáüåì ìóëüòèìíîæåñòâî � íà ïîäìóëüòèìíîæåñòâà âèäà (17), ãäå èíäåê-

ñû � i (i J r� ) óäîâëåòâîðÿþò (15), ni — êðàòíîñòè ýëåìåíòîâ îñíîâû ìóëüòèìíî-

æåñòâà { ( ), ..., ( )}H G H G1 � , óïîðÿäî÷åííûõ â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå. Êàê è

âûøå, áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî � îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ � �� 	1 k, k ni i� äëÿ

i J� �� 1 , k k� ��� � �1 . Åñëè â ìíîæåñòâå �i âñå ýëåìåíòû ðàâíû ìåæäó ñîáîé,

òî èç óñëîâèÿ (12) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ìèíèìàëè X * çàäà÷è (10) âûïîëíÿþòñÿ

ðàâåíñòâà X X G
i i i ik� � �

* *� � �� �� 1 . Åñëè ñðåäè âåëè÷èí G G
i i ik� �, ..., � �1 åñòü

ðàçëè÷íûå, òî ( , ..., )* *X X
i i in� � � �1 ÿâëÿåòñÿ k i -ðàçìåùåíèåì ýëåìåíòîâ ìóëüòè-

ìíîæåñòâà �i .

Ïóñòü òî÷êà
~
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~
, ...,

~
)X X

i i ik� � � �1
äîñòàâëÿ-
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i ( )� , ò.å.

C X C Xi i(
~

) ( )� , ãäå ( , ..., ) ( )X X E
i i i i

i

k n

k
i� � � �

�
1

� (åñëè | ( )|S i� �1 , òî òàêàÿ òî÷-

êà â ìíîæåñòâå E
n

k
i

i

i ( )� ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé). Òîãäà ñîãëàñíî òåîðåìå 2 äëÿ
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Ò à á ë è ö à 2

Âåëè÷èíà
Ðÿäû ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Gi

i � 1 i � 2
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ëþáîé òî÷êè X E k� � ( )� , óäîâëåòâîðÿþùåé (12), âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

C X C X C X C Xi

i

i

i

(
~

) (
~

) ( ) ( )� �
� �
� �

1 1

� �

� , ò.å. òî÷êà
~
X ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüþ çàäà-

÷è (10). Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 4. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (4) è (11), òî ïî êðàéíåé ìåðå îäíà

ìèíèìàëü X * çàäà÷è (10) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

( , ..., ) min* *

( , ..., )

X X
i i i

i i ki ni
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X X E
� �
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1

1

arg
i

i i
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c Xj j

j
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( )� �

� �

�
�

� 1

� �i J� ,

ãäå �i — ìóëüòèìíîæåñòâà âèäà (17), â êîòîðûõ èíäåêñû óäîâëåòâîðÿþò (15),

ni — êðàòíîñòè ýëåìåíòîâ îñíîâû ìóëüòèìíîæåñòâà { ( ), ..., ( )}H G H G1 � , óïî-

ðÿäî÷åííûõ â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå, ïðè÷åì � �� �
 	�k k, 1 , k ni i�

äëÿ i J� �� 1, k k� ��� � �1 .

Ïðèìåð 4. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïîèñêà ïàðû (10), ãäå C X X X( ) � � �5 31 2

� � �2 3 4 5X X X , � � { , , , , , }G G A A A A1 2 1 1 2 3 , ðÿäû ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âå-

ëè÷èí G G1 2, ïðèâåäåíû â òàáë. 2, à ðÿäû ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

A A A1 2 3, , — â òàáë. 1. Äëÿ ýëåìåíòîâ ìóëüòèìíîæåñòâà � âûïîëíÿåòñÿ óñëî-

âèå (11):

H G H G H A H A H Al l( ) ( ) ( ; ) ( ) ( ; ) ( ) ( ) ( ;1 2 1 2 36 13 7 6 7� � �  � �  � � � 4) .

Ïðè ýòîì ðàçáèåíèå ìóëüòèìíîæåñòâà � íà ïîäìóëüòèìíîæåñòâà âèäà (17)
îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: �1 1 2� { , }G G , �2 1 1� { , }A A ,
�3 2 3� { , }A A . Êàê ïîêàçàíî â ïðèìåðå 3, ìèíèìóì ôóíêöèè

C X X X1 1 25 3( ) � � íà ìíîæåñòâå E
2
2

1( )� äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå ( , )G G2 1 ; ñëåäî-

âàòåëüíî, X G1 2
* � , X G2 1

* � . Ýëåìåíòû ìóëüòèìíîæåñòâà �2 ðàâíû ìåæäó

ñîáîé, ïîýòîìó X X A3 4 1
* *� � . Òàê êàê A A2 3� , òî ìèíèìóì ôóíêöèè

C X X3 5( ) � íà ìíîæåñòâå E
2
1

3( )� äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå X A5 2
* � . Òàêèì îáðà-

çîì, ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è äàåò òî÷êà X G G A A A* ( , , , , )� 2 1 1 1 2 .

Îòìåòèì, ÷òî òî÷êà X * — íå åäèíñòâåííàÿ ìèíèìàëü. Êàê ïîêàçàíî â ïðèìå-
ðå 2, ôóíêöèÿ � � � �C x X X X( ) 2 1 2 3 íà ìíîæåñòâå ðàçìåùåíèé èç ìóëüòè-
ìíîæåñòâà { , , , }A A A A1 1 2 3 èìååò äâå ìèíèìàëè: ( , , )A A A1 1 2 è ( , , )A A A1 2 1 .

Òîãäà è ôóíêöèÿ C X X X X X X( ) � � � � �5 3 21 2 3 4 5 íà ìíîæåñòâå E
6
5 ( )�

èìååò äâå ìèíèìàëè: ( , , , , )G G A A A2 1 1 1 2 è ( , , , , )G G A A A2 1 1 2 1 .

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â ñòàòüå èññëåäîâàíû íîâûå ñâîéñòâà ëèíåéíîé áåçóñëîâíîé çàäà÷è îïòèìèçà-
öèè íà ðàçìåùåíèÿõ, â ÷àñòíîñòè ïîëó÷åíî íåîáõîäèìîå óñëîâèå ðåøåíèÿ
â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíîñòè êîýôôèöèåíòîâ, êîòîðîå ñîâìåñòíî ñ èçâåñòíûì äî-
ñòàòî÷íûì óñëîâèåì ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèåì ðåøåíèÿ. Ïðåäëîæåíà ïîñòàíîâêà ëè-
íåéíîé áåçóñëîâíîé çàäà÷è îïòèìèçàöèè íà ðàçìåùåíèÿõ â ñëó÷àå, êîãäà ýëå-
ìåíòû ìóëüòèìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ äèñêðåòíûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè, è
èññëåäîâàíû ñâîéñòâà ñôîðìóëèðîâàííîé ñòîõàñòè÷åñêîé çàäà÷è. Ïîêàçàíî,
÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ ðåøåíèå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî áåç îðãàíèçà-
öèè ïåðåáîðà, à òàêæå ñôîðìóëèðîâàíî è îáîñíîâàíî óñëîâèå, êîòîðîå ìîæåò
áûòü ïîëîæåíî â îñíîâó ïîèñêà ðåøåíèÿ. Ðàññìîòðåííûå ñâîéñòâà ìîæíî èñ-
ïîëüçîâàòü ïðè îáîñíîâàíèè ìåòîäîâ ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷. Íàïðàâëåíèå äàëü-
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íåéøèõ èññëåäîâàíèé — â èçó÷åíèè ñâîéñòâ çàäà÷ ñ öåëåâîé ôóíêöèåé äðóãî-
ãî âèäà è/èëè ñ äîïîëíèòåëüíûìè (íåêîìáèíàòîðíûìè) îãðàíè÷åíèÿìè.
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