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ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÏËÎÒÍÎÉ ÓÏÀÊÎÂÊÈ 3D-ÎÁÚÅÊÒÎÂ

Àííîòàöèÿ. Ïðåäñòàâëåíà êîíöåïöèÿ �-ôóíêöèé è êâàçè �-ôóíêöèé êàê ýôôåêòèâíûõ
ñðåäñòâ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ òðåõìåðíûõ çàäà÷ óïàêîâêè âûïóêëûõ îáúåêòîâ, äîïóñêàþ-
ùèõ íåïðåðûâíûå ïîâîðîòû è òðàíñëÿöèè. Ôîðìóëèðóåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü çàäà÷è
ïëîòíîé óïàêîâêè âûïóêëûõ îáúåêòîâ è ðàññìàòðèâàþòñÿ åå îñíîâíûå ñâîéñòâà.
Ðàññìîòðåí ìåòîä ðåøåíèÿ, êîòîðûé âêëþ÷àåò ñëåäóþùèå ýòàïû: ïîñòðîåíèå íà÷àëüíûõ
òî÷åê, âû÷èñëåíèå ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ è ïåðåõîä èç îäíîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà
ê äðóãîìó. Ïðåäëîæåííûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì äëÿ ðåøåíèÿ
îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ óïàêîâêè. Ïðèâåäåíû ÷èñëåííûå ýêïåðèìåíòû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óïàêîâêà, ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå, îïòèìèçàöèÿ, êâàçè �-ôóíê-
öèÿ, âûïóêëûå òðåõìåðíûå îáúåêòû, òðàíñëÿöèÿ, ïîâîðîò.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Âî ìíîãèõ ñèòóàöèÿõ èññëåäîâàòåëÿì ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü çàäà÷è, â êîòîðûõ íåðå-

ãóëÿðíûå ïðîñòðàíñòâåííûå ñòðóêòóðû ìîãóò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíû êàê ñèñòå-

ìû ïëîòíîóïàêîâàííûõ òâåðäûõ ÷àñòèö, èìåþùèõ ðàçëè÷íóþ ôîðìó. Íà ïðîòÿ-

æåíèè äëèòåëüíîãî âðåìåíè èçó÷àåòñÿ âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ ìîäåëåé è ïðè-

ìåíåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäîâ äëÿ êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ íîâûõ

ìàòåðèàëîâ. Ïðè ýòîì ïëîòíàÿ óïàêîâêà íåñôåðè÷åñêèõ ÷àñòèö èñïîëüçóåòñÿ ïðè

ìîäåëèðîâàíèè ñòðóêòóðû è èçó÷åíèè ñâîéñòâ ðàçëè÷íûõ êîìïîçèòíûõ è ñòåêëî-

âèäíûõ ìàòåðèàëîâ, êîëëîèäíûõ ðàñòâîðîâ, ãðàíóëèðîâàííûõ è ïîðèñòûõ ñðåä,

ñìåñåâûõ òîïëèâ [1–3]. Íàïðèìåð, â ðàáîòå [4] àâòîðû ïðåäëîæèëè íîâûé ìåòîä

ìîäåëèðîâàíèÿ ïëîòíûõ ìàòåðèàëîâ íà îñíîâå àëãîðèòìà óïàêîâêè ñôåðîïîëèýä-

ðîâ (îáúåêòîâ, îáðàçîâàííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñóììû Ìèíêîâñêîãî øàðà è ïà-

ðàëëåëåïèïåäà). Ïðåäëîæåííûé â íàñòîÿùåé ñòàòüå ìåòîä ìîæåò áûòü ïðèìåíåí

äëÿ âèðòóàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ ïëîòíûõ ìàòåðèàëîâ, èìåþùèõ â ñîñòàâå íå-

ñôåðè÷åñêèå ÷àñòèöû. Â [5] ðàññìàòðèâàåòñÿ îïòèìèçàöèîííûé ïîäõîä ê èìèòà-

öèîííîìó ìîäåëèðîâàíèþ ðàçëè÷íûõ ìèêðîñòðóêòóð. Àâòîðàìè ðåøåíû çàäà÷è

îïòèìèçàöèè ôóíêöèè ïîðèñòîñòè è ïîèñêà îïòèìàëüíîé ìîäåëè ãðàíóëîìåòðè-

÷åñêîãî ñîñòàâà èññëåäóåìîé ìèêðîñòðóêòóðû. Àêòóàëüíûì ïðèëîæåíèåì ïðåäëî-

æåííîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à 3D-ðåêîíñòðóêöèè ìèêðîñòðóêòóðû êåðíà.

Â ðàáîòå [6] ðàññìîòðåíà ìåòîäèêà ñîçäàíèÿ ïëîòíûõ ñëó÷àéíûõ óïàêîâîê

òâåðäûõ ÷àñòèö ñ èñïîëüçîâàíèåì ñôåðîöèëèíäðîâ. Îïèñàííûé ìåòîä ïðîèçâî-

äèò óïàêîâêó ñôåðîöèëèíäðîâ, äîñòàòî÷íî õîðîøî ìîäåëèðóþùóþ ñòðóêòóðó

àíèçîòðîïíûõ ïîðîøêîâ è êîëëîèäíûõ âåùåñòâ.

Â ñòàòüå [7] ïðåäñòàâëåíà êîìïüþòåðíàÿ ìîäåëü, ïðåäíàçíà÷åííàÿ äëÿ îïðå-

äåëåíèÿ ïëîòíîñòè ãðàíóëèðîâàííûõ ìàòåðèàëîâ ïóòåì óïàêîâêè òðåõìåðíûõ

ýëëèïñîèäîâ. Ïðåäëîæåí ñïåöèàëüíûé ïîäõîä, ïðåäîòâðàùàþùèé áëîêèðîâàíèå

÷àñòèö ïî ìåðå èõ ïðîäâèæåíèÿ âãëóáü êîíòåéíåðà. Âíåäðåí ïðîöåññ âûáîðî÷-

íîãî îáñëåäîâàíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñðåäíåé ïëîòíîñòè óïàêîâêè èëè âî âñåì

êîíòåéíåðå, èëè â ëþáîé åãî ÷àñòè. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñðàâíèâàþòñÿ

ñ ðàñïðåäåëåíèåì ïåñ÷èíîê â îáû÷íîì ïåñêå.

Â [8] ïðèâåäåí îáçîð ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ óïàêîâêå ñôåðîèäîâ, öèëèíäðîâ

è òåë ïðîèçâîëüíîé ôîðìû â çàäà÷àõ ïîðîøêîâîé ìåòàëëóðãèè. Îïèñàííûå

â ñòàòüå ïîäõîäû îñíîâàíû íà ðàçëè÷íûõ àïïðîêñèìàöèÿõ ïðîèçâîëüíûõ ÷àñòèö

è èñïîëüçîâàíèè ýâðèñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ.
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Ðåøåíèþ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ðàçìåùåíèÿ ãðóçîâûõ êîíòåéíåðîâ ðàçëè÷-

íûõ ôîðì (öèëèíäðû, ïàðàëëåëåïèïåäû è äðóãèå íåñòàíäàðòíûå ôîðìû, îáðàçî-

âàííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì ïàðàëëåëåïèïåäîâ) ïîñâÿùåíû ðàáîòû [9–11].

Â ñòàòüå [12] àâòîð ïðåäëîæèë èñïîëüçîâàòü çàäà÷ó óïàêîâêè ðàçëè÷íûõ

ìíîãîãðàííèêîâ ïðè ñîçäàíèè ôèçè÷åñêèõ ïðîòîòèïîâ òðåõìåðíûõ êîìïüþòåð-

íûõ ìîäåëåé, íåîáõîäèìûõ íà ðàííèõ ñòàäèÿõ ïðîèçâîäñòâà íîâûõ ïðîäóêòîâ.

Â äàííîì ñëó÷àå öåëüþ ïëîòíîé óïàêîâêè îáúåêòîâ ñëóæèò ìàêñèìèçàöèÿ

ïëîùàäè ïîñëîéíîãî çàïåêàíèÿ ïîðîøêà.

Öåëü äàííîãî èññëåäîâàíèÿ — ïîñòðîåíèå àäåêâàòíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìî-

äåëè çàäà÷è ïëîòíîãî ðàçìåùåíèÿ çàäàííîãî êëàññà òðåõìåðíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ

îáúåêòîâ è ðàçðàáîòêà ìåòîäà åå ðåøåíèÿ.

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Ðàññìîòðèì êëàññ òðåõìåðíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ, êîòîðûå ìîãóò áûòü

ïîëó÷åíû èç «óíèâåðñàëüíîãî» îáúåêòà, íàçûâàåìîãî ñôåðîêîíóñîì. Ñôåðî-

êîíóñîì ÿâëÿåòñÿ òðåõìåðíûé âûïóêëûé ãåîìåòðè÷åñêèé îáúåêò, ïðåäñòàâëÿ-

þùèé îáúåäèíåíèå óñå÷åííîãî êîíóñà âûñîòîé 2h ñ ðàäèóñàìè âåðõíåãî è

íèæíåãî îñíîâàíèé r1 è r2 (r r1 2� ) ñîîòâåòñòâåííî, âåðõíåãî ñôåðè÷åñêîãî

ñåãìåíòà ñ âûñîòîé è ðàäèóñîì îñíîâàíèÿ, ðàâíûìè w1 è r1 ñîîòâåòñòâåííî,

è íèæíåãî ñôåðè÷åñêîãî ñåãìåíòà, âûñîòà è ðàäèóñ îñíîâàíèÿ êîòîðîãî ðàâ-

íû w2 è r2 ñîîòâåòñòâåííî. Îáîçíà÷èì � � ( , , , , )r r w w h1 2 1 2 âåêòîð ìåòðè÷åñ-

êèõ õàðàêòåðèñòèê ñôåðîêîíóñà. Ñôåðîêîíóñ ÿâëÿåòñÿ áàçîâûì îáúåêòîì, èç-

ìåíÿÿ ìåòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè êîòîðîãî ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå

òðåõìåðíûå îáúåêòû: ñôåðîöèëèíäð ( ( , , , , ), )� � �r r w w h r r1 2 1 2 1 2 ; óñå÷åííûé

êîíóñ ( ( , , , , ))� � r r h1 2 0 0 ; öèëèíäð ( ( , , , , ), )� � �r r h r r1 2 1 20 0 ; êîíóñ (� �

� ( , , , , ))r h1 0 0 0 ; ñôåðè÷åñêèå ñåãìåíòû ( ( , , , , )� � r w1 10 0 0 èëè � �

� ( , , , , )0 0 02 2r w ); ñôåðè÷åñêèé äèñê ( ( , , , , ), )� � �r r w w r r1 2 1 2 1 20 .

Ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à ïëîòíîé óïàêîâêè èìååò ñëåäóþùóþ ïîñòàíîâêó.

Ïóñòü çàäàíî ìíîæåñòâî ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ O Ri �
3 , i I n� � { , ..., }1

(â äàëüíåéøåì îáúåêòû), êàæäûé èç êîòîðûõ ìîæåò áûòü ïàðàëëåëåïèïåäîì, øà-

ðîì, ñôåðîêîíóñîì, ñôåðîöèëèíäðîì, óñå÷åííûì êîíóñîì, öèëèíäðîì, êîíóñîì,

ñôåðè÷åñêèì ñåãìåíòîì, ñôåðè÷åñêèì äèñêîì è îáúåêòîì, ïðåäñòàâëÿþùèì

ñóììó Ìèíêîâñêîãî ïåðå÷èñëåííûõ âûøå îáúåêòîâ ñ øàðîì. Îáúåêòû O i Ii , � ,

äîïóñêàþò òðàíñëÿöèþ íà âåêòîð � i i i ix y z R� �( , , ) 3 è ïîâîðîòû íà óãëû

� � � �i x y zi i i
� ( , , ), i I� . Âåêòîð äâèæåíèÿ îáúåêòà O i Ii , � , îáîçíà÷èì

ui i i� ( , )� � . Òîãäà âåêòîð u u u Rn
n� � � �( )1

6
� îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå âñåõ îáú-

åêòîâ â R 3 .

Êîíòåéíåð � çàäàåòñÿ â âèäå êóáîèäà:

� � � � � � � � �{ }( , , ) : , ,x y z R l x l w y w h z h3
1 2 1 2 1 2 ,

ãäå l l w w h h1 2 1 2 1 2, , , , , — ïåðåìåííûå. Êîíòåéíåð � , ðàçìåðû êîòîðîãî çàäà-

þòñÿ âåêòîðîì u l l w w h h� � ( , , , , , )1 2 1 2 1 2 , îáîçíà÷èì � �( )u .

Çàäà÷à. Íàéòè âåêòîð u* òàêîé, ÷òîáû îáúåêòû O i Ii , � , ñîäåðæàëèñü â êîíòåé-

íåðå � �( )u è åãî îáúåì F u l l w w h h( ) ( )( )( )� � 	 	 	2 1 2 1 2 1 äîñòèãàë ìèíèìóìà.

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÌÎÄÅËÜ ÏÎÑÒÀÂËÅÍÍÎÉ ÇÀÄÀ×È

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïîñòàâëåííîé çàäà÷è â ñòàòüå èñïîëü-

çóåòñÿ ïîíÿòèå êâàçè �-ôóíêöèè [14], îñíîâîé êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ðàçäåëÿþùàÿ
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ïëîñêîñòü ñ ïàðàìåòðàìè u dp � ( , , )� � . Òîãäà òàêóþ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü

ïðåäñòàâèì â âèäå

F u F u( ) min ( )*
� �� , X W R� 
 � , (1)

ãäå

W X u u u R u u up ij i j pij
� � � � �{ ( , , ) : ( , , )� �� 0 , i j I� � ,

� �i iu u i I( , ) ,� �0 } , (2)

��ij i j pu u u
ij

( , , ) — êâàçè �-ôóíêöèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ O ui i( ) è O uj j( ),

i j I� � [15], � �i iu u( , ) — �-ôóíêöèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ O ui i( ) è

cl ( \ )R P3 , i I� , u u u u Rp p p p n n
� � � �

	
( , )

( )11 12 1
�

� — âåêòîð ïàðàìåòðîâ ðàçäåëÿ-

þùèõ ïëîñêîñòåé äëÿ êàæäîé ïàðû ðàçìåùàåìûõ îáúåêòîâ, u
pij

�

� ( , , )� �ij ij ijd , � �
3

2
1n n( )	 , � ��  6 6n [15].

Îòìåòèì íåêîòîðûå îñîáåííîñòè ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè (1), (2). Ïîñêîëüêó

êâàçè �-ôóíêöèè âêëþ÷àþò îïåðàòîð max, òî îáëàñòü äîïóñòèìûõ ðåøåíèé çàäà-

÷è ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

W W�
�

	

	




0

� , (3)

ãäå W	 — äîïóñòèìàÿ ïîäîáëàñòü, çàäàâàåìàÿ ñèñòåìîé íåðàâåíñòâ âèäà

� 	
	 �( ) ( ) }X t t� � �{ 0 , t � �� { , , ..., }1 2 � , � l i j p iu u u u u

ij
�{( , , ), ( , )}� .

Ôóíêöèè �t t	 �( ), t ��, ÿâëÿþòñÿ ëèáî ãëàäêèìè, ëèáî êóñî÷íî-ãëàäêèìè;

ãðàíèöà � 	 — îâðàæíàÿ ïîâåðõíîñòü; ìàòðèöû ñèñòåì íåðàâåíñòâ òèïà (3) ÿâëÿ-

þòñÿ ñèëüíî ðàçðåæåííûìè è èìåþò áëî÷íóþ ñòðóêòóðó.

Çàäà÷à (1), (2) ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé.

ÌÅÒÎÄ ÐÅØÅÍÈß

Ïîñêîëüêó ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü (1), (2) ïîñòðîåíà â âèäå çàäà÷è íåëèíåéíî-

ãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, òî äëÿ åå ðåøåíèÿ ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû ðàçëè÷íûå

ìîäèôèêàöèè ìåòîäîâ íåëèíåéíîé îïòèìèçàöèè (íàïðèìåð, ìåòîä âîçìîæíûõ

íàïðàâëåíèé, ìåòîä âíóòðåííåé òî÷êè è äð.). Îäíàêî äëÿ ïðèìåíåíèÿ ÷èñëåí-

íûõ ìåòîäîâ íåëèíåéíîé îïòèìèçàöèè íåîáõîäèìî èìåòü äîïóñòèìóþ

íà÷àëüíóþ òî÷êó.

Ïîñòðîåíèå äîïóñòèìîé íà÷àëüíîé òî÷êè. Ñðåäè ìåòîäîâ, êîòîðûå ïðè-

ìåíÿþòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ íà÷àëüíûõ òî÷åê, â çàäà÷àõ ðàçìåùåíèÿ îáúåêòîâ

â îñíîâíîì èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå ìîäèôèêàöèè «æàäíûõ» àëãîðèòìîâ. Ïðè-

ìåíåíèå æàäíûõ àëãîðèòìîâ â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å ïðåäñòàâëÿåò áîëüøóþ

ñëîæíîñòü.

Â ñâÿçè ñ ýòèì â ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ãåíåðèðî-

âàòü ëþáûå äîïóñòèìûå íà÷àëüíûå òî÷êè çàäà÷è (1), (2). Ýòîò ìåòîä âêëþ÷àåò

ñëåäóþùèå øàãè. Ïåðâîíà÷àëüíî êàæäûé îáúåêò Oi ïîêðûâàåòñÿ øàðîì S i ìè-

íèìàëüíîãî ðàäèóñà Ri
0 , i I� . Äàëåå áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ñîáñòâåííûå ñèñòåìû

êîîðäèíàò îáúåêòîâ Oi è S i , i I� , ñîâïàäàþò, à òàêæå ÷òî Ri , i I� , ÿâëÿþòñÿ ïåðå-

ìåííûìè è ôîðìèðóþò âåêòîð R R R Rn� � �( , )1 2 � . Çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò âåêòîðà

u u� �� 0 (ðàçìåðû êóáîèäà) âûáèðàþòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî âñå øàðû S i , i I� , ãà-

ðàíòèðîâàííî ðàçìåùàþòñÿ â � �( )u . Äàëåå êîìïîíåíòû ýòîãî âåêòîðà ñ÷èòàþò-

ñÿ ïîñòîÿííûìè. Ïîëîæèì Ri � 0 , i I� , è ñëó÷àéíûì îáðàçîì ñãåíåðèðóåì âåê-
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òîð � � �� � �( )1 � n òàêèì îáðàçîì, ÷òî � i u�� �( ) , i I� . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

âåêòîð E R� � �( , ) ( , )� � 0 . Âçÿâ òî÷êó E � â êà÷åñòâå íà÷àëüíîé, ðåøàåì çàäà÷ó

íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

F R F R R E R G Ri

i

n
n

1 1

1

4( � ) max ( ) , ( , )� � � � 

�
� � , (4)

G E R n� �{ :4 �ij R Ri j i j( , , , )� � � 0, i j I� � ,

�i Ri i( , )� � 0, R Ri i
0 0	 � , Ri � 0, i I� } , (5)

ãäå �ij i j i jR R( , , , )� � — �-ôóíêöèÿ äëÿ S i è S j , �i i iR( , )� — �-ôóíêöèÿ

äëÿ S i è � �* ( \ )� cl R 3 [15]. Ïóñòü � ( � , )E R� � 0 — ãëîáàëüíûé ìàêñèìóì çà-

äà÷è (4), (5), ò.å. F R Ri

i

n

1
0

1

( � ) �
�
� . Âçÿâ òî÷êó ( � , )� u�

0 â êà÷åñòâå íà÷àëüíîé, ðå-

øèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:

F u F u(~ ) min ( )� �� , Z Q R n� 
 3 6 , (6)

Q Z R n� � { :3 6 �ij ui j( , )� � 0, i j I� � , � �i ui( , )� � 0, i I� } . (7)

Ïóñòü
~

(~, ~ )Z u� � � — ëîêàëüíûé ìèíèìóì çàäà÷è (6), (7). Äëÿ ïîñòðîåíèÿ òî÷-

êè X W*� îòíîñèòåëüíî çàäà÷è (1), (2) óñòàíîâèì � �* ~� , çàäàäèì ñëó÷àéíî

óãëû � � � �x y zi i i

* * *, , [ , ]� 0 2 , i I� , è îïðåäåëèì âåêòîð up
* . Äëÿ òîãî ÷òîáû îïðå-

äåëèòü êîìïîíåíòû upij

* âåêòîðà up
* , ñòðîÿòñÿ ðàçäåëÿþùèå ïëîñêîñòè äëÿ êàæ-

äîé ïàðû øàðîâ S i i( )*� è S j j( )*� , i j I� � . Ïåðâîíà÷àëüíî ñòðîèì óðàâíåíèÿ

ïðÿìûõ Lij , ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êè � i
* è � j

* , â âèäå
x x

x x

y y

y y

i

j i

i

j i

	

	
�

	

	
�

*

* *

*

* *

�
	

	

z z

z z

i

j i

*

* *
. Çàòåì ôîðìèðóåì òî÷êè ( , , )N N Nij ij ij

11 12 13 , ( , , )N N Nij ij ij
21 22 23 ,

0� � �i j I , ãäå

N x R x xij i i j i ij
11 0�  	 �( ) /* * , N y R y yij i i j i ij

12 0�  	 �( ) /* * ,

N z R z zij i i j i ij
13 0�  	 �( ) /* * , N x R x xij j j j i ij

21 0� 	 	 �( ) /* * ,

N y R y yij j j j i ij
22 0� 	 	 �( ) /* * , N z R z zij j j j i ij

23 0� 	 	 �( ) /* * ,

� � 	  	  	ij j i j i j ix x y y z z( ) ( ) ( )* * * * * *2 2 2 .

Äàëåå ñòðîèì óðàâíåíèÿ ïëîñêîñòåé N ij , ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êè

(( ) / , ( ) / , ( ) / )N N N N N Nij ij ij ij ij ij
11 21 12 22 13 23+ + +2 2 2 ïåðïåíäèêóëÿðíî ïðÿìûì Lij ,

â âèäå

( ( ) / )( ) ( ( ) / )(* *x N N x x y N N yij ij j i ij ij	  	  	 11 21 12 222 2 j iy* * )	 

 	  	 �( ( ) / )( )* *z N N z zij ij j i
13 23 2 0 , 0� � �i j I .
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Î÷åâèäíî, ÷òî N ij ÿâëÿåòñÿ ðàçäåëÿþùåé ïëîñêîñòüþ äëÿ øàðîâ S i i( )*� è

S j j( )*� . Òîãäà, ïðèíÿâ

a x x b y y c z zij j i ij ij j i ij ij j i
* * * * * * * *( ) / , ( ) / , (� 	 � � 	 � � 	 * ) / �ij ,

d N N x x N N y yij ij ij j i ij ij j i
* * * *(( )( ) ( )(� 	  	   	11 21 12 22 * ) 

  	 �( )( )) /* *N N z zij ij j i ij
13 23 2 ,

ïîëó÷èì íîðìàëüíîå óðàâíåíèå ( ( ) / ) ( ( ) / )* *x N N a y N N bij ij ij ij ij ij	   	  11 21 12 222 2

 	   �( ( ) / ) * *z N N c dij ij ij ij
13 23 2 0 ïëîñêîñòè N ij . Ïîñêîëüêó øàðû S i i( )*� è

S j j( )*� ïîêðûâàþò îáúåêòû Oi i( )*� è O j j( )*� ñîîòâåòñòâåííî, òî ïëîñêîñòü

N ij ÿâëÿåòñÿ äëÿ íèõ ðàçäåëÿþùåé. Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü ñôîðìèðîâàòü âåê-

òîð u u u up p p p n n

* * * *( , )
( )

� � �
	11 12 1

� , ãäå u dp ij ij ijij

* * * *( , , )� � � , � ij ija* *� arcsin , � ij
* �

� 	arcsin( / cos )* *bij ij1 2 � .

Ëîêàëüíàÿ îïòèìèçàöèÿ. Ïîñêîëüêó äîïóñòèìàÿ îáëàñòü W çàäàåòñÿ áîëü-

øèì êîëè÷åñòâîì íåðàâåíñòâ, òî íåïîñðåäñòâåííîå ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ íåëè-

íåéíîé îïòèìèçàöèè ïðèâåäåò ê çíà÷èòåëüíûì ïîòåðÿì âû÷èñëèòåëüíîãî âðåìå-

íè. Îñíîâûâàÿñü íà òîì, ÷òî îáëàñòü äîïóñòèììûõ ðåøåíèé ïðåäñòàâëÿåòñÿ

â âèäå îáúåäèíåíèÿ ïîäîáëàñòåé (ñì. (3)), ìîæíî ñóùåñòâåííî óìåíüøèòü âðåìÿ

ïîèñêà ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà, ñâåäÿ åãî ê ðåøåíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîäçà-

äà÷, â êîòîðûõ îáëàñòü äîïóñòèìûõ ðåøåíèé îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷èòåëüíî ìåíü-

øèì êîëè÷åñòâîì íåðàâåíñòâ. Ðàññìîòðèì ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä.

Âûäåëèì äîïóñòèìóþ ïîäîáëàñòü W0 òàêóþ, ÷òî X W W* � 
0 . Äëÿ òîãî

÷òîáû ñôîðìèðîâàòü ïîäîáëàñòü W0 , íåîáõîäèìî ïîäñòàâèòü òî÷êó X * â íåðà-

âåíñòâà, ôîðìèðóþùèå ñèñòåìó (2). Ïîñêîëüêó êâàçè �-ôóíêöèþ ìîæíî ïðåä-

ñòàâèòü â âèäå � � � �� �ij i j p ij
s

i j p iju u u u u u s
ij ij

( , , ) max ( , , ), , ,{ }1 � , ãäå�ij çàâè-

ñèò îò òèïà Oi
è O j

, òî äîïóñòèìàÿ ïîäîáëàñòü W0 çàäàåòñÿ ñèñòåìîé íåðà-

âåíñòâ, êîòîðàÿ ôîðìèðóåòñÿ çà ñ÷åò âûáîðà â êàæäîé êâàçè �-ôóíêöèè

��ij i j pu u u
ij

( , , ) îäíîé èç ôóíêöèé �ij
a

i j pu u u
ij

( , , ), a ij� �{ }1, ,� , i j I� � , òàêîé,

÷òî � � �� �ij i j p ij
a

i j p iju u u u u u
ij ij

( , , ) ( , , )* * * * * * * . Àíàëîãè÷íûì ñïîñîáîì âûäåëÿþò-

ñÿ íåðàâåíñòâà èç � �i iu u i I( , ) ,� �0 . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ñèñòåìó íåðàâåíñòâ

�0 0( )X � (ñì. (3)), êîòîðàÿ îïèñûâàåò ïîäîáëàñòü W0 .

Äàëåå ðåøàåì çàäà÷ó

F u F u X W R( ) min ( ),*
� �
0

0� � 
 �
(8)

è âû÷èñëÿåì òî÷êó ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà X 0* äëÿ ñòàðòîâîé òî÷êè X W*� 0 .

Çàòåì â ñèñòåìå �0 0 0( )*X � (ñì. (3)) âûäåëÿåì àêòèâíûå íåðàâåíñòâà

� �j j0
0 0( )*� , j� � 
 �� �0 01 2 1 2{ , , ..., } { , , ..., }� � . Ïóñòü âûäåëåííûå íåðàâåí-

ñòâà ïðèíàäëåæàò ïîäñèñòåìàì íåðàâåíñòâ �ij
a

i j pu u u
ij

( , , ) � 0, i I I� 
0 1� ,

j I I� 
0 2� . Ýòî ïîçâîëÿåò âûáðàòü ôóíêöèè ��ij i j pu u u
ij

( , , ), êîòîðûå âìåùàþò

ôóíêöèè �ij
a

i j pu u u
ij

( , , ) , i I� 0 1� , j I� 0 2� , è âû÷èñëèòü èõ çíà÷åíèÿ â òî÷êå X 0*.

Ïóñòü � � �� �ij i j p ij
ñ

i j p iju u u u u u
ij ij

( , , ) ( , , )* * * * * *0 0 0 0 0 0 0 , i I� 0 1� , j I� 0 2� .
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Åñëè  ij
0 0� , i I� 0 1� , j I� 0 2� , òî çàìåíÿåì ïîäñèñòåìû �ij

a
i j pu u u

ij
( , , ) � 0 íà

ïîäñèñòåìû �ij
ñ

i j pu u u
ij

( , , ) � 0 , i I� 0 1� , j I� 0 2� . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì íîâóþ

ïîäñèñòåìó íåðàâåíñòâ, îïðåäåëÿþùóþ íîâóþ äîïóñòèìóþ ïîäîáëàñòü W W1 
 .

Î÷åâèäíî, ÷òî X W0
1

*� . Èñïîëüçóÿ íà÷àëüíóþ òî÷êó X 0*, ðåøàåì çàäà÷ó

F u F u( ) min ( )*
� �
1 � , X W R� 
1

�

è âû÷èñëÿåì òî÷êó ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà X 1* .

Âû÷èñëèòåëüíûé ïðîöåññ ïðîäîëæàåòñÿ � ðàç äî òåõ ïîð, ïîêà íè âûïîëíèò-

ñÿ óñëîâèå  �
ij � 0 , i I� ��1

, j I� ��2
.

Åñëè çíà÷åíèå êàæäîé èç ôóíêöèé ��ij i j pu u u
ij

( , , ) â òî÷êå X �* îïðåäåëÿåò-

ñÿ ëèøü îäíîé ôóíêöèåé �ij
a

i j pu u u
ij

( , , ) � 0 , òî X �* ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíî-

ãî ìèíèìóìà îòíîñèòåëüíî âñåé îáëàñòè W . Èíà÷å íåîáõîäèìî èññëåäîâàòü âñå

äîïóñòèìûå ïîäîáëàñòè W
i� , t ��, ñîäåðæàùèå òî÷êó X �* , ÷òî ìîæåò ïðèâåñòè

ê ñóùåñòâåííûì âðåìåííûì çàòðàòàì. Ïîýòîìó â ýòîì ñëó÷àå áåðåì òî÷êó X �*

â êà÷åñòâå ïðèáëèæåíèÿ ê òî÷êå ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà îòíîñèòåëüíî îáëàñòè W.
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà, åñëè ðåøàòü
çàäà÷ó (1), (2) íà âñåé îáëàñòè W.

Óìåíüøåíèå êîëè÷åñòâà îãðàíè÷åíèé. Ñèñòåìû íåðàâåíñòâ � 	 ( )X � 0

(ñì. (3)), çàäàþùèå ïîäîáëàñòè W	 , 	 
�{ }0, ,� , ñîñòîÿò èç áîëüøîãî êîëè÷åñòâà

íåðàâåíñòâ. Î÷åâèäíî, ÷òî ÷åì áîëüøå êîëè÷åñòâî ðàçìåùàåìûõ îáúåêòîâ n , òåì

áîëüøå ÷èñëî òàêèõ íåðàâåíñòâ. Äëÿ óìåíüøåíèÿ êîëè÷åñòâà îãðàíè÷åíèé ïðè-

ìåíèì ñïåöèàëüíûé ïîäõîä, çàêëþ÷àþùèéñÿ â ñâåäåíèè ðåøåíèÿ çàäà÷ âèäà (8)

ê ðåøåíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïòèìèçàöèîííûõ ïîäçàäà÷. Ïðåèìóùåñòâî

ïðåäëàãàåìîãî ïîäõîäà ñîñòîèò íå òîëüêî â ñóùåñòâåííîì ñîêðàùåíèè ÷èñëà

îãðàíè÷åíèé, çàäàþùèõ äîïóñòèìûå îáëàñòè òàêèõ ïîäçàäà÷, íî è â çíà÷èòåëü-

íîì óìåíüøåíèè èõ ðàçìåðíîñòè. Ðàññìîòðèì ïîäðîáíî ýòó ïðîöåäóðó ðåøåíèÿ.

Âíà÷àëå çàäàäèì âåëè÷èíó � � 0 è ñðåäè íåðàâåíñòâ � ��ij i j pu u u
ij

( , , ) 0 ,

i j I� 
 , âûäåëèì òàêèå, ÷òî

|| || ( )( )* ( )*� � �	 	
i j i jR R	 		 	  �1 1 0 0 , i I j I� 
 � 
� �1 2, , (9)

è ñðåäè íåðàâåíñòâ � �i iu u( , ) � 0 âûäåëèì òàêèå, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü õîòÿ áû

îäíî èç óñëîâèé

x R li i
( )* ( )*	 	 �	 		 	 �1 0

1
1 , y R wi i

( )* ( )*	 	 �	 		 	 �1 0
1

1 , z R hi i
( )* ( )*	 	 �	 		 	 �1 0

1
1 ,

l x Ri i2
1 1 0( )* ( )*	 	 �	 		 	 � , w y Ri i2

1 1 0( )* ( )*	 	 �	 		 	 � ,

h z Ri i2
1 1 0( )* ( )*	 	 �	 		 	 � , i I� 
�3 . (10)

Âûäåëèì èç ñèñòåìû � 	 ( )X � 0 (ñì. (3)) íåðàâåíñòâà âèäà � �t t	 �( ) 0 , êîòî-

ðûå ÿâëÿþòñÿ ÷àñòÿìè íåðàâåíñòâ � ��ij i j pu u u
ij

( , , ) 0, i I� 
�1 , j I� 
�2 , è

� �i iu u( , ) � 0 , i I� 
�3 . Ýòè íåðàâåíñòâà ôîðìèðóþò ïîäñèñòåìó

� 	 0 0( )X � , ñîñòîÿùóþ èç t �0
íåðàâåíñòâ, è îïðåäåëÿþò ïîäìíîæåñòâî

W W	 	0 
 . Î÷åâèäíî, � 	 	0 1 0( )( )*X 	 � è t � 	�
0
� .

Ïóñòü òàêæå ñðåäè âñåõ ïàð ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ Oi è O j , íå ÿâëÿþ-

ùèõñÿ îäíîâðåìåííî øàðàìè, ñóùåñòâóåò q0 ïàð Oi è O j , i I� 
�1 , j I� 
�2 ,

äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (9).
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Ïîäñèñòåìà � 	 0 0� îïèñûâàåò ïîäìíîæåñòâî òî÷åê X W R
q	

	
�0

0
3 0� 
 	

.

Âçÿâ íà÷àëüíóþ òî÷êó X W( ) *	
	

	 �1 0
0 , ðåøèì çàäà÷ó

F u F u X W R
q

( ) min ( ) ,*
� �
	

	 	
�0

0 0
3 0� � 
 	

, (11)

ãäå

W X R X
q

i i	
	 � 	 	 	� � �

0
0 3 0 0 10 0

1

2
0� � � 	 	 �	 	{ : ( ) , || ||( )*� ,

i I� � �\ ( )}� � �1 2 3 .

Òàêèì îáðàçîì, â ïðîöåññå ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è íå ñòðîÿòñÿ ðàçäåëÿþùèå ïëîñ-

êîñòè îáúåêòîâ (íå ó÷àñòâóþò êîìïîíåíòû upij
âåêòîðà up ), ðàññòîÿíèå ìåæäó

îïèñàííûìè øàðàìè êîòîðûõ áîëüøå, ÷åì � . Óñëîâèÿ
1

2
01� � �		 	 �	|| ||( )*

i i
,

i I� � �\ ( )� � �1 2 3 ãàðàíòèðóþò íåïåðåñå÷åíèå îáúåêòîâ Oi , i� � �� � �1 2 3 ,

è èõ ðàçìåùåíèå â îáëàñòè � .

Ïóñòü X 	 0* — òî÷êà ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà äàííîé çàäà÷è. Ïîñêîëüêó âåê-

òîð up
	 0* íå ñîäåðæèò âñåõ êîîðäèíàò âåêòîðà up , òî îòñóòñòâóþùèå êîîðäèíàòû

íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü òàê, êàê ýòî äåëàåòñÿ ïðè ïîñòðîåíèè íà÷àëüíîé òî÷êè.

Îñòàâøèåñÿ êîîðäèíàòû âåêòîðà up ïðèðàâíèâàþòñÿ ê ñîîòâåòñòâóþùèì êîîð-

äèíàòàì âåêòîðà up
	 0* . Äëÿ òî÷êè X 	 0* ôîðìèðóåì íîâóþ ñèñòåìó íåðàâåíñòâ

� 	1 0( )X � . Íà îñíîâàíèè òî÷êè X 	 0* ñôîðìèðóåì òî÷êó X W	
	

1
1� è, âçÿâ åå â

êà÷åñòâå íà÷àëüíîé, ðåøèì çàäà÷ó

F u F u( ) min ( )*
� �
	1 � , X W R

q	
	

�1
1

3 1� 
 	
.

Òàêèì îáðàçîì, ðåøàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäçàäà÷

F u F uk( ) min ( )*
� �
	 � , X W Rk

k
qk	

	
�� 
 	3

, k �1 2 3, , , ... ,

äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäåò âûïîëíåíî óñëîâèå F u F uk k( ) ( )( )* *
� �
	 		 �1 .

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ÷åì ìåíüøå âåëè÷èíà �, òåì ìåíüøå êîëè÷åñòâî íåðà-

âåíñòâ, çàäàþùèõ W k	 , è òåì áîëüøåå ÷èñëî k ïîäçàäà÷ òèïà (11) íåîáõîäèìî ðå-

øèòü, ÷òîáû íàéòè òî÷êó ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà çàäà÷è. Îäíàêî ÷åì áîëüøå �,

òåì áîëüøå íåðàâåíñòâ ñîäåðæèòñÿ â ñèñòåìå, çàäàþùåé W k	 , è òðåáóåòñÿ çàòðà-

òèòü áîëüøå âðåìåíè äëÿ ðåøåíèÿ ïîäçàäà÷ òèïà (11). Êàê ïîêàçàëè ÷èñëåííûå

ýêñïåðèìåíòû, çíà÷åíèå âåëè÷èíû � âûáèðàåòñÿ ðàâíûì ñðåäíåìó ðàäèóñó øà-

ðîâ, ïîêðûâàþùèõ îáúåêòû.

Ïåðåõîä ê ëó÷øåìó ëîêàëüíîìó ìèíèìóìó. Êëþ÷åâàÿ èäåÿ ìåòîäà ïåðå-

õîäà ê ëó÷øåìó ëîêàëüíîìó ìèíèìóìó çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Äëÿ óïàêîâêè

îáúåêòîâ, ñîîòâåòñâóþùåé òåêóùåìó ëîêàëüíîìó ìèíèìóìó, îïðåäåëÿþòñÿ

äâå ãðóïïû îáúåêòîâ: 1) îáúåêòû, â îêðåñòíîñòè êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ñâîáîäíîå

ïðîñòðàíñòâî, à çíà÷èò, ýòè îáúåêòû ìîæíî çàìåíèòü òàêèìè îáúåêòàìè, êîòîðûå

èìåþò áîëüøèé îáúåì; 2) îáúåêòû, îêðåñòíîñòè êîòîðûõ ïëîòíî çàïîëíåíû,

è ýòî íå ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü îáúåì.

Äëÿ âûÿâëåíèÿ òàêèõ îáúåêòîâ ïîëîæèì, ÷òî îáúåêòû Oi äîïóñêàþò ãîìîòå-

òè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ êîýôôèöèåíòàìè ãîìîòåòèè hi , i I� , ò.å. ÷òî hi , i I� ,

ÿâëÿþòñÿ ïåðåìåííûìè è ôîðìèðóþò âåêòîð h h h h Rn
n� �( , , , )1 2 � . Îáúåêòû Oi

ñ âåêòîðàìè äâèæåíèÿ ui è êîýôôèöèåíòàìè ãîìîòåòèè hi îáîçíà÷èì

O u h i Ii i i( , ), � . Î÷åâèäíî, ÷òî êâàçè �-ôóíêöèè äëÿ O u hi i i( , ) è O u hj j j( , ) çàâè-
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ñÿò îò hi è h j , 0� � �i j I , è �-ôóíêöèè äëÿ O u hi i i( , ) è cl ( \ ( ))R u3 � � çàâèñÿò

îò hi , ò.å. ýòè ôóíêöèè ïðèíèìàþò âèä ��ij i j p i ju u u h h
ij

( , , , , ), 0� � �i j I , è

� �i i iu h u( , , ) , i I� , ñîîòâåòñòâåííî. Òàê, åñëè hi � 0 , òî O ui i( , )0 âûðîæäàåòñÿ

â òî÷êó � i . Åñëè hi �1 , òî O ui i( , )1 êîíãðóýíòåí èñõîäíîìó îáúåêòó Oi . Çàìåòèì,

÷òî äëÿ ëþáîãî hi � �( , )0 ãåîìåòðè÷åñêèå îáúåêòû O u hi i i( , ) , i I� , ãîìîòåòè÷íû.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êâàçè �-ôóíêöèè ��ij i j p i ju u u h h
ij

( , , , , ) , 0� � �i j I , è �-ôóíê-

öèè � �i i iu h u( , , ) , i I� , èìåþò îäèí è òîò æå âèä äëÿ ëþáîãî hi � �( , )0 . Ñëåäî-

âàòåëüíî, ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü óâåëè÷åíèÿ èëè óìåíüøåíèÿ ðàçìåðîâ ãåîìåò-

ðè÷åñêèõ îáúåêòîâ, èçìåíÿÿ êîýôôèöèåíòû ãîìîòåòèè hi , i I� .

Âû÷èñëèì Vi — îáúåìû ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ O u hi i i( , ) , i I� , è ñôîð-

ìóëèðóåì ñëåäóþùóþ âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó:

F u F u( ) min ( )*
� �� , Y G R n� 
 � , (12)

ãäå

G Y X h R u u u h h i j In
ij i j p i jij

� � �
�
�
�

��
� � � �( , ) : ( , , , , ) ,� � 0 , ( , , )� �i i iu u h � 0 ,

hi � 0 , V h Vi i

i

n

i

i

n
3

1 1

0

� �
� �	 � , i I�

�
�
�

 �
. (13)

Ïóñòü X * — òî÷êà ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà çàäà÷è (1), (2). Ñôîðìèðóåì òî÷êó

Y X* *( , )� 1 , âû÷èñëèì âåêòîð íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà Z 0 â òî÷êå Y * äëÿ çàäà÷è

(12), (13) è ïîñòðîèì òî÷êó

Y Y Z kk k�  �* . , , , ,0 5 0 1 20 { }� .

Ïóñòü òàêæå V h Vi i i( ) � (ñì. (1)), i J I� 
1 , è V h Vi i i( )� (ñì. (1)), i J I� 
2 .

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âîêðóã ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ Oi , äëÿ êîòîðûõ i J� 1, ñó-

ùåñòâóåò çàïàñ ñâîáîäíîãî ïðîñòðàíñòâà. Îäíàêî åñëè i J� 2 , òî ðàçìåðû ñîîò-

âåòñòâóþùèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ óìåíüøàþòñÿ è âîêðóã íèõ íåò çàïàñà

ñâîáîäíîãî ïðîñòðàíñòâà.

Åñëè Z0 0! , òî î÷åâèäíî, ÷òî ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü N òî÷êè Y *, â êîòî-

ðîé F u F uk( ) ( )*
� �� äëÿ ëþáîãî k , è â îáùåì ñëó÷àå Y Gk � . Ýòî ïîçâîëÿåò îïðå-

äåëèòü òàêîå m , ÷òî åñëè k m� , òî F u F uk( ) ( )*
� �� è Y Gk � . Ïîëîæèì k m� è

ïîñòðîèì òî÷êó Y m0 , ãäå hi
m0 1� , åñëè i I J� \ 2 , à òàêæå hi

m0 1� , åñëè i J� 2 .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî V h Vi i
m

i

n

i

i

n

( )0 3

1 1

0

� �
� �	 � , åñëè J2 !". Ïðè ýòîì

F u F um( ) ( )*
� �� .

Ïîñêîëüêó â òî÷êå Y m0 âåêòîð hm0 1! , òî òî÷êà X m0 íå ìîæåò áûòü âçÿòà

â êà÷åñòâå íà÷àëüíîé äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), (2). Â öåëÿõ îïðåäåëåíèÿ òàêîé íà-

÷àëüíîé òî÷êè íåîáõîäèìî íàéòè ãëîáàëüíûé ìàêñèìóì ñëåäóþùåé âñïîìîãà-

òåëüíîé çàäà÷è:

H h H h hi

i

n

( ) max ( )* � �
�
�

1

, Y D R n� 
 � , (14)

ãäå

D Y R u u u h hn
ij i j p i jij

� � � �{ � : ( , , , , )� 0, i j I� � , � �i i iu u h( , , ) � 0 ,

1 0	 �hi , hi � 0 , i I� }. (15)
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Åñëè â òî÷êå ãëîáàëüíîãî ìàêñèìóìà çàäà÷è (14), (15) H h n( )* � , òî

îáúåêòû Oi , i I� , äîñòèãàþò èñõîäíûõ ðàçìåðîâ è ðàçìåùàþòñÿ â îáëàñòè � �( )*u .

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (14), (15) ñòðîèòñÿ ñåðèÿ «õîðîøèõ» ñòàðòîâûx òî÷åê,

êîòîðûå íàçîâåì «ïåðñïåêòèâíûìè». Äëÿ ýòîãî íà îñíîâàíèè ïîëó÷åííîé òî÷êè

Y m0 îïðåäåëåííûì îáðàçîì âûïîëíÿåòñÿ ïåðåñòàíîâêà îáúåêòîâ O u hi i
m

i
m( , )0 ,

i J� 1, ñ îáúåêòàìè O u hi i
m

i
m( , )0 , i J� 2 . Îñóùåñòâëÿåìàÿ ïåðåñòàíîâêà îáúåê-

òîâ ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü òî÷êè X p* , p P� , êîòîðûå íå ïîïàäàþò â «çîíó ïðèòÿ-

æåíèÿ» ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà X * çàäà÷è (1), (2).

Åñëè ðåçóëüòàòîì ðåøåíèÿ çàäà÷è (14), (15) áóäåò òî÷êà Y Xp p* *( , )� 1 , òî

òî÷êà X p* , p P� , ïðèíèìàåòñÿ â êà÷åñòâå íà÷àëüíîé òî÷êè äëÿ ïîèñêà íîâîãî

ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà çàäà÷è (1), (2). Åñëè èç ñåðèè ïîñòðîåííûõ ïåðñïåêòèâíûõ

òî÷åê íå óäàëîñü ïîëó÷èòü îáúåêòû èñõîäíûõ ðàçìåðîâ, òî ïðèíèìàåì ïîñëåä-

íèé íàéäåííûé ëîêàëüíûé ìèíèìóì â êà÷åñòâå ïðèáëèæåíèÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è.

×ÈÑËÅÍÍÛÅ ÝÊÑÏÅÐÈÌÅÍÒÛ

Äëÿ îöåíêè ýôôåêòèâíîñòè ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà áûëî ðàçðàáîòàíî ïðî-

ãðàììíîå îáåñïå÷åíèå, ðåàëèçóþùåå ðàññìîòðåííûé â ñòàòüå ïîäõîä. Äëÿ ïî-

èñêà ëîêàëüíûõ ýêñòðåìó-

ìîâ çàäà÷ íåëèíåéíîãî

ïðîãðàììèðîâàíèÿ â ðàç-

ðàáîòàííîì ïðîãðàììíîì îáåñ-

ïå÷åíèè èñïîëüçîâàëàñü áèá-

ëîòåêà IPopt [15], ðåàëèçóþ-

ùàÿ ìåòîä âíóòðåííåé òî÷êè

âòîðîãî ïîðÿäêà.

Áûëî ðåøåíî ìíîæåñò-

âî ðàçëè÷íûõ ÷èñëåííûõ

ïðèìåðîâ ñ ÷èñëîì ðàçìå-

ùàåìûõ îáúåêòîâ äî 300

øòóê. Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëå-

íû íåêîòîðûå ïðèìåðû èç

ïîëó÷åííûõ óïàêîâîê.

Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî àâòîðàì íå

óäàëîñü íàéòè ÷èñëåííûå ðå-

çóëüòàòû ðåøåíèÿ ïîñòàâëåí-

íîé çàäà÷è, ïîëó÷åííûå íàìè

ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñ-

ïîëüçîâàíû â êà÷åñòâå òåñòî-

âûõ. Èñõîäíûå äàííûå è ÷èñ-

ëåííûå ðåçóëüòàòû ê ïðèìå-

ðàì ìîæíî íàéòè ïî àäðåñó

http://www.datafilehost.com/

d/7cc54f33.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â ñòàòüå íà îñíîâàíèè �-ôóíêöèé è êâàçè �-ôóíêöèé ïîñòðîåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ

ìîäåëü îïòèìèçàöèè óïàêîâêè âûïóêëûõ òðåõìåðíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ,

êîòîðûå äîïóñêàþò â ïðîöåññå ðåøåíèÿ íåïðåðûâíûå ïîâîðîòû. Ïðåäëàãàåìûé

ïîäõîä ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ ñîçäàíèÿ êâàçè �-ôóíêöèè äëÿ ëþáûõ îãðà-
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Ðèñ.1. Ïðèìåðû ïîëó÷åííûõ óïàêîâîê ñ ðàçìåùåííûìè
îáúåêòàìè: 150 ñôåðîöèëèíäðîâ (à); 100 ñôåðîêîíóñîâ (á);
100 ñôåðè÷åñêèõ äèñêîâ (â); 50 êîíóñîâ (ã); 50 öèëèíäðîâ è
50 êîíóñîâ (ä); 100 ðàçëè÷íûõ îáúåêòîâ (å); 80 ýêâèäèñòàíò-
íûõ ïîâåðõíîñòåé ñåãìåíòîâ (æ); 80 ýêâèäèñòàíòíûõ
îáúåêòîâ (ç); 60 ýêâèäèñòàíòíûõ öèëèíäðîâ (è); 30 âûïóê-
ëûõ îáîëî÷åê òîðà è 30 ñôåðîïðÿìîóãîëüíèêîâ (ê)

à áà â ã

â å æ

ç è ê



íè÷åííûõ âûïóêëûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ ñ êóñî÷íî-ãëàäêèìè ãðàíèöàìè,

÷òî ïîçâîëÿåò çíà÷èòåëüíî ðàñøèðèòü êëàññ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ, äëÿ êîòî-

ðûõ ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè çàäà÷ óïàêîâêè.

�-ôóíêöèè è êâàçè �-ôóíêöèè ïîçâîëÿþò èñïîëüçîâàòü ñîâðåìåííûå ìåòî-

äû íåëèíåéíîé îïòèìèçàöèè íà âñåõ ýòàïàõ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), (2), âêëþ÷àÿ ïî-

ñòðîåíèå íà÷àëüíûõ òî÷åê, ïîèñê ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ è ïîèñê ïðèáëèæåíèé

ê ãëîáàëüíîìó ýêñòðåìóìó.

Ðàçðàáîòàííûé ïîäõîä ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ ðåøåíèÿ äðóãèõ îïòè-

ìèçàöèîííûõ çàäà÷ óïàêîâêè, â ÷àñòíîñòè äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ óïàêîâêè íåâûïóê-

ëûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûìè îáúåäèíåíèÿìè âû-

ïóêëûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ. Ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ãåîìåòðè÷åñêèå

îáúåêòû äîïóñêàþò ãîìîòåòè÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîçâîëèëî ðàçðàáîòàòü íî-

âûé ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ íà÷àëüíûõ òî÷åê, êîòîðûé çíà÷èòåëüíî óïðîùàåò ïðîöåññ

ðåøåíèÿ è ïîâûøàåò êà÷åñòâî ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. ×èñëåííûå ðåçóëüòàòû

ïîêàçàëè ýôôåêòèâíîñòü ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà ê ðåøåíèþ çàäà÷è.
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