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Àííîòàöèÿ. Èññëåäóþòñÿ ìàðêîâñêèå ñëó÷àéíûå ýâîëþöèè è èõ àïïðîêñèìàöèè. Îñíîâ-
íûì îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ãåíåðàòîðû ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ñ íåçàâèñèìûìè
ïðèðàùåíèÿìè. Äàííûå ïðîöåññû ðàññìàòðèâàþòñÿ â ñõåìàõ ïóàññîíîâñêîé àïïðîêñèìà-
öèè è àïïðîêñèìàöèè Ëåâè. Ãåíåðàòîðû ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ íîðìèðóþòñÿ ïàðàìåòðàìè,
êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ íåëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè. Ïîêàçàí ÿâíûé âèä òàêèõ ïàðàìåòðîâ íîð-
ìèðîâàíèÿ. Äàíî àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ãåíåðàòîðîâ â ñõåìàõ îáåèõ àïïðîêñè-
ìàöèé. Ïðåäñòàâëåíû íîðìèðóþùèå ìíîæèòåëè ñëó÷àéíûõ ýâîëþöèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãåíåðàòîð, àïïðîêñèìàöèÿ, ìàðêîâñêèé ïðîöåññ, íåçàâèñèìûå ïðèðà-
ùåíèÿ, ÿäðî èíòåíñèâíîñòè, ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå.

Èññëåäîâàíèÿì ìàðêîâñêèõ ñëó÷àéíûõ ýâîëþöèé è èõ àïïðîêñèìàöèÿì ïîñâÿ-

ùåíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî íàó÷íûõ ïóáëèêàöèé, ñðåäè êîòîðûõ ìîæíî âûäå-

ëèòü ðàáîòû [1–5]. Â ÷àñòíîñòè, â [5] èññëåäóþòñÿ ïðîöåññû ñ íåçàâèñèìûìè

ïðèðàùåíèÿìè â ñõåìàõ ïóàññîíîâñêîé àïïðîêñèìàöèè è àïïðîêñèìàöèè

Ëåâè. Â òàêèõ ïðîöåññàõ îòñóòñòâóåò äèôôóçíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ, à ìåæäó ñêà÷-

êàìè íàáëþäàåòñÿ ìàðêîâñêèé ïðîöåññ. Â àïïðîêñèìàöèè Ïóàññîíà è Ëåâè ãå-

íåðàòîð ïðîöåññà íîðìèðóåòñÿ ëèíåéíûì ìíîæèòåëåì [1, 2]. Îäíàêî â íåêîòî-

ðûõ ñëó÷àÿõ òàêîå íîðìèðîâàíèå íå ÿâëÿåòñÿ öåëåñîîáðàçíûì. Ïîýòîìó âîçíè-

êàåò íåîáõîäèìîñòü ðàññìàòðèâàòü íîðìèðóþùèé ìíîæèòåëü êàê íåëèíåéíóþ

ôóíêöèþ. Îñíîâíàÿ öåëü ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ èìåííî â íàõîæäåíèè òàêèõ ïà-

ðàìåòðîâ â èçîáðàæåíèè ãåíåðàòîðà ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ñ íåçàâèñèìûìè

ïðèðàùåíèÿìè.

Ðàññìîòðèì ñåìüþ ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè è

òðàåêòîðèÿìè â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ DR [ ; )0 � , êîòîðûå íîðìèðóþòñÿ ìíîæèòå-

ëåì g1 ( )� ïðè � � 0 :
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ãäå �( )t — ïðîöåññ ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè, îïðåäåëÿåìûìè ãåíåðàòîðîì
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Ôóíêöèÿ �( )u ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíîçíà÷íîé, äâàæäû äèôôåðåíöèðîâàííîé

â R d, ðàâíîé íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè è sup-íîðìîé

|| || | ( ) |� �� sup u ;

�( )u ïðèíàäëåæèò êëàññó äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé

â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Ñ R d
0
2 ( ) , u R d� . ßäðî èíòåíñèâíîñòè � � �( )d ïðè-

íàäëåæèò êëàññó Ñ R
0
3 ( ) è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ � � ( ){ }0 0� .

Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ïóàññîíîâñêîé àïïðîêñèìàöèè.
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P1. Àïïðîêñèìàöèÿ ñðåäíèõ èìååò âèä
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P2. ßäðî èíòåíñèâíîñòåé èìååò àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå
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ßäðî � ( ) ( )0 d� çàäàíî íà êëàññå ôóíêöèé è îïðåäåëÿåò ìåðó C R3 ( ) ñîîòíî-
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g óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ | |� � � 0, g1 0( )� � , åñëè
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P3. Â ïðåäåëüíîì ãåíåðàòîðå îòñóòñòâóåò äèôôóçíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ, ò.å. âû-

ïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

c d

R

� �� � �2 0 0� ( ) ( ) .

Ëåììà 1. Ãåíåðàòîð ïðîöåññà ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè
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â ñõåìå ïóàññîíîâñêîé àïïðîêñèìàöèè èìååò ñëåäóþùåå àñèìïòîòè÷åñêîå

ïðåäñòàâëåíèå:
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ãåíåðàòîð ïðîöåññà
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C R3 ( ) . Êðîìå òîãî, îíà íåïðåðûâíà è îãðàíè÷åíà äëÿ �( ) ( )u C R�
0
2 ïðè óñëî-

âèè P1.

Èç óñëîâèé P1 è P2 èìååì
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Ïðèìåíÿÿ óñëîâèå P3, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå:

� � �� �� � � � � �� � �( ) ( ) [ ( ) ( ) ( )] ( )( )u b u u u u d
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Ëåììà äîêàçàíà.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð ñåìåéñòâà ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí � �, êîòîðîå óäîâëåòâî-

ðÿåò óñëîâèþ ïóàññîíîâñêîé àïïðîêñèìàöèè:
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� ��
� � � � � � �

( )
( )( ) ( )(

u
g b p pb g b b p

�
 �  � �

2
2

1 1 1 1 2 1 1 1 12 2 2 2 2 1 1

2
2

1 1 1
2

1
2

2 1
2

p

g pb b b p b p g pb b pb

� �

� � �

)

( )( ) ( )(

�

 � � �   � )
�

�  �� [ ( ) ( )] ( )� � � ��u u d

R

� .

ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2016, òîì 52, ¹ 2 149



Ïåðåéäåì ê àïïðîêñèìàöèè Ëåâè.

Ðàññìîòðèì ñåìüþ ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè,
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åé â R d , ðàâíîé íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè è sup-íîðìîé
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íàäëåæèò êëàññó Ñ R3 ( ) è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ � � ( ){ }0 0� .

Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ àïïðîêñèìàöèè Ëåâè.

L1. Àïïðîêñèìàöèÿ ñðåäíèõ èìååò âèä
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L2. ßäðî èíòåíñèâíîñòåé èìååò àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå
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L3. Èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå
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Ëåììà 2. Ãåíåðàòîð ïðîöåññà ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ãåíåðàòîð ïðîöåññà
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Ïðèìåíÿÿ óñëîâèå L3 è ñâåäÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ñëàãàåìûå, ïîëó÷àåì àñèìï-

òîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå
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Ëåììà äîêàçàíà.

Èñïîëüçóÿ äàííûå àïïðîêñèìàöèè, ìîæíî íîðìèðîâàòü ïàðàìåòðàìè g1 ( )�
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âàííûé âåêòîð � * è ìàòðèöà c* .

Â ñõåìå ïóàññîíîâñêîé àïïðîêñèìàöèè ñëó÷àéíàÿ ýâîëþöèÿ èìååò ñëåäóþ-

ùåå íîðìèðîâàíèå:

	 	 �
�

� �
�( ) ( ) ;

( )
t t ds x

s

g

t

� 
�

�
��

�

	




�

�
�

�

�
��0

0 1

,

ãäå íåïðåðûâíûé ñïðàâà ìàðêîâñêèé ïðîöåññ �( , )t x , t � 0 , x E� , èìåþùèé

ïðåäåë ñëåâà, ÿâëÿåòñÿ ïðîöåññîì ñ ëîêàëüíî-íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè.

Äàííàÿ ñëó÷àéíàÿ ýâîëþöèÿ óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì.

PÀ1. Èìååì àïïðîêñèìàöèþ ñðåäíèõ

b u x u d x g b u x u x
b

R

�
� �� � �( ; ) ( , ; ) ( )( ( ; ) ( ; ))� � � � �1 ,

ñ u x u d x g ñ u x u xc

R

�
� ��� � �( ; ) ( , ; ) ( )( ( ; ) ( ; ))*� � � � �1 .
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PA2. ßäðî èíòåíñèâíîñòåé èìååò àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå

� � � �g g g

R

u x g u d x g u x u x� � �� � �( ; ) ( ) ( , ; ) ( )( ( ; ) ( ; ))� � � 1

äëÿ âñåõ g C R d� 3 ( ) è ÿäðî �g u x( ; ) îãðàíè÷åíî äëÿ âñåõ g C R d� 3 ( ) òàêèõ,

÷òî | ( , ; )|� �g gu d x� � , ãäå �g — ÿäðî, îïðåäåëåííîå ñîîòíîøåíèåì

� �g

R

g u d x� � ( ) ( , ; )� �

äëÿ âñåõ g C R� 3 ( ) .

Ñëàãàåìûå �
b
� , �c

� , �g
� óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ sup | ( ; )|�� u x � 0, x X� ,

g1 0( )� � ïðè � � 0 .

PA3. Â ïðåäåëüíîì ãåíåðàòîðå îòñóòñòâóåò äèôôóçíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ, ò.å.

âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

c u x u d x

R d

( ; ) ( , ; )*� � �� �� .

PA4. Óñëîâèå äëÿ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé èìååì âèä

supE C| |	�
0

� � � .

Äàëåå ðàññìîòðèì ñëó÷àéíóþ ýâîëþöèþ â àïïðîêñèìàöèè Ëåâè, êîòîðàÿ

èìååò ñëåäóþùeå íîðìèðîâàíèe:

	 	 �
�

� �
�( ) ( ) ;

( )
t t ds x

s

g

t
� 

�

�
��

�

	




�

�
�

�

�
��0 0

2

, ãäå g o g2 1( ) ( ( ))� �� ,

ãäå íåïðåðûâíûé ñïðàâà ìàðêîâñêèé ïðîöåññ �( , )t x , t � 0, x E� , èìåþùèé

ïðåäåë ñëåâà, ÿâëÿåòñÿ ïðîöåññîì ñ ëîêàëüíî-íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè.

Äàííàÿ ñëó÷àéíàÿ ýâîëþöèÿ óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì.

LA1. Àïïðîêñèìàöèÿ ñðåäíèõ èìååò âèä

b u x u d x b u x g g b u x
b�

� �� � � �( ; ) ( , ; ) ( ; ) ( ) ( )( ( ; ) (� �  � �1 1 2 u x

R

; ))� ,

ñ u x u d x g ñ u x u xc

R

�
� ��� � �( ; ) ( , ; ) ( )( ( ; ) ( ; ))*� � � � �2 .

LA2. ßäðî èíòåíñèâíîñòåé èìååò àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå

� � � �g g g

R

u x g u d x g u x u x� � �� � �( ; ) ( ) ( , ; ) ( )( ( ; ) ( ; ))� � � 2

äëÿ âñåõ g C R d� 3 ( ) è ÿäðî �g u x( ; ) îãðàíè÷åíî äëÿ âñåõ g C R d� 3 ( ) òàêèõ,

÷òî | ( , ; )|� �g gu d x� � , ãäå �g — ÿäðî, îïðåäåëÿåìîå ñîîòíîøåíèåì

� �g

R

g u d x� � ( ) ( , ; )( )� �0

äëÿ âñåõ g C R� 3 ( ) .

Ñëàãàåìûå �
b
� , �c

� , �g
� óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ sup | ( ; )|�� u x � 0, x E� ,

g 2 0( )� � ïðè � � 0 .

LA3. Óñëîâèå áàëàíñà èìååò âèä 
( ) ( ; )dx b u x

E

1 0�� .
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LA4. Óñëîâèå äëÿ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé èìååò âèä

sup E C| |	�
0

� � � .

È â ñõåìå ïóàññîíîâñêîé àïïðîêñèìàöèè, è â ñõåìå àïïðîêñèìàöèè Ëåâè áó-

äóò âûïîëíÿòüñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.

PL1. Ðàâíîìåðíàÿ êâàäðàòè÷íàÿ èíòåãðèðóåìîñòü èìååò âèä

lim ( , ; )*

| |

( )

ñ
c

u d x
��

�
� �sup �� �

�

� 0 0 .

PL2. Ïðè óñëîâèè ðîñòà ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà L òàêàÿ, ÷òî

| ( ; ) | ( | | )b u x L u� 1 è | ( ; ) | ( | | )c u x L u� 1 2

äëÿ âñåõ äåéñòâèòåëüíîçíà÷íûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ôóíêöèé f ( )� , � �R d , òà-

êèõ, ÷òî

( ( ))| |

/ {

1 2

0

 � �� f d

R d

� � �

}

.

Èìååì

| ( , ; )| ( ) ( | | )� u d x Lf u� �� 1 ,

ãäå �( , )u d x�� — ïðîèçâîäíàÿ Ðàäîíà-Íèêîäèìà ÿäðà �( , )u B x� ïî îòíîøåíèþ

ê ìåðå Ëåáåãà d� â R d , ò.å.

� �( , ; ) ( , ; )u d x u x d� � �� .

Äàííîå íîðìèðîâàíèå ïîçâîëÿåò îöåíèòü ïðûæêè â àïïðîêñèìàöèè ïðîöåñ-

ñîâ ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè è íàéòè èõ àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå.
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