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Àííîòàöèÿ. Ðàññìîòðåíû àêòóàëüíûå ïðîáëåìû ñîâðåìåííîé òåîðèè äèíà-
ìè÷åñêèõ ñèñòåì íà ìíîãîîáðàçèÿõ, àêòèâíî ðàçâèâàþùèõñÿ â íàñòîÿùåå
âðåìÿ. Äàí êðàòêèé îáçîð òàêèõ íàïðàâëåíèé òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.
Ñ èñïîëüçîâàíèåì àëãåáð äóàëüíûõ ÷èñåë, êâàòåðíèîííûõ àëãåáð, àëãåáð
áèêâàòåðíèîíîâ (äóàëüíûõ êâàòåðíèîíîâ) ðàçðàáîòàíû ïðèëîæåíèÿ ê èññëå-
äîâàíèþ áåñêîíå÷íî ìàëûõ îêðåñòíîñòåé è èíôèíèòåçèìàëüíûõ äåôîðìàöèé
ìíîãîîáðàçèé (ñõåì). Êðàòêî ïðåäñòàâëåíû òåîðèÿ äèôôåðåíöèàëüíî-àëãåáðà-
è÷åñêèõ óðàâíåíèé íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë è èõ äèíàìèêà, à òàêæå
ýëåìåíòû îïòèìèçàöèè òðàåêòîðèé ñîîòâåòñòâóþùèõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.
Íà îñíîâå ñâÿçíîñòè â ðàññëîåíèÿõ äàíî ðàñøèðåíèå òåîðèè äèôôåðåíöè-
àëüíî-àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé íà àëãåáðàè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ è ñõåìû
íàä ïðîèçâîëüíûìè ïîëÿìè è ñõåìàìè ñîîòâåòñòâåííî.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äóàëüíîå ÷èñëî, äóàëüíûé êâàòåðíèîí, êâàòåðíèîííàÿ àë-
ãåáðà, àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå, ñõåìà, äåôîðìàöèÿ, äèôôåðåíöèàëü-
íî-àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå, ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòå-
ìà, äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå íà àëãåáðàè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Â ðàáîòàõ ïî ìåõàíèêå, òåîðèè óïðàâëåíèÿ è òåîðèè ñèñòåì àêàäåìèê À.È. Êóõ-

òåíêî èññëåäîâàë, ïðèìåíÿë è ïîïóëÿðèçèðîâàë äóàëüíûå ÷èñëà, áèêâàòåðíèî-

íû, äèôôåðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû íà

ìíîãîîáðàçèÿõ, òîïîñû, òåîðèþ êàòåãîðèé è ôóíêòîðîâ [1–4]. Â äîêëàäàõ íà ñå-

ìèíàðàõ, êîììåíòàðèÿõ ê íèì îí îòìå÷àë, ÷òî íàðÿäó ñ ñèñòåìíîñòüþ èññëåäî-

âàíèé íåîáõîäèìî èçó÷àòü è èñïîëüçîâàòü íîâûå ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è

ñîîòâåòñòâóþùèå èì ìåòîäû. Â îòäåëåíèè «Òåõíè÷åñêîé êèáåðíåòèêè», âîç-

ãëàâëÿåìîì À.È. Êóõòåíêî, â îòäåëå ñèñòåìíûõ èññëåäîâàíèé â Èíñòèòóòå êè-

áåðíåòèêè ÀÍ ÓÑÑÐ, à ðàíåå — â Êèåâñêîì èíñòèòóòå èíæåíåðîâ ãðàæäàíñêîé

àâèàöèè (ÊÈÈÃÀ), ãäå îí çàâåäîâàë êàôåäðîé è áûë ïðîðåêòîðîì ïî íàó÷íîé

ðàáîòå, âûïîëíÿëèñü è äðóãèå ôóíäàìåíòàëüíûå è ïðèêëàäíûå èññëåäîâàíèÿ,

êîòîðûå èì èíèöèèðîâàëèñü è êóðèðîâàëèñü.

Ïðèíöèïû ñèñòåìíîñòè è ñèñòåìíîãî àíàëèçà ïðåäïîëàãàþò, ÷òî îáúåêò,

ïðîöåññ èëè ïðîáëåìà ðàññìàòðèâàþòñÿ è èññëåäóþòñÿ êàê ñèñòåìà ñ ó÷åòîì

âñåõ åå ãðàíåé è èõ âçàèìîñâÿçåé. Åñëè ïðåäñòàâèòü ãðàíè ñèñòåìû êàê ìíîãîîá-

ðàçèÿ, à èõ âçàèìîñâÿçè — êàê îòîáðàæåíèÿ ìåæäó íèìè, òî ïîëó÷àåì ñîîòâåò-

ñòâóþùóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ýòîé ñèñòåìû. Ðàññìàòðèâàåì òàêæå çàäà÷è

íà ìîäåëÿõ. Ïîíÿòèå ìîäåëè è çàäà÷ íà ìîäåëè íåÿâíî èñïîëüçîâàëîñü ïðîåêòè-
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ðîâùèêàìè è ðàçðàáîò÷èêàìè ñèñòåìû Ìèð-2 è ÿçûêà Àíàëèòèê, âûïîëíÿâøèìè

ðàáîòó â Èíñòèòóòå êèáåðíåòèêè ÀÍ ÓÑÑÐ ïîä ðóêîâîäñòâîì àêàäåìèêà

Â.Ì. Ãëóøêîâà, êîòîðûé, âîçìîæíî, ïðèøåë ê èäåå ìîäåëè è çàäà÷ íà ìîäåëè íà

îñíîâå ñâîèõ èññëåäîâàíèé ïî àëãåáðå è òåîðèè àâòîìàòîâ.

Ïîä ìîäåëüþ áóäåì ïîíèìàòü ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü èññëåäóåìîãî îáúåê-

òà èëè ïðîöåññà, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê òîïîëîãè÷åñêîå, äèôôåðåíöèðóåìîå

èëè àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ðàññëîåíèÿìè íà íèõ

è îòîáðàæåíèÿìè ìåæäó ìíîãîîáðàçèÿìè è ðàññëîåíèÿìè. Â íåêîòîðûõ çàäà÷àõ

ïîíÿòèÿ êëàññè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ îêàçûâàåòñÿ íåäîñòàòî÷íî è åãî íåîáõîäè-

ìî ðàñøèðèòü â òîì èëè èíîì íàïðàâëåíèè. Â äàííîé ðàáîòå èñïîëüçóåì ðàñøè-

ðåíèå ïîíÿòèÿ àëãåáðàè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ äî ïîíÿòèÿ ñõåìû, áîëåå îáùî —

äî òîïîñîâ ñ ïðèìåíåíèåì ÿçûêà ãîìîëîãè÷åñêîé àëãåáðû. Ïîíÿòèå ñõåìû áûëî

ïðåäëîæåíî À. Ãðîòåíäèêîì è Æ. Äüåäîííå íà îñíîâå ðàáîò Ê. Øåâàëëå, À. Êàð-

òàíà, Î. Çàðèññêîãî è äð.

Â ñòàòüå äàí êðàòêèé îáçîð àêòóàëüíûõ íàïðàâëåíèé è ñîîòâåòñòâóþùèõ

ñòðóêòóð òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, ïðîâåäåíî ñîïîñòàâëåíèå èõ ñ òåîðèåé

äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì íà ìíîãîîáðàçèÿõ, ðàññìîòðåíû íîâûå íàïðàâëåíèÿ ðàçâè-

òèÿ ýòèõ òåîðèé, à òàêæå êðàòêî óêàçàíû ïðèëîæåíèÿ. Â êà÷åñòâå îäíîé èç ìàòå-

ìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ñèñòåìíîñòè èñïîëüçóåì ýëåìåíòû ãîìîëîãè÷åñêîé àëãåáðû

è òåîðèè êàòåãîðèé. Ðàññìîòðåíî ïÿòü àñïåêòîâ òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì:

1) äóàëüíûå ÷èñëà, áèêâàòåðíèîíû, äåôîðìàöèè è äèíàìèêà; 2) ìàòåìàòè÷åñêàÿ

ìîäåëü äâèæåíèÿ îáúåêòà êàê äâèæåíèå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû íà ìíîãîîáðà-

çèè; 3) ýëåìåíòû îïòèìèçàöèè òðàåêòîðèé; 4) èíòåãðèðóåìûå ìîäåëè êàê àíàëè-

òè÷åñêèå ìîäåëè çàêîíîâ è òðàåêòîðèé äâèæåíèÿ; 5) èíòåãðèðóåìûå ìîäåëè íà

àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ íàä ïîëÿìè êîíå÷íîé õàðàêòåðèñòèêè è êîíå÷íû-

ìè êîëüöàìè, ïðèëîæåíèÿìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ: ñâÿçü, çàùèòà èíôîðìàöèè, ñæà-

òèå èíôîðìàöèè. Òàê êàê â êîíå÷íîé õàðàêòåðèñòèêå êëàññè÷åñêèé àíàëèç íå ðàáî-

òàåò, àäåêâàòíûì àïïàðàòîì ÿâëÿåòñÿ ÿçûê ñîâðåìåííîé àëãåáðàè÷åñêîé è äèôôå-

ðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè. Íàðÿäó ñ äèíàìèêîé ïðîöåññîâ, îïèñûâàåìûõ ñèñòåìàìè

äèôôåðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ðàññìîòðèì è áîëåå îáùóþ ñèòóà-

öèþ, âêëþ÷àþùóþ òàêæå ïîòîêè èíôîðìàöèè, öèðêóëèðóþùèå â ñèñòåìå, íàïðè-

ìåð â òðàíñïîðòíîé, è ïîòîêè èíôîðìàöèè, öèðêóëèðóþùèå ìåæäó ñèñòåìîé è åå

îêðóæåíèåì. Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ äèíàìèêè òàêèõ ïðîöåññîâ ñèñòåì äèôôåðåíöè-

àëüíî-àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé íåäîñòàòî÷íî, íåîáõîäèìî èññëåäîâàòü è ïðèìå-

íÿòü áîëåå îáùèå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, â ÷àñòíîñòè äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû

íàä ïîëÿìè êîíå÷íîé õàðàêòåðèñòèêè. Ýòî ïðèâîäèò ê ðàññìîòðåíèþ äèôôåðåí-

öèàëüíûõ óðàâíåíèé íà àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ.

Ñèãíàëû, âîçìóùåíèÿ è âîëíû ñâÿçàíû ñ äåôîðìàöèÿìè ìíîãîîáðàçèé è/èëè

äåôîðìàöèÿìè ïîëåé íà ìíîãîîáðàçèÿõ. Óñëîâèìñÿ î òðàêòîâêå òåðìèíà ìíîãîîá-

ðàçèå. Äëÿ òîãî ÷òîáû îõâàòèòü àñïåêòû 1–5 òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, íåîáõî-

äèìî ðàñøèðèòü ïîíÿòèå àëãåáðàè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ äî ïîíÿòèÿ ñõåìû. Ãðóáî

ãîâîðÿ, àôôèííàÿ ñõåìà ñòðîèòñÿ ïî ëþáîìó êîììóòàòèâíîìó êîëüöó ïóòåì çàäà-

íèÿ òîïîëîãèè Çàðèññêîãî è ñòðóêòóðíîãî ïó÷êà â íåé. Â äèíàìèêå ïîëåçíû ãåî-

ìåòðè÷åñêèå òî÷êè ñõåì, ñîîòâåòñòâóþùèå ìàêñèìàëüíûì èäåàëàì ñïåêòðà.

Îáû÷íûå àëãåáðàè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ, â ÷àñòíîñòè àëãåáðàè÷åñêèå êðèâûå, âêëà-

äûâàþòñÿ â òàêîå ñõåìíîå ïðåäñòàâëåíèå. Ïðîèçâîëüíûå ñõåìû ñòðîÿòñÿ ïóòåì

ñêëåèâàíèÿ àôôèííûõ ñõåì. Ïðè âûâîäå è èññëåäîâàíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ çàêî-

íîâ äâèæåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ îáúåêòîâ, âîçìóùåíèé è âîëí [5–10] èñïîëüçóþòñÿ

áåñêîíå÷íî ìàëûå îêðåñòíîñòè è èíôèíèòåçèìàëüíûå äåôîðìàöèè. Àëãåáðàè-

÷åñêîé ñòðóêòóðîé, ïîçâîëÿþùåé îïèñûâàòü è èññëåäîâàòü äåôîðìàöèè, ÿâëÿåò-
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ñÿ ïîíÿòèå ïëîñêîãî ìîðôèçìà. Â êîíòåêñòå ñõåì îíî ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïëîñêèìè

ìîðôèçìàìè ñõåì. Ïîíÿòèå ïëîñêîãî ìîðôèçìà ñõåì ôîðìàëèçóåò èíòóèòèâíîå

ïîíÿòèå íåïðåðûâíîãî ñåìåéñòâà ñõåì, èëè, åñëè îãðàíè÷èòüñÿ êëàññè÷åñêèìè

ìíîãîîáðàçèÿìè, — íåïðåðûâíîãî ñåìåéñòâà ìíîãîîáðàçèé. Êîëüöà äóàëüíûõ

÷èñåë è èõ îòîáðàæåíèÿ â ìíîãîîáðàçèÿ è ñõåìû ïîçâîëÿþò ïðîâîäèòü òàêèå èñ-

ñëåäîâàíèÿ íå òîëüêî íàä êëàññè÷åñêèìè ïîëÿìè âåùåñòâåííûõ è êîìïëåêñíûõ

÷èñåë, íî è íàä ïîëÿìè êîíå÷íîé õàðàêòåðèñòèêè. Â öåëÿõ êîìïàêòíîñòè èçëîæå-

íèÿ â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ îãðàíè÷èâàåìñÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòûìè ìàòåìàòè÷åñ-

êèìè êîíñòðóêöèÿìè è ïðèìåðàìè.

1. ÄÓÀËÜÍÛÅ ×ÈÑËÀ, ÁÈÊÂÀÒÅÐÍÈÎÍÛ, ÄÅÔÎÐÌÀÖÈÈ È ÄÈÍÀÌÈÊÀ

Äóàëüíûå ÷èñëà ïîÿâèëèñü â ïðèíöèïå ïåðåíåñåíèÿ Øòóäè: ëèíåé÷àòóþ ãåî-

ìåòðèþ ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ñ äâóìåðíîé ãåîìåòðèåé åäèíè÷íîé

äóàëüíîé ñôåðû [11]. Íàïîìíèì, ÷òî â êëàññè÷åñêîì ïîíèìàíèè äóàëüíîå

÷èñëî åñòü âûðàæåíèå âèäà A a b� � �, ãäå a , b — âåùåñòâåííûå ÷èñëà, � —

åäèíèöà ñî ñâîéñòâîì �2 0� . Àðèôìåòèêà äóàëüíûõ ÷èñåë A A a b, 1 1 1� � �

îïðåäåëÿåòñÿ èçâåñòíûìè ôîðìóëàìè A A a a b b� � � � �1 1 1( ) ( )�, AA aa1 1� �
� �( )ab ba1 1 �. Ñ àëãåáðàè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ìíîæåñòâî äóàëüíûõ ÷èñåë îá-

ðàçóåò êîëüöî ñ íèëüïîòåíòíûìè ýëåìåíòàìè. Ïóñòü ïðÿìàÿ L â åâêëèäîâîì

ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ ëåæàùèìè íà íåé òî÷êàìè, çàäàííûìè êîí-

öàìè âåêòîðîâ x , y , âûõîäÿùèìè èç íà÷àëà êîîðäèíàò. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâå-

äåíèå âåêòîðîâ îáîçíà÷àåì ( , ) èëè ïðîñòî xy . Ïëþêêåðîâû êîîðäèíàòû

ìîæíî ââåñòè íåñêîëüêèìè ñïîñîáàìè. Å. Øòóäè è Â. Áëÿøêå [11, 12] ââîäÿò

âåëè÷èíû a y x� ��( ), b x y� ��( ) ñ óñëîâèåì a a a
2 1� �( , ) , íîðìèðóÿ òåì

ñàìûì ìíîæèòåëü �. Åñëè åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî òðåõìåðíîå, òî øåñòü êî-

îðäèíàò âåêòîðîâ a è b — îäíîðîäíûå ïëþêêåðîâû êîîðäèíàòû ïðÿìîé L .

Ãåîìåòðè÷åñêè âåêòîð a çàäàåò íàïðàâëåíèå ïðÿìîé L, à ìåõàíè÷åñêàÿ èíòåð-

ïðåòàöèÿ âåêòîðà b — âåêòîðíûé ìîìåíò (åäèíè÷íîé) ñèëû, äåéñòâóþùèé

â íàïðàâëåíèè ïðÿìîé L îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò. Å. Øòóäè ââîäèò äó-

àëüíûé âåêòîð A a b� � �. Åãî êâàäðàò A a ab
2 2 2 1� � �� , òàê êàê ab � 0. Òåì

ñàìûì ïðÿìàÿ L îòîáðàæàåòñÿ (ïåðåíåñåíà) â òî÷êó åäèíè÷íîé äóàëüíîé ñôå-

ðû A
2 1� . Ðàññìîòðåíèÿ Å. Øòóäè è Ð. ôîí Ìèçåñà [11, 13] ìîãóò áûòü ðàñ-

øèðåíû è ðàñïðîñòðàíåíû íà çíà÷èòåëüíî áîëåå øèðîêèå êëàññû àëãåáðàè-

÷åñêèõ è ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ. Äëÿ ýòîãî, ñëåäóÿ [14, 15], ðàñøèðèì

îïðåäåëåíèå äóàëüíûõ ÷èñåë òàê, ÷òîáû îíî áûëî âåðíî íàä ëþáûì ïîëåì.

Ïóñòü k — ïîëå, k[ ]� — êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ íàä k îò ïåðåìåííîé �. Ïðîôàê-

òîðèçîâàâ k[ ]� ïî èäåàëó ( )�2 , ïîëó÷àþò èñêîìîå êîëüöî äóàëüíûõ ÷èñåë D

íàä k : D k� [ ] / ( )� �2 . Êàê è êëàññè÷åñêîå êîëüöî äóàëüíûõ ÷èñåë, êîëüöî D

ÿâëÿåòñÿ íèëüïîòåíòíûì. Äàëåå, åñëè ýòî ñïåöèàëüíî íå îãîâîðåíî, ïîä äóàëü-

íûìè ÷èñëàìè ïîíèìàåì ýëåìåíòû îïðåäåëåííûõ âûøå êîëåö D .

Ïåðåõîä îò êîììóòàòèâíûõ êîëåö ê ñõåìàì îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì

îïðåäåëåíèÿ òîïîëîãèè Çàðèññêîãî (è äðóãèõ òîïîëîãèé) è ïó÷êîâ â òîïîëîãèè Çà-

ðèññêîãî (è â äðóãèõ òîïîëîãèÿõ) [14, 15]. Íàïðèìåð, ïîëåçíàÿ â òåîðèè ÷èñåë

è êðèïòîãðàôèè àôôèííàÿ ñõåìà Spec� , ãäå � — êîëüöî öåëûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷è-

ñåë, èìååò â êà÷åñòâå òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ìíîæåñòâî ïðîñòûõ èäåàëîâ

êîëüöà � ñ òîïîëîãèåé Çàðèññêîãî íà ýòîì ìíîæåñòâå, à åå ñòðóêòóðíûé ïó÷îê

åñòü ïó÷îê êîëåö, ñå÷åíèÿìè êîòîðîãî íàä ìàêñèìàëüíûìè òî÷êàìè ñïåêòðà, ò.å.

ïðîñòûìè èäåàëàìè ( )p , ÿâëÿþòñÿ ïîëÿ �p ; ñå÷åíèå íàä îáùåé òî÷êîé ( )0 — ïîëå

ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë � . Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èìååòñÿ ðÿä ñîäåðæàòåëüíûõ èçëîæå-
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íèé òåîðèè ñõåì (ðàáîòû [14, 15] è ññûëêè ê íèì). Ñîîòâåòñòâóþùàÿ äóàëüíîìó

êîëüöó D àôôèííàÿ ñõåìà SpecD èìååò îäíó ãåîìåòðè÷åñêóþ òî÷êó,

ñîîòâåòñòâóþùóþ ìàêñèìàëüíîìó èäåàëó ( )� , è ñîäåðæèò â ñâîåì ñòðóêòóðíîì

ïó÷êå íèëüïîòåíòíûå ýëåìåíòû, ÷òî îòëè÷àåò ýòó ñõåìó îò êëàññè÷åñêèõ àëãåáðàè-

÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé. Öåëåñîîáðàçíî òàêæå ðàñøèðèòü êîëüöî äóàëüíûõ ÷èñåë,

ââåäÿ n � 1 âåëè÷èí � �1, ... , n è îïðåäåëèâ n-ìåðíîå ëîêàëüíîå êîëüöî äóàëüíûõ

÷èñåë âûðàæåíèåì

D kn n n� [ , ... , ] / ( , ... , )� � � �1 1
2 ,

ãäå ( , ... , )� �1 n — ìàêñèìàëüíûé èäåàë.

Áåñêîíå÷íî ìàëûå îêðåñòíîñòè. Ïóñòü X — ñõåìà íàä àëãåáðàè÷åñêè çà-

ìêíóòûì ïîëåì k (èñïîëüçóÿ ÿçûê êëàññè÷åñêèõ àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé,

ìîæíî ïîíèìàòü ïîä X ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ êîðíåé (íóëåé) ñèñòåìû àëãåá-

ðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ öåëûìè, âåùåñòâåííûìè èëè êîìïëåêñíûìè êîýôôèöè-

åíòàìè ëèáî ìíîæåñòâî íóëåé ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ êîýôôèöè-

åíòàìè â êîíå÷íîì ïîëå). Îäíàêî â äàííîé ðàáîòå, ââèäó íàëè÷èÿ íèëüïîòåí-

òíûõ ýëåìåíòîâ â ñòðóêòóðíîì ïó÷êå àôôèííîé ñõåìû SpecD , áóäåì ïðèìåíÿòü

ÿçûê ñõåì. Çäåñü è äàëåå ïîä òî÷êîé ñõåìû ïîíèìàåì åå ãåîìåòðè÷åñêóþ (çàìê-

íóòóþ) òî÷êó, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå. Ôèêñèðóåì, ñëåäóÿ [14], îáîçíà÷å-

íèÿ: o — çàìêíóòàÿ òî÷êà ñõåìû Speck , o — çàìêíóòàÿ òî÷êà ñõåìû SpecD ,

i Speck SpecD: � — êàíîíè÷åñêîå âëîæåíèå, ïðè êîòîðîì o i o� ( ).

Ëåììà 1. Ëþáîé ìîðôèçì � : SpecD X� îïðåäåëÿåò ìîðôèçì � � i o( ) :

Speck X� , ãäå x i o� � � ( ) — çàìêíóòàÿ òî÷êà ñõåìû X .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ãîìîìîðôèçì D k� ñ ÿäðîì ( )� îïðåäåëÿåò êàíîíè÷åñêîå

âëîæåíèå i, à ìîðôèçì � � i o( ) çàäàåò çàìêíóòóþ òî÷êó x X� .

Ïóñòü U — àôôèííàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè x , mx — ìàêñèìàëüíûé èäåàë òî÷-

êè x â k U[ ].

Ëåììà 2. Ïóñòü � x — ìíîæåñòâî òàêèõ ìîðôèçìîâ ñõåì SpecD X� , ÷òî

�( )o x� . Òîãäà � �x xSpecD X SpecD U( , ) ( , )� .

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû ñëåäóåò èç ëîêàëüíîñòè ðàññìîòðåíèé.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïîëîæèì T Speck U mx x� [ ]/ 2 . Ñõåìó Tx íàçûâàþò áåñêîíå÷-

íî ìàëîé îêðåñòíîñòüþ ïåðâîãî ïîðÿäêà òî÷êè x .

Çàìå÷àíèå 1. Ãîìîìîðôèçì Speck U Speck U mx[ ] [ ] /� 2 îïðåäåëÿåò çàìêíó-

òîå âëîæåíèå T Ux � , Tx — çàìêíóòàÿ ïîäñõåìà â U .
Èç ñôîðìóëèðîâàííûõ óòâåðæäåíèé ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ìîðôèçìû SpecD X� , ïåðåâîäÿùèå Speck â x X� , âçàèì-

íî îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò ìîðôèçìàì SpecD Tx� .

Èíôèíèòåçèìàëüíûå äåôîðìàöèè. Ïóñòü X Y� — ìîðôèçì ñõåì. Ñõåìó X

íàçûâàþò ïëîñêîé íàä ñõåìîé Y , åñëè ïó÷îê �X ïëîñêèé íàä �Y . Íàïîìíèì ïî-

íÿòèå äåôîðìàöèè. Äëÿ ñõåì X , T è ïëîñêîãî ìîðôèçìà X T� ñ ôèêñèðîâàííîé

òî÷êîé t T� òàêîé, ÷òî X Xt o~� , ïîëàãàþò, ÷òî çàäàíà (ãëîáàëüíàÿ) äåôîðìàöèÿ

ñõåìû X o . Ïóñòü X o — ñõåìà êîíå÷íîãî òèïà íàä ïîëåì k è D — êîëüöî äóàëüíûõ

÷èñåë íàä ïîëåì k . Èíôèíèòåçèìàëüíîé äåôîðìàöèåé X o íàçûâàþò ñõåìó 	X ,

ïëîñêóþ íàä D è òàêóþ, ÷òî 	 
 �X k XD o~ .

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü çàäàíà ãëîáàëüíàÿ äåôîðìàöèÿ ñõåìû X o . Òîãäà ñó-

ùåñòâóåò è èíôèíèòåçèìàëüíàÿ äåôîðìàöèÿ ñõåìû X o .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ëåììå 1 ñóùåñòâóåò ìîðôèçì SpecD T� , îïðå-

äåëÿåìûé íåêîòîðûì ýëåìåíòîì êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà ê T â òî÷êå t . Òåì ñà-

ìûì ñóùåñòâóåò ñõåìà 	X , ïëîñêàÿ íàä D , ñ çàìêíóòûì ñëîåì X o ,

	 
 �X k XD o~ , ÷òî è äàåò èñêîìóþ èíôèíèòåçèìàëüíóþ äåôîðìàöèþ.
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Áèêâàòåðíèîíû Øòóäè. Íàïîìíèì ïîíÿòèÿ êâàòåðíèîííîé àëãåáðû è êâà-

òåðíèîíà. Ïóñòü k — ïîëå õàðàêòåðèñòèêè, íå ðàâíîé äâóì.

Îïðåäåëåíèå 2. Êâàòåðíèîííîé àëãåáðîé íàä ïîëåì k íàçûâàþò àëãåáðó

� � � � � �{u i j kx y z t , x y z t k, , , � }ñ áàçèñîì 1, , ,i j k , óäîâëåòâîðÿþùèì ñîîò-

íîøåíèÿì i
2 � a , j

2 � b, ij k� , ji k� � , a , b k� . Ýëåìåíòû u íàçûâàþò êâàòåð-

íèîíàìè íàä ïîëåì k.

Çàìå÷àíèå 2. Åñëè k � � , a � �1, b � �1, ïîëó÷àþò êâàòåðíèîíû Ãàìèëüòî-

íà íàä ïîëåì ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, à äëÿ k � � , a � �1, b � �1 — êâàòåðíèîíû

Ãàìèëüòîíà.

Íàïîìíèì, ñëåäóÿ Á.Ë. âàí äåð Âàðäåíó, À.Ï. Êîòåëüíèêîâó [16], Å. Øòóäè

è äðóãèì èññëåäîâàòåëÿì, ïîíÿòèå áèêâàòåðíèîíà.

Îïðåäåëåíèå 3. Áèêâàòåðíèîíàìè Øòóäè, èëè áèêâàòåðíèîíàìè, áóäåì íà-

çûâàòü ýëåìåíòû òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ àëãåáðû êâàòåðíèîíîâ � è àëãåáðû

(êîëüöà) äóàëüíûõ ÷èñåë D íàä k Dk:� �� 
 .

Çàìå÷àíèå 3. Àëãåáðó � íàçûâàþò èíîãäà àëãåáðîé äóàëüíûõ êâàòåðíèîíîâ,

à åå ýëåìåíòû — äóàëüíûìè êâàòåðíèîíàìè. Çäåñü, ñëåäóÿ óïîìÿíóòûì àâòîðàì

è À.È. Êóõòåíêî, êîòîðûé íàçûâàë ýëåìåíòû àëãåáðû� â ñëó÷àå ïîëÿ âåùåñòâåí-

íûõ ÷èñåë áèêâàòåðíèîíàìè, áóäåì èñïîëüçîâàòü ýòîò æå òåðìèí.

Çàìå÷àíèå 4. Áèêâàòåðíèîíû íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ìîæíî ïðåä-

ñòàâèòü àëãåáðîé Êëèôôîðäà [17], êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç èñòî÷íèêîâ òåîðèè

áèêâàòåðíèîíîâ.

Ïåðå÷èñëèì êðàòêî ïðèëîæåíèÿ òåîðèè áèêâàòåðíèîíîâ: äâèæåíèå è äèíà-

ìèêà òâåðäûõ òåë (ýòè íàïðàâëåíèÿ ðàçâèâàëèñü Å. Øòóäè, À.Ï. Êîòåëüíèêî-

âûì [11, 16] è èõ ïîñëåäîâàòåëÿìè); êîìïüþòåðíàÿ âèçóàëèçàöèÿ è àíèìàöèÿ,

â ÷àñòíîñòè ïðèìåíåíèÿ â êîìïüþòåðíûõ èãðàõ; ðîáîòèêà è ìåõàíîòðîíèêà.

2. ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎ-ÀËÃÅÁÐÀÈ×ÅÑÊÈÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß

Äèôôåðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñêèå óðàâíåíèÿ (ÄÀÓ) âîçíèêàþò â ïðèêëàäíûõ

èññëåäîâàíèÿõ, íàïðèìåð â àâèàöèè è êîñìîíàâòèêå, òðàíñïîðòíûõ ñèñòåìàõ,

õèìèè, áèîëîãèè, ñâÿçè è ýëåêòðîíèêå, êàê äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ,

îïèñûâàþùèå äèíàìèêó ïðîöåññà èëè ñèñòåìû íà àëãåáðàè÷åñêîì ìíîãîîáðà-

çèè, êîòîðîå çàäàåò îãðàíè÷åíèÿ íà ìåñòîïîëîæåíèå è äèíàìèêó ñèñòåìû,

ïðîöåññà, çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ìàññû, çàðÿäîâ, ýíåðãèè. Ïîäîáíûå ÄÀÓ ÷àñòî

âîçíèêàþò òàêæå â îïòèìàëüíîì óïðàâëåíèè, ïðè ìîäåëèðîâàíèè ýëåêòðè÷åñ-

êèõ öåïåé, â äðóãèõ îáëàñòÿõ. Çäåñü, ñëåäóÿ èäåÿì Â.Ì. Ãëóøêîâà, à òàêæå

Ò. Øåóðåðó è äðóãèì èññëåäîâàòåëÿì, áóäåì ðàçëè÷àòü ìîäåëü è çàäà÷è íà

ìîäåëè [18–20]. Ïîä ìîäåëüþ â ýòèõ ðàáîòàõ ïîíèìàþò íåêîòîðóþ ñèñòåìó

óðàâíåíèé, ñîñòîÿùóþ èç ìíîæåñòâà ïåðåìåííûõ è ìíîæåñòâà óðàâíåíèé, êî-

òîðûì ýòè ïåðåìåííûå äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü. Çàäà÷à íà ìîäåëè ñïåöèôèöè-

ðóåòñÿ ïîñðåäñòâîì âûáîðà äîñòàòî÷íîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ êàê äàííûõ òàêèì

îáðàçîì, ÷òîáû ðåøèòü óðàâíåíèÿ äëÿ îñòàëüíûõ ïåðåìåííûõ. Ïðîèëëþñòðè-

ðóåì ýòî íà èçâåñòíîì ïðèìåðå çàêîíà äâèæåíèÿ Íüþòîíà mx F�� � , â êîòîðîì

ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñîäåðæèò x è F êàê ïåðåìåííûå è ìàññó m êàê ïàðàìåòð.

Åñëè F çàäàíà, èìååì ïðÿìóþ çàäà÷ó: çàäàíà ñèëà F , íàéòè (âû÷èñëèòü) òðàåê-

òîðèþ x . Â àâèàöèè è êîñìîíàâòèêå, òðàíñïîðòíûõ ñèñòåìàõ è â äðóãèõ íà-

ïðàâëåíèÿõ èññëåäîâàíèé âîçíèêàåò îáðàòíàÿ çàäà÷à: ïðè çàäàíèè òðàåêòîðèè x

èëè åå ñâîéñòâà îïðåäåëèòü, êàêèå ñèëû êàê âåêòîðíûå âåëè÷èíû ñëåäóåò

ïðèìåíÿòü äëÿ ðåàëèçàöèè äàííîé òðàåêòîðèè. Åñëè ïðåäñòàâèòü ãðàíè òàêîé ñèñòå-

ìû êàê ìíîãîîáðàçèÿ, à èõ âçàèìîñâÿçè — êàê îòîáðàæåíèÿ ìåæäó íèìè, òî ïî-
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ëó÷àåì ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ýòîé ñèñòåìû [21]. Ìîäåëÿìè âûñòóïàþò ðàç-

ëè÷íûå êëàññû ìíîãîîáðàçèé è èõ îáîáùåíèé ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ðàññëîå-

íèÿìè íà íèõ è îòîáðàæåíèÿìè ìåæäó ìíîãîîáðàçèÿìè è ðàññëîåíèÿìè.

Ñèñòåìà ÄÀÓ [22] èìååò âèä

F F x x F x x� � � � �( � , , ) , ( ,... , ) , ( ) ( ( ),... , (t F F t x t xn n0 1 1
T t tn)) , ,� �� � (1)

ãäå ìàòðèöà
�
�
F

x�
ÿêîáèàíà ñèñòåìû ñèíãóëÿðíàÿ, T — îïåðàöèÿ òðàíñïîíèðîâàíèÿ.

Òèïû äèôôåðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Ïåðå÷èñëèì òèïû

äèôôåðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëü-

íûå óðàâíåíèÿ (ÎÄÓ) ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé äèôôåðåíöèàëü-

íî-àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

Çàìå÷àíèå 5. Ïóñòü x : � �� n — ðåøåíèå ñèñòåìû (1). Åñëè ìàòðèöà
�
�
F

x�

ÿêîáèàíà ñèñòåìû (1) íåîñîáàÿ, òî (1) ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé � ( , )x f x� t . Äàëåå â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ áóäåì èñïîëüçî-

âàòü ÎÄÓ è ÄÀÓ ïðèìåíèòåëüíî è ê ñèñòåìàì òàêèõ óðàâíåíèé, åñëè ýòî íå

ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Ëèíåéíîå íåÿâíîå äèôôåðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò âèä

A x B x c( ) � ( ) ( )t t t� � � 0,

ãäå A( )t è B( )t — ìàòðèöû ðàçìåðà n n� . Åñëè ýòè ìàòðèöû ïîñòîÿííû, òî

èìååì èíâàðèàíòíîå âî âðåìåíè ëèíåéíîå íåÿâíîå ÄÀÓ.

Íåëèíåéíîå íåÿâíîå äèôôåðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò âèä

F x x( �, , )t � 0,

ãäå F ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó íåëèíåéíóþ ïåðåìåííóþ — �,x x èëè t.

Â íåêîòîðûõ ïðèëîæåíèÿõ èñïîëüçóþòñÿ ïîëóÿâíûå äèôôåðåíöèàëüíî-àë-

ãåáðàè÷åñêèå óðàâíåíèÿ. Òàêèå óðàâíåíèÿ èìåþò âèä

� ( , , ), ( , , ),x f x z g x z� �t t0 (2)

ãäå z � ( , ... , )z zm1 è ïðîèçâîäíûå îò z íå âõîäÿò â ÄÀÓ. Íàïîìíèì â ñâÿçè

ñ ýòèì ñòàíäàðòíóþ âõîä/âûõîä ìîäåëü

� ( , )x f x u� , y g x u� ( , ),

ãäå x � ( , ... , )x xn1 — âåêòîð ñîñòîÿíèÿ, u — âõîä, y — âûõîä. Èìååòñÿ òàêæå

ìîäóëÿðíàÿ âåðñèÿ ýòîé ìîäåëè [23].

Êëàññèôèêàöèÿ äèôôåðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïî èõ èí-
äåêñó. Îãðàíè÷èìñÿ çäåñü ïîëóÿâíûìè ÄÀÓ. Èíäåêñîì (äèôôåðåíöèàëüíûì)

ÄÀÓ (2) íàçûâàþò ïî îïðåäåëåíèþ ìèíèìàëüíîå ÷èñëî äèôôåðåíöèðîâàíèé

ñèñòåìû, êîòîðûå íåîáõîäèìî âûïîëíèòü, ÷òîáû ïðèâåñòè åå ê ÎÄÓ.

Ïðèìåð 1. Äèôôåðåíöèðóÿ â (2) g ïî t , ïîëó÷àåì ñèñòåìó

�

�
�
�

�
�
�

�
�

g g
x

g
z

t x z
� � 0 .

Åñëè ìàòðèöà
�

�

g

z
íåîñîáàÿ, òî ñèñòåìà (2) ïðåîáðàçóåòñÿ â ñèñòåìó ÎÄÓ, ñëå-

äîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå èíäåêñ ñèñòåìû (2) ðàâåí åäèíèöå. Åñëè ìàòðèöà
�

�

g

z
îñîáàÿ, òî ñèñòåìà (2) èìååò èíäåêñ áîëüøå åäèíèöû. Êàê ïðàâèëî, ÷åì âûøå
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èíäåêñ ñèñòåìû, òåì ñëîæíåå ðåøèòü åå ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè. Ëàãðàíæåâû óðàâ-
íåíèÿ ïåðâîãî ðîäà (ñì. íèæå) ÿâëÿþòñÿ ïðèìåðîì ÄÀÓ ñ èíäåêñîì, ðàâíûì òðåì.

Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì ìåõàíè÷åñêóþ ñèñòåìó ñ n ïðîñòðàíñòâåííûìè êîîð-

äèíàòàìè x � ( , ... , )x xn1 è n êîîðäèíàòàìè ñêîðîñòåé � � �( , ... , ) �� �1 n
T

x , ó êî-

òîðîé íà äâèæåíèÿ íàëîæåíî m ãîëîíîìíûõ, ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûõ ñâÿ-

çåé g x( ) � 0, � � � �g ( , ... , )g gm1
T , � �

n n m� � — ãðàäèåíò îòîáðàæåíèÿ g .

Ïóñòü M x( ) — ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà ìàññ äàííîé ìåõàíè÷åñêîé

ñèñòåìû. Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà ïåðâîãî ðîäà èìåþò âèä

�x � � , M x f x g( ) � ( , , )� � �� � �t , g x( ) � 0,

ãäå � � ( , ... , )� �1 m — âåêòîð ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà. Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî

èíäåêñ ýòîé ñèñòåìû ðàâåí òðåì.

3. ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÅ ÑÈÑÒÅÌÛ ÍÀ ÌÍÎÃÎÎÁÐÀÇÈßÕ

Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèðóåìîå ìíîãîîáðàçèå M , åãî êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå TM

è ñîîòâåòñòâóþùèå èì àëãåáðàè÷åñêèå è äèôôåðåíöèàëüíûå ñòðóêòóðû, ñëå-

äóÿ [24, 25]. Ïóñòü M — äèôôåðåíöèðóåìîå ìíîãîîáðàçèå è TM — åãî êàñà-

òåëüíîå ðàññëîåíèå. Âåêòîðíûì ïîëåì íà M íàçûâàþò îòîáðàæåíèå X M TM: � ,

óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ � � X id M� , ãäå � — åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ

T MM � . Äëÿ òî÷êè x íà M çíà÷åíèå X x ëåæèò â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå

TM , ( )x x� �� 1 ê M â ýòîé òî÷êå; X x íàçûâàþò ñå÷åíèÿìè êàñàòåëüíîãî ðàñ-

ñëîåíèÿ TM . Íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ äâà ìåòîäà îïðåäåëåíèÿ êàñàòåëüíî-

ãî ðàññëîåíèÿ: 1) ñ ïîìîùüþ ïó÷êà ãëàäêèõ ôóíêöèé íà M ; 2) ñ ïðèìåíåíèåì

ïðîñòðàíñòâà ãëàäêèõ ïóòåé â M . Ëîêàëüíî îáà îïðåäåëåíèÿ ïðèâîäÿò ê îäíî-

ìó è òîìó æå êàñàòåëüíîìó ðàññëîåíèþ. Òàê êàê â ðàçä. 1 ïðèìåíÿëñÿ ìåòîä 1

äëÿ ïîñòðîåíèÿ áåñêîíå÷íî ìàëûõ îêðåñòíîñòåé â áîëåå îáùåì êîíòåêñòå ñõåì,

èñïîëüçóåì ýòîò æå ìåòîä, íî ïðèìåíèòåëüíî ê ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèÿì. Ïóñòü

mx — èäåàë ïó÷êà ãëàäêèõ ôóíêöèé íà M , îáðàùàþùèõñÿ â íîëü â òî÷êå x .

Òîãäà äâîéñòâåííûì ê ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâó m mx x/ 2 ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíîå ïðîñ-

òðàíñòâî Tx â òî÷êå x íà M . Èñïîëüçîâàíèå òîïîëîãèè, ïðèìåíÿåìîé ïðè îïðå-

äåëåíèè äèôôåðåíöèðóåìîãî ìíîãîîáðàçèÿ, ïîçâîëÿåò ñêëåèòü èç êàñàòåëüíûõ

ïðîñòðàíñòâ Tx êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå TM . Â ìåòîäå 2 èñïîëüçóåòñÿ áåñêîíå÷-

íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî 
 ãëàäêèõ ïóòåé íà M . Íå ïîâòîðÿÿ èçâåñòíîãî ïîñòðî-

åíèÿ êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ, ïðîäîëæèì ïðèìåíåíèå äàííîãî ìåòîäà äëÿ

îïðåäåëåíèÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû íà ìíîãîîáðàçèè. Íà ñàìîì äåëå, ìåòîä 2

ïîçâîëÿåò çàäàâàòü äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû íà êîìïàêòíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ

(è ÷àñòî íå òîëüêî íà íèõ). Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå

� : M M� ��

òàêîå, ÷òî �( , ) ( )x x0 0
t l t� , ãäå lx0

— ãëîáàëüíîå ðåøåíèå äëÿ âåêòîðíîãî

ïîëÿ X ÷åðåç òî÷êó x0 . Åñëè ïîëîæèòü � t l t( ) ( )x x� , òî � t M M: � óäîâëåò-

âîðÿåò ðàâåíñòâó

� � �t s t s M M� � �� :

äëÿ âñåõ s t, �� , � 0 � id M , òàê êàê � 0 0( ) ( )x xx� �l . Îòîáðàæåíèå �, êîòîðîå

ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì íà M , íàçûâàþò ïîòîêîì íà M . Ïîòîê � — ìàòå-

ìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû íà M . Åñëè � t — äèíàìè÷åñêàÿ

ñèñòåìà íà C � -äèôôåðåíöèðóåìîì ìíîãîîáðàçèè M ,
d

dt
Xt� ( )x

x� îïðåäåëÿåò
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C � -âåêòîðíîå ïîëå íà M . Â ñâÿçè ñ ýòèì îá X ãîâîðÿò èíîãäà êàê î äèíàìè-

÷åñêîé ñèñòåìå.

Ëàãðàíæåâà äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà. Ïóñòü L TM: � � — äèôôåðåíöèðóå-

ìàÿ ôóíêöèÿ. Îòîáðàæåíèå 	 : � � M íàçûâàþò äâèæåíèåì â ëàãðàíæåâîé ñèñ-

òåìå, âêëþ÷àþùåé êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî (ìíîãîîáðàçèå) M è ôóíê-

öèþ Ëàãðàíæà L, åñëè 	 — ýêñòðåìàëü ôóíêöèîíàëà

�( ) ( � )	 	� �
t

t

L dt

0

1

,

ãäå �	 — âåêòîð ñêîðîñòè, � ( ) , ( )	 	t TM t� . Èçâåñòíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå [24, 25]. Ïóñòü M — êîíôèãóðàöèîííîå ìíîãîîáðàçèå

ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L q q TM( , �) : � � , ãäå L q q( , �) — âûðàæåíèå, ïðåäñòàâëÿþ-

ùåå L ÷åðåç êîîðäèíàòû q è �q íà êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè TM . Òîãäà èçìåíåíèå

ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò q q qn� ( , ... , )1 òî÷êè êðèâîé 	 ( )t ïðè äâèæåíèè â ëàãðàí-

æåâîé ñèñòåìå íà M óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì Ëàãðàíæà
d

dt

L

q

L

q

�
�
�
�
� �

.

4. ÝËÅÌÅÍÒÛ ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ ÒÐÀÅÊÒÎÐÈÉ

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîãî ïóòè (òðàåêòîðèè) èç íà÷àëüíî-

ãî ïîëîæåíèÿ, êîòîðûì ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîå íà÷àëüíîå ïîäìíîãîîáðàçèå � 0 ,

â íåêîòîðîå êîíå÷íîå ïîëîæåíèå, ïðåäñòàâëÿåìîå ïîäìíîãîîáðàçèåì äîñòèæå-

íèÿ (êîíå÷íûì ïîäìíîãîîáðàçèåì) �1. Íàïîìíèì äâà èçâåñòíûõ êëàññà çàäà-

÷è òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Ïåðâûé êëàññ çàäà÷ ìîæíî ïðåäñòàâèòü

ñèñòåìàìè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âèäà

dx

dt
f t t t i ni

i� �( , ( ), ( )), , ,x u 1 � ,

ñ öåëåâûì ôóíêöèîíàëîì

J f t t t dt

t

t

( , ) ( , ( ), ( ))x u x u� �
0

1

0 .

Âòîðîé êëàññ ïðåäñòàâëÿåò çàäà÷è íåÿâíîãî îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ [23]

è çàäàåòñÿ ñèñòåìàìè âèäà

A B C
�

�

x

y

x

y
u

�

�
��
�

�
�� �

�

�
��
�

�
��� ,

ãäå ( , )x y � �
�

n m è ìàòðèöà A èìååò ðàíã n. Ïóñòü óïðàâëÿþùèå ïåðåìåí-

íûå ( , ... , )u um1 èçìåíÿþòñÿ â íåêîòîðîì çàìêíóòîì îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå

U m� � . Ïóñòü ôóíêöèè f t f t f t t tn0 1( , , ), ( , , ), , ( , ( ), ( ))x u x u x u� è èõ ÷àñò-

íûå ïðîèçâîäíûå
�

�

f

x

i

j

ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè ïðè t t t0 1� � ,

x ��
n , u �U . Äîïóñòèìûå óïðàâëåíèÿ u t u tm1 ( ), , ( )� — êóñî÷íî-íåïðåðûâ-

íûå ôóíêöèè ïðè t t t0 1� � . Ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà [26, 27] äàåò

íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà. Â ñëó÷àå îïòèìàëüíîãî ïî âðåìåíè óïðàâ-

ëåíèÿ f t0 1( , , )x u � , J t t( , )x u � �1 0 . Ôóíêöèÿ Ïîíòðÿãèíà èìååò âèä

H f f fn n� � � �
 
 
1 1 2 2 � . Îïòèìàëüíûå òðàåêòîðèè ëåæàò íà ïîäìíîãîîá-
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ðàçèè � �
�
�
� �

�
�
�

�
�
�

( , , ) , , ,x u�
H

u
i m

i

0 1 � . Ðàññìîòðèì, ñëåäóÿ [27], ïðîñòîé

ïðèìåð îïòèìàëüíîãî ïî âðåìåíè óïðàâëåíèÿ.

Ïðèìåð 3. Ïóñòü óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà çàäàíà óðàâíåíèåì

��x u� , (3)

ãäå u — óïðàâëÿþùàÿ ïåðåìåííàÿ, | |u � 1. Óðàâíåíèå (3) ýêâèâàëåíòíî ëèíåé-

íîé ñèñòåìå

� , � .x x x u1 2 2� � (4)

Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ: äëÿ äàííîé íà÷àëüíîé òî÷êè ( , )� � íàéòè

òàêîå îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå, êîòîðîå ïåðåâîäèò ñèñòåìó èç ( , )� � â íà÷àëî êî-

îðäèíàò ( , )0 0 çà ìèíèìàëüíîå âðåìÿ. Â ðàññìàòðèâàåìîì ïðîñòîì ñëó÷àå ìíîãî-

îáðàçèåì ÿâëÿåòñÿ ôàçîâàÿ ïëîñêîñòü, íà÷àëüíûì ìíîãîîáðàçèåì — íà÷àëüíàÿ

òî÷êà ( , )� � , à êîíå÷íûì ìíîãîîáðàçèåì — òî÷êà ( , )0 0 . Çäåñü ôóíêöèåé Ïîíòðÿ-

ãèíà ÿâëÿåòñÿ H x u� �
 
1 2 2 . Ôóíêöèè 
1 è 
 2 óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå

� , � .
 
 
1 2 10� � �
Òàêèì îáðàçîì,

max max | || | | |u uH x u x� �� � � �1 1 2 1 2 1 2 2
 
 
 
 .

Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå u t( ) — êóñî÷íî-íåïðåðûâíàÿ

ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ �1. Òàê êàê
�
�
�

H

u

 2 , âñå îïòèìàëüíûå

òðàåêòîðèè ëåæàò â ãèïåðïëîñêîñòè 
 2 0� ïÿòèìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ñ êîîð-

äèíàòàìè ( , , , , )x x u1 2 1 2
 
 . Åñëè u �1, òî èç óðàâíåíèÿ (4) ïîëó÷àåì

x t a2 � � , x
t

at b1

2

2
� � � è ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ èìååò âèä FC x x c1

1

2
1 2

2: � � .

Åñëè u � �1, òî ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ èìååò âèä FC x x d2
1

2
1 2

2: � � � .

Ïóñòü C — êðèâàÿ âèäà x x1 2
21

2
� , åñëè x2 0� ; x x1 2

21

2
� � , åñëè x2 0� . Åñëè

(�, �)�C, òî u �1 ïðè � � 0; u � �1 ïðè � � 0. Åñëè òî÷êà ( , )� � íàõîäèòñÿ âûøå êðè-

âîé C, òî ñíà÷àëà u t( ) � �1 è òî÷êà äâèæåòñÿ âäîëü FC2 äî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ êðè-

âîé C . Çàòåì u t( ) �1 è òî÷êà äâèæåòñÿ âäîëü C äî íà÷àëà êîîðäèíàò. Ñëó÷àé, êîãäà

òî÷êà ( , )� � íàõîäèòñÿ íèæå êðèâîé C , ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèììåòðè÷íî ïðèâåäåííîìó

âûøå. Èç òåîðåìû 7 ðàáîòû [26] ñëåäóåò, ÷òî òîëüêî òàêèå òðàåêòîðèè îïòèìàëüíû.

5. ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÍÀ ÀËÃÅÁÐÀÈ×ÅÑÊÈÕ ÊÐÈÂÛÕ
È ÈÍÒÅÃÐÈÐÓÅÌÛÅ ÌÎÄÅËÈ

Âàæíûé êëàññ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì íà ìíîãîîáðàçèÿõ ïðåäñòàâëÿþò èíòåãðè-

ðóåìûå ìîäåëè. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåäåì èíòåãðèðóåìûå ìîäåëè íà ýë-

ëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ. Òàêèå ìîäåëè ñâÿçàíû ñ ôóíêöèÿìè Âåéåðøòðàññà  ,

êîòîðûå èìåþò ìíîãî ïðèëîæåíèé â àíàëèçå, ðàäèîýëåêòðîíèêå, èíòåãðèðóå-

ìûõ ñèñòåìàõ (ñîëèòîíû) è â äðóãèõ îáëàñòÿõ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ïðàêòè÷åñêèé

è òåîðåòè÷åñêèé èíòåðåñ. Èçâåñòíî, ÷òî ôóíêöèÿ Âåéåðøòðàññà è åå ïðîèç-

âîäíàÿ 	 óäîâëåòâîðÿþò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

( )	 �  �  �2 3
2 34 60 140c c .

Îïèøåì êðàòêî áîëåå îáùèé êëàññ èíòåãðèðóåìûõ ìîäåëåé — ìàòåìàòè÷å-

ñêèõ ìîäåëåé, äîïóñêàþùèõ ôîðìóëèðîâêó ïî Ëàêñó [25, 28]:

�( ) [ ( ), ( )]L z M z L z� . (5)
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Çäåñü M z( ), L z( ) — ìàòðè÷íîçíà÷íûå ôóíêöèè îò ôîðìàëüíîé ïåðåìåííîé z,

ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû êîòîðûõ — ôóíêöèè íà ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ìîäåëè.

Óðàâíåíèå (5) ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùèì óðàâíåíèÿì � ( ) ( )! !� M z z :

L z z z( ) ( ) ( )! !� � . (6)

Ñïåêòðàëüíàÿ êðèâàÿ S îïðåäåëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì óðàâíåíèÿ det ( ( ) )L z � �� 0.

Ëèíåéíóþ çàäà÷ó (6) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ñïîñîá çàäàíèÿ ëèíåéíîãî

ðàññëîåíèÿ íà ñïåêòðàëüíîé êðèâîé. Ïðîñòðàíñòâî âñåõ ëèíåéíûõ ðàññëîåíèé

ïàðàìåòðèçóåòñÿ ÿêîáèåâûì ìíîãîîáðàçèåì ñïåêòðàëüíîé êðèâîé S .

6. ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÍÀ ÀËÃÅÁÐÀÈ×ÅÑÊÈÕ ÌÍÎÃÎÎÁÐÀÇÈßÕ

Èññëåäîâàíèå äèíàìèêè ïðîöåññîâ, âêëþ÷àÿ äèíàìèêó èíôîðìàöèîííûõ ïðîöåñ-

ñîâ, ïðèâîäèò ê ðàññìîòðåíèþ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà àëãåáðàè÷åñêèõ

ìíîãîîáðàçèÿõ. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ. Òàêèå êðèâûå èñïîëü-

çóþòñÿ â êðèïòîãðàôèè, â ðÿäå èíæåíåðíûõ çàäà÷. Íå ìåíåå âàæíûå ïðèëîæåíèÿ

íàõîäÿò àëãåáðàè÷åñêèå êðèâûå ðîäà áîëüøå 1, èõ ÿêîáèàíû è áîëåå îáùèå àáå-

ëåâû ìíîãîîáðàçèÿ. Îñîáåííî èíòåðåñåí ñëó÷àé, êîãäà àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîá-

ðàçèå èçìåíÿåòñÿ â ñåìåéñòâå ïîäîáíûõ ìíîãîîáðàçèé. Íàïîìíèì èçâåñòíûé ïðè-

ìåð. Ïóñòü y x x x2 1� � �( )( )� — ëåæàíäðîâî ñåìåéñòâî ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ

íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë � ñ �� �� { }0 1, . Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

Ïèêàðà–Ôóêñà êîäèðóåò ìíîãî ñâîéñòâ òàêîãî ñåìåéñòâà ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ.

Íèæå ïðèâîäèì äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîëÿ k ðÿä àñïåêòîâ òåîðèè äèôôåðåíöèàëü-

íûõ óðàâíåíèé íà àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ, ñëåäóÿ èäåÿì è ðåçóëüòàòàì

Á. Äâîðêà, À. Ãðîòåíäèêà, Ï. Äåëèíÿ, Ï. Ãðèôôèòñà, Þ.È. Ìàíèíà, Í. Êàò-

öà [29], ìîíîãðàôèÿì [14, 15], à òàêæå ñòàòüÿì [30–32].

Ñâÿçíîñòè íà êîãåðåíòíûõ ïó÷êàõ ãëàäêèõ ñõåì. Ïóñòü S k/ — ãëàäêàÿ

ñõåìà íàä ïîëåì k , U — íåêîòîðûé ýëåìåíò îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ S , OS — ñòðóê-

òóðíûé ïó÷îê íà S , "( , )U OS — ñå÷åíèå OS íà U . Äëÿ îäíîìåðíîãî ïó÷êà ðîñò-

êîâ äèôôåðåíöèàëîâ 

S k/
1 è êîãåðåíòíîãî ïó÷êà � íà S ñâÿçíîñòüþ íà ïó÷êå �

íàçûâàþò ãîìîìîðôèçì ïó÷êîâ

� � 
:
/

� �

S k
1

òàêîé, ÷òî åñëè f U OS�"( , ), g U�"( , )� , òî � � � � 
( ) ( )fg f g df g. Åñëè

ïðèìåíèòü ïîíÿòèå êàñàòåëüíîãî ïó÷êà #
S k/
1 , èñïîëüçîâàííîãî â ðàçä. 1, à òàê-

æå ýëåìåíòà � �" #( , )
/

U
S k
1 , òî ìîæíî äàòü äâîéñòâåííîå, â ñìûñëå äâîéñòâåí-

íîñòè ïó÷êîâ 

S k/
1 è #

S k/
1 , îïðåäåëåíèå ñâÿçíîñòè íà ëîêàëüíî ñâîáîäíîì ïó÷-

êå � . À èìåííî, ñâÿçíîñòü åñòü ãîìîìîðôèçì � : ( , )
/

#
S k OEnd

S

1 � � � òàêîé,

÷òî � �( )( ) ( ) ( )� � � � �fg f g f .

Èíòåãðèðîâàíèå ñâÿçíîñòè. Íàïîìíèì, ÷òî êîöåïíûì êîìïëåêñîì

( , )K d K K K
d d d� � $ �$ $ �$ $ �${ }0 1 2

�

â êàòåãîðèè àáåëåâûõ ãðóïï íàçûâàþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü àáåëåâûõ ãðóïï è ìîð-

ôèçìîâ d K Kp p: � �1 òàêèõ, ÷òî d d� � 0. Ïóñòü 

S k
i

/
— ïó÷îê ðîñòêîâ i-äèô-

ôåðåíöèàëîâ, � — êîãåðåíòíûé ïó÷îê íà S , � 
 � 
 � � %i if d f( ) ( )� � �1

%�( )f , ãäå ��

S k
i

/
. Òîãäà ãîìîìîðôèçìû �, � i îïðåäåëÿþò ïîñëåäîâàòåëü-
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íîñòü ãîìîìîðôèçìîâ

� � �� 
 � 
 �
 

S k S k/ /
1 2

� (7)

Ñâÿçíîñòü èíòåãðèðóåìà, åñëè (7) — êîìïëåêñ. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ìî-

æåò áûòü âûâåäåíî íà îñíîâå ìåòîäîâ, ïðåäñòàâëåííûõ â [14, 15].

Ïðåäëîæåíèå 3. Äàííûå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû: à) ñâÿçíîñòü � èíòåã-

ðèðóåìà; á) K �� � ��
1 0; â) � — ãîìîìîðôèçì àëãåáð Ëè ïó÷êîâ àëãåáð Ëè.

Ïðèìåð 4. Ïóñòü � �OS , ò.å. ïó÷îê � — ñòðóêòóðíûé ïó÷îê íà ñõåìå S .

Òîãäà� � 
 &:
/ /

O OS S k S S k

 
1 1 , îòêóäà � �( )f df . Ýòà ñâÿçíîñòü èíòåãðèðóå-

ìà, òàê êàê îïåðàòîð âíåøíåãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ d îïðåäåëÿåò êîìïëåêñ

äå Ðàìà: O O OS S k S S k S� 
 � 
 �
 

/ /

1 2
�

Îòíîñèòåëüíûé ñëó÷àé. Áîëåå îáùî, ïóñòü X , S — ãëàäêèå ñõåìû íàä ïîëåì k ,

f X S: � — ãëàäêèé ìîðôèçì ñõåì. Â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò êîìïëåêñ äå Ðàìà

îòíîñèòåëüíûõ äèôôåðåíöèàëîâ: 
 
 

X S X X S X S

O
/ / /

:
� � � �1 2

� Ñóùåñòâó-

åò òàêæå òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïëåêñîâ

0 0� � � �f
S X X S

*
/

( )
 
 
� � �

, (8)

è â ýòîé ñèòóàöèè ñóùåñòâóåò èíòåãðèðóåìàÿ ñâÿçíîñòü Ãàóññà–Ìàíèíà. Íè-

æå èñïîëüçóåì ïîíÿòèÿ àáåëåâîãî ïó÷êà, ïîä êîòîðûì ïîíèìàåì ïó÷îê àáåëåâûõ

ãðóïï, ïðîèçâîäíîãî ôóíêòîðà, êàòåãîðèè êîìïëåêñîâ, ïó÷êà êîãîìîëîãèé

äå Ðàìà, îïðåäåëåíèÿ è ñâîéñòâà êîòîðûõ ïðèâåäåíû â [14, 15, 29, 30]. Ïóñòü

R f0
*

— ôóíêòîð èç êàòåãîðèè êîìïëåêñîâ àáåëåâûõ ïó÷êîâ íà X â êàòåãî-

ðèþ êîìïëåêñîâ àáåëåâûõ ïó÷êîâ íà S , R fi
*

— ãèïåðïðîèçâîäíûé ôóíêòîð

ôóíêòîðà R f0
*

. Îáîçíà÷èì �
DR
i X S( / ) ïó÷îê êîãîìîëîãèé äå Ðàìà òàêîé, ÷òî

�
�

DR
i i

X S
X S R f( / )

* /
� 
 . Íàïîìíèì, ÷òî � �

�i
DR
i i

X S
R f� �

* /

 ; �

DR
i X S( / )

íàçûâàþò ðàññëîåíèåì Ãàóññà–Ìàíèíà.

Ïðèìåð 5. Ïóñòü k � � — ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Äëÿ êàæäîãî i � 0

�
DR
i X S( / ) — ëîêàëüíî ñâîáîäíûé êîãåðåíòíûé àëãåáðàè÷åñêèé ïó÷îê íà S ,

ñëîé êîòîðîãî â êàæäîé òî÷êå s S� — � -âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî H Xi
s( , )� , íà

êîòîðîì ñóùåñòâóåò ñâÿçíîñòü Ãàóññà–Ìàíèíà. Êîãîìîëîãèè �
DR
i X S( / ) èíòåð-

ïðåòèðóþòñÿ êàê óðàâíåíèÿ Ïèêàðà–Ôóêñà, à H Xi
s( , )� — êàê ëîêàëüíàÿ ñèñòå-

ìà ðîñòêîâ ðåøåíèé ýòèõ óðàâíåíèé.

Îáùåå àëãåáðàè÷åñêîå îïðåäåëåíèå ñâÿçíîñòè Ãàóññà–Ìàíèíà èñïîëüçóåò

êîìïëåêñ äèôôåðåíöèàëîâ (8) è ôèëüòðàöèþ 0 0� � � �f
S
i

X
i

X S
i*

/
( )
 
 
 ,

F fi
X
n

S
i

X
n i

X
n( ): ( ( ) )*
 
 
 
� 
 ��Im . Ïóñòü gr F Fi i i� �/ 1, i � 0 1, ,� Íèæå

ïîä ðàçìåðíîñòüþ êîììóòàòèâíûõ êîëåö ïîíèìàåòñÿ èõ àëãåáðàè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü.

Ïðèìåð 6. Ïóñòü f X S: � , S SpecB X Spec A� �, , — ìîðôèçì àôôèííûõ

ãëàäêèõ ñõåì íàä ïîëåì k , ðàçìåðíîñòè êîëåö: dim B �1, dim A � 2 ;

� �
DR
r

DR
rX S A B( / ) ( / )� . Ïóñòü 


B
Bdt1 � , r �1. Òîãäà 0 1 0 2� � �gr F F/

� �gr 0 0, ãäå F
A

0 �
 �

. Èìååì: F A
B A

1 1 2� 
 '
 
 , F 2 0� . Òî÷íàÿ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü èìååò âèä 0 01 2 1� 
 ' � � ' �
 
 
 

B A A A B

A A
�

/
. Ðàññìîòðèì
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ýëëèïòè÷åñêóþ êðèâóþ y x t2 3� � . Â ýòîì ñëó÷àå B k t t� �[ , ]1 , A
B x y

y x t
�

� �

[ , ]

2 3
.

Èíâàðèàíòíûé äèôôåðåíöèàë íà êðèâîé èìååò âèä 
 �
dx

y
. Ïîñëå âû÷èñëåíèé

c äèôôåðåíöèàëàìè ïîëó÷àåì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå Ïèêàðà–Ôóêñà

d

dt t




� �

1

6
0, îïèñûâàþùåå, êàê èíâàðèàíòíûé äèôôåðåíöèàë âàðüèðóåòñÿ

â ñåìåéñòâå.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Íàó÷íîå íàñëåäèå À.È. Êóõòåíêî çíà÷èòåëüíî áîãà÷å, ÷åì âûáðàííûå íàïðàâëå-

íèÿ, ïðåäñòàâëåííûå â íàñòîÿùåé ñòàòüå. Äàí êðàòêèé îáçîð òåîðèè äèíàìè÷åñ-

êèõ ñèñòåì ñ àêöåíòîì íà èõ áîëåå øèðîêîå òîëêîâàíèå â ðàìêàõ äèíàìè÷åñêèõ

ñèñòåì íà ìíîãîîáðàçèÿõ è ñõåìàõ, ïðè÷åì íàä ïîëÿìè â ëþáîé õàðàêòåðèñòèêå.

Ðàññìîòðåíû âîïðîñû èçìåíåíèÿ ìíîãîîáðàçèé è ñõåì â ñåìåéñòâå, ò.å. âîïðîñû

èõ äåôîðìàöèè. Èññëåäîâàíû áåñêîíå÷íî ìàëûå îêðåñòíîñòè è èíôèíèòåçè-

ìàëüíûå äåôîðìàöèè ìíîãîîáðàçèé (ñõåì) íà îñíîâå àëãåáð äóàëüíûõ ÷èñåë

íàä ïðîèçâîëüíûìè êîììóòàòèâíûìè êîëüöàìè. Íàä êîììóòàòèâíûìè êîëüöàìè

îïðåäåëåíû àëãåáðû áèêâàòåðíèîíîâ (äóàëüíûõ êâàòåðíèîíîâ). Êðàòêî ïðåä-

ñòàâëåíû òåîðèÿ äèôôåðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé íàä ïîëåì âå-

ùåñòâåííûõ ÷èñåë è èõ äèíàìèêà, à òàêæå ýëåìåíòû îïòèìèçàöèè òðàåêòîðèé

ñîîòâåòñòâóþùèõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Íà îñíîâå òåîðèè ñâÿçíîñòè â ðàññëîå-

íèÿõ äàíî ðàñøèðåíèå òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé íà

àëãåáðàè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ è ñõåìû íàä ïðîèçâîëüíûìè ïîëÿìè è íàä ñõåìà-

ìè ñîîòâåòñòâåííî. Ñâÿçíîñòè â ðàññëîåíèÿõ íàä àëãåáðàè÷åñêèìè ìíîãîîáðàçè-

ÿìè è ñõåìàìè íàä ïîëÿìè ïîçâîëÿþò ïðåäñòàâëÿòü è èññëåäîâàòü ñîîòâåòñòâó-

þùèå èíòåãðèðóåìûå ìîäåëè, à òàêæå èñïîëüçîâàòü èõ â òåîðèè îáðàáîòêè ñèã-

íàëîâ è â êðèïòîãðàôèè.
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Þ.Ã. Êðèâîíîñ, Â.Ï. Õàð÷åíêî, Ì.Ì. Ãëàçóíîâ
ÄÈÔÅÐÅÍÖ²ÀËÜÍÎ-ÀËÃÅÁÐÀ¯×Í² Ð²ÂÍßÍÍß ² ÄÈÍÀÌ²×Í² ÑÈÑÒÅÌÈ
ÍÀ ÌÍÎÃÎÂÈÄÀÕ

Àíîòàö³ÿ. Ðîçãëÿíóòî àêòóàëüí³ ïðîáëåìè ñó÷àñíî¿ òåîð³¿ äèíàì³÷íèõ ñèñ-
òåì íà ìíîãîâèäàõ, ÿê³ àêòèâíî ðîçâèâàþòüñÿ íà öåé ÷àñ. Íàâåäåíî ñòèñëèé
îãëÿä òàêèõ íàïðÿì³â òåîð³¿ äèíàì³÷íèõ ñèñòåì. Ç âèêîðèñòàííÿì àëãåáð äó-
àëüíèõ ÷èñåë, êâàòåðí³îííèõ àëãåáð, àëãåáð á³êâàòåðí³îí³â (äóàëüíèõ êâà-
òåðí³îí³â) ðîçðîáëåíî çàñòîñóíêè äî äîñë³äæåííÿ íåñê³í÷åííî ìàëèõ îêî-
ëèöü òà ³íô³í³òåçèìàëüíèõ äåôîðìàö³é ìíîãîâèä³â (ñõåì). Ñòèñëî íàâåäåíî
òåîð³þ äèôåðåíö³àëüíî-àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü íàä ïîëåì ä³éñíèõ ÷èñåë òà
¿õíþ äèíàì³êó, à òàêîæ åëåìåíòè îïòèì³çàö³¿ òðàºêòîð³é â³äïîâ³äíèõ äè-
íàì³÷íèõ ñèñòåì. Íà îñíîâ³ çâ’ÿçíîñò³ â ðîçøàðóâàííÿõ íàâåäåíî ðîçøèðåí-
íÿ òåîð³¿ äèôåðåíö³àëüíî-àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü íà àëãåáðà¿÷í³ ìíîãîâèäè
³ ñõåìè íàä äîâ³ëüíèìè ïîëÿìè ³ ñõåìàìè â³äïîâ³äíî.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: äóàëüíå ÷èñëî, äóàëüíèé êâàòåðí³îí, êâàòåðí³îííà àëãåáðà,
àëãåáðà¿÷íèé ìíîãîâèä, ñõåìà, äåôîðìàö³ÿ, äèôåðåíö³àëüíî-àëãåáðà¿÷íå ð³â-
íÿííÿ, ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü, äèíàì³÷íà ñèñòåìà, äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ íà
àëãåáðà¿÷íîìó ìíîãîâèä³.

Iu.G. Kryvonos, V.P. Kharchenko, N.M. Glazunov
DIFFERENTIAL-ALGEBRAIC EQUATIONS AND DYNAMICAL SYSTEMS ON MANIFOLDS

Abstract. The authors consider actual problems of the modern theory of
dynamical systems on manifolds, which are being actively developed. A brief
review of the fields of the theory of dynamical systems is given. The results of
the algebra of dual numbers, quaternionic algebra, biquaternions (dual
quaternion) and their application to the study of infinitesimal neighborhoods and
infinitesimal deformations of varieties (schemes) are presented. Summarized the
theory of differential-algebraic equations over the field of real numbers and their
dynamics, as well as relevant elements of trajectory optimization of dynamic
systems. On the basis of the connection in the bundles, an extension of the
theory of differential-algebraic equations to algebraic manifolds and schemes
over, arbitrary fields and schemes, respectively, is given.

Keywords: dual number, dual quaternion, motor, quaternionic algebra, algebraic
manifold, scheme, deformation, differential-algebraic equation, mathematical
model, dynamical system, differential equation on algebraic manifold.
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