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Àííîòàöèÿ. Èññëåäîâàíû òåîðåòè÷åñêèå àñïåêòû ïîñòðîåíèÿ ñåìåéñòâà
ìíîãîøàãîâûõ îäíîñòàäèéíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè ñ ïðåäûñòî-
ðèåé äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ðàññìîòðåíû îáùèå
âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ ïðîáëåìàìè äèñêðåòèçàöèè, àïïðîêñèìàöèè, ñõîäè-
ìîñòè è óñòîé÷èâîñòè. Äåòàëüíî èçó÷åíà ïðîáëåìà ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè
÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ. Ïðåäñòàâëåííûå ðåçóëüòàòû ïðèãîäíû òàêæå ïðè ÷èñ-
ëåííîì ðåøåíèè óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, ìíîãîøàãî-
âûé îäíîñòàäèéíûé ìåòîä, äèñêðåòèçàöèÿ, àïïðîêñèìàöèÿ, ñõîäèìîñòü,
ñèëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Èññëåäóÿ âîïðîñû ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ àòìîñôåðíûõ ïðîöåñ-

ñîâ, àâòîðû íàñòîÿùåé ñòàòüè ïðèøëè ê âûâîäó, ÷òî îïåðàòîð àäâåêöèè, âõî-

äÿùèé âî âñå óðàâíåíèÿ àòìîñôåðíûõ ìîäåëåé, âûçûâàåò íàèáîëüøåå êîëè-

÷åñòâî ïðîáëåì ïðè ïðèìåíåíèè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé

[1–6]. Îöåíêè ïîêàçûâàþò [2], ÷òî àïïðîêñèìàöèè ãîðèçîíòàëüíûõ ÷ëåíîâ àä-

âåêöèè ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûìè èñòî÷íèêàìè îøèáîê (ïî÷òè 40% îáùåé ïîãðåø-

íîñòè) ïðè êðàòêîñðî÷íîì ÷èñëåííîì ïðîãíîçèðîâàíèè ñîñòîÿíèÿ àòìîñôåðû.

Ïðîñòðàíñòâåííàÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ óðàâíåíèÿ àäâåêöèè

ïîðîæäàåò îøèáêè ëîæíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, îïèñàíèÿ ôàçîâîé ñêîðîñòè è âû÷èñ-

ëèòåëüíîé äèñïåðñèè, à òàêæå ýôôåêòû íåëèíåéíîé íåóñòîé÷èâîñòè [7]. Ïðè èñ-

ïîëüçîâàíèè ñèììåòðè÷íîé ðàçíîñòíîé ñõåìû âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè îêàçû-

âàåòñÿ, ÷òî, âî-ïåðâûõ, ñêîðîñòü àäâåêöèè ìåíüøå òî÷íîé ñêîðîñòè àäâåêöèè

(ñëåäñòâèåì ýòîé îøèáêè ÿâëÿåòñÿ îáùåå çàìåäëåíèå ïðîöåññà àäâåêöèè),

è âî-âòîðûõ, ñêîðîñòü àäâåêöèè èçìåíÿåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò âîëíîâîãî ÷èñëà.

Òàêàÿ ïàðàçèòàðíàÿ äèñïåðñèÿ, â ÷àñòíîñòè, äîñòàòî÷íî çíà÷èòåëüíà äëÿ ñàìûõ

êîðîòêèõ âîëí. Åñëè ïåðåíîñèòñÿ ñèñòåìà, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé ñóïåðïîçèöèþ

âîëí, òî ïàðàçèòàðíàÿ äèñïåðñèÿ áóäåò âûçûâàòü äåôîðìàöèþ äàííîé ñèñòåìû.

Ýòî êàñàåòñÿ â ïåðâóþ î÷åðåäü òàêèõ ìåçîìàñøòàáíûõ ñèñòåì, êàê çàðîæäàþùè-

åñÿ ôðîíòû è öèêëîíû, îðîãðàôè÷åñêèå è òåðìè÷åñêèå âîçìóùåíèÿ è äðóãèå,

ïðåäñòàâëÿþùèå ñóïåðïîçèöèþ ìíîæåñòâà âîëí. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ïðè ÷èñëåí-

íîì ïðîãíîçèðîâàíèè ñîñòîÿíèÿ àòìîñôåðû äàííûå ñèñòåìû, åñëè îíè èìåþòñÿ

â íà÷àëüíûõ ïîëÿõ, íà÷èíàþò î÷åíü áûñòðî äåôîðìèðîâàòüñÿ, ïðèíèìàÿ áîëåå

ãëàäêóþ ôîðìó. Ïîñêîëüêó ýòè îñîáåííîñòè ïîëåé î÷åíü âàæíû â ìåçîìàñøòàá-

íûõ ïðîöåññàõ, ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ýôôåêò âû÷èñëèòåëüíîé äèñïåðñèè.

Î÷åâèäíî, ÷òî ñõåìû ñ íåöåíòðàëüíûìè ïðîñòðàíñòâåííûìè ðàçíîñòÿìè, ïðå-

ïÿòñòâóþùèå ðàñïðîñòðàíåíèþ âîçìóùåíèé â íàïðàâëåíèè, ïðîòèâîïîëîæíîì ôè-

çè÷åñêîé àäâåêöèè, ïðåäïî÷òèòåëüíåå ñõåì, â êîòîðûõ ïðîñòðàíñòâåííàÿ ïðîèçâîä-

íàÿ àïïðîêñèìèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ öåíòðàëüíûõ ðàçíîñòåé [8, 9]. Îäíàêî äîñòàòî÷íî

ñèëüíûé ñãëàæèâàþùèé ýôôåêò è òîëüêî ïåðâûé ïîðÿäîê òî÷íîñòè íåöåíòðàëüíûõ

ðàçíîñòíûõ îïåðàòîðîâ çíà÷èòåëüíî óìåíüøàþò ýòè ïðåèìóùåñòâà ïî ñðàâíåíèþ

ñ ðàçíîñòíûìè îïåðàòîðàìè, èìåþùèìè âòîðîé ïîðÿäîê òî÷íîñòè.
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Ïðèâåäåííûé àíàëèç êàñàëñÿ ïðîñòðàíñòâåííîé àïïðîêñèìàöèè ëèíåéíîãî

óðàâíåíèÿ àäâåêöèè. Íî â ìîäåëÿõ àòìîñôåðû ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü íåëèíåéíûå

óðàâíåíèÿ ãèäðîäèíàìèêè, ïðè÷åì èõ íåëèíåéíîñòü îáóñëîâëåíà íàëè÷èåì ÷ëå-

íîâ, îïèñûâàþùèõ èìåííî àäâåêöèþ. Âñëåäñòâèå íåëèíåéíîñòè óðàâíåíèé ãèä-

ðîäèíàìèêè ïîÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíàÿ íåóñòîé÷èâîñòü è «âçðûâ» ÷èñëåííîãî

ðåøåíèÿ, åñëè ýòè íåáëàãîïðèÿòíûå óñëîâèÿ íåëüçÿ ïðåäîòâðàòèòü.

Îñíîâíûå òðóäíîñòè (â ÷àñòíîñòè, îøèáêè ëîæíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, îïèñà-

íèÿ ôàçîâîé ñêîðîñòè, à òàêæå âû÷èñëèòåëüíàÿ äèñïåðñèÿ) ìîæíî ïðåîäîëåòü

ïðåäñòàâëåíèåì óðàâíåíèé ìîäåëè àòìîñôåðû â êîíñåðâàòèâíîé ôîðìå è ïðèìå-

íåíèåì ðàçíîñòíûõ ñõåì ïîâûøåííîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè äëÿ àïïðîêñèìàöèè

àäâåêòèâíûõ ÷ëåíîâ.

Â ðàáîòàõ [1, 3] ïðåäëîæåí ýôôåêòèâíûé ìåòîä ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà òî÷íîñ-

òè äëÿ àïïðîêñèìàöèè ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ, ñîäåð-

æàùèõñÿ â ñèñòåìå óðàâíåíèé ìîäåëè öèðêóëÿöèè àòìîñôåðû. Çäåñü ïðèâåäåíû

ðåçóëüòàòû, ïîçâîëÿþùèå ñîãëàñîâàòü ïîðÿäêè àïïðîêñèìàöèè íà ïðîñòðàíñòâåí-

íîé è âðåìåííîé ñåòêàõ. Äîñòèãàåòñÿ ýòî ïîñòðîåíèåì ñåìåéñòâà ýôôåêòèâíûõ

ïîâûøåííîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ ìíîãîøàãîâûõ îäíîñòàäèé-

íûõ ñõåì ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè.

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È. ÂÑÏÎÌÎÃÀÒÅËÜÍÛÅ ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈß È ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ

Â ïðàêòèêå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå-
íèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà èñïîëüçóþòñÿ, êàê ïðàâèëî, îäíîøàãîâûå ìåòîäû
[10–22], ïðè ïîñòðîåíèè êîòîðûõ ïðåäïîëàãàåòñÿ ïðèâëåêàòü èíôîðìàöèþ

î ðåøàåìîé çàäà÷å òîëüêî íà îòðåçêå äëèíîé â îäèí øàã � � � �t tl l 1, l N�1, .

Òàêèå ìåòîäû íàðÿäó ñ óäîáíûìè äëÿ âû÷èñëåíèé îñîáåííîñòÿìè èìåþò îäèí

ñóùåñòâåííûé íåäîñòàòîê — íåáîëüøóþ òî÷íîñòü. Â ìåòîäàõ, òî÷íîñòü O p( )�

êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àÿì p�1 , ïîäîáíóþ èíôîðìàöèþ íà êàæäîì ýòàïå
ïðîöåññà íåîáõîäèìî, âîîáùå ãîâîðÿ, ïîëó÷àòü çàíîâî, ÷òî ïðåäîïðåäåëÿåò
áîëüøóþ òðóäîåìêîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ âû÷èñëèòåëüíûõ ïðàâèë. Îòêàçàâ-
øèñü îò òðåáîâàíèÿ îäíîøàãîâîñòè, âû÷èñëèòåëüíûå ìåòîäû ìîæíî ñòðîèòü
òàê, ÷òîáû ÷àñòü ïîëó÷åííîé èíôîðìàöèè íà íåñêîëüêèõ ñîñåäíèõ øàãàõ âû-
÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà èñïîëüçîâàëàñü ïîâòîðíî. Ïîäîáíûå ìåòîäû, ðàñïîëà-
ãàþùèå èíôîðìàöèåé î ðåøàåìîé çàäà÷å íà îòðåçêå äëèíîé áîëåå îäíîãî
øàãà, ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûì îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ íàñòîÿùåé ðàáîòû.

Ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà òåîðåòè÷åñêèì è ïðàêòè÷åñêèì àñïåêòàì ÷èñëåííîãî ðå-

øåíèÿ çàäà÷è äëÿ îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî

ïîðÿäêà
�

�
�

y

t
f y t( , ), (1)

y yt t| � �
0 0 , (2)

ãäå y0 ��, f C� �( )� � , ôóíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà.

Òî÷íîå ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé òàêèì îáðàçîì èñõîäíîé çàäà÷è ñóùåñòâóåò è

ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì.

Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû — ïîñòðîåíèå è àíàëèç ôóíäàìåíòàëüíûõ ñòðóêòóð-

íûõ ñâîéñòâ ýôôåêòèâíîé êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé l-øàãîâîé îäíîñòàäèéíîé ñõåìû

ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), (2). Äàäèì îïðåäåëåíèå âðåìåíí�é ðàçíîñòíîé ñåòêè, íà êî-

òîðîé ÷èñëåííî ðåøèì çàäà÷ó (1), (2). Äàëåå äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü t0 0� ,

÷òî íå îãðàíè÷èò îáùíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 1. Ñåòêîé íà [ , ]0 T íàçûâàåòñÿ çàäàííîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî

óçëîâ t Tn � [ , ]0 , n N� 0, , òàêîå, ÷òî

t0 0� , t tn n� �1, n N� 0, . (3)
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Âåëè÷èíû �n n nt t� � ��1 0, n N�1, , íàçûâàþòñÿ øàãàìè ñåòêè � � �

� �{ }�n n N, ,1 , à � � �t tn n1 / , n N�1, , — îòíîøåíèåì øàãîâ ñåòêè. Òàêèì îáðà-

çîì, ñåòêó t Tn �[ , ]0 , n N� 0, , ìîæíî çàäàòü òàêæå êàê ìíîæåñòâî åå øàãîâ

� �� � �{ }n n N, ,1 , ãäå �n n nt t� � ��1 0, n N�1, .

Îïðåäåëåíèå 2. Ñåòêà � �� � �{ }T N/ íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíîé, åñëè

t nn � �, n N�1, , � �1 . (4)

Ñòðóêòóðà ñóùåñòâóþùèõ îáùèõ l-øàãîâûõ ìåòîäîâ âåñüìà ñëîæíà [10], ïî-
ýòîìó âîñïîëüçóåìñÿ òîëüêî ñïåöèàëüíûì êëàññîì îäíîñòàäèéíûõ l-øàãîâûõ
ìåòîäîâ, ïðîöåäóðà øàãà êîòîðûõ çàêëþ÷àåòñÿ â ñîñòàâëåíèè ëèíåéíîé êîìáè-

íàöèè çíà÷åíèé yi è f i , i n n l� 	, . Íèêàêèå ïîâòîðíûå ïîäñòàíîâêè çíà÷åíèé f

(êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñóòüþ ìíîãîñòàäèéíûõ ìåòîäîâ) íå äîïóñêàþòñÿ.
Íàèáîëåå øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå â l-øàãîâîé îäíîñòàäèéíîé ñõåìå ðåøå-

íèÿ çàäà÷è (1), (2) ïîëó÷èëà ïðîöåäóðà øàãà â âèäå

a y b fi n i

i

l

l i n i

i

l

	
�

	
�


 
� �
0 0

0� , n N� 0, . (5)

Ìíîæèòåëü � l ïåðåä âòîðîé ñóììîé âûäåëåí äëÿ òîãî, ÷òîáû êîýôôèöèåíòû

bi , êàê è ai , áûëè áåçðàçìåðíûìè. Ìàòðèöà

M �
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a a

b b
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0

0

�

�

ðàçìåðà 2 1� 	( )N — ïðîèçâîäÿùàÿ ìàòðèöà ñõåìû (5). Åñëè bl � 0, òî âû÷èñëè-

òåëüíûå ìåòîäû âèäà (5) îáû÷íî íàçûâàþò ÿâíûìè, åñëè bl � 0, — òî íåÿâíûìè.

Çàìåòèì, ÷òî ôîðìóëà âû÷èñëåíèé (5) äîëæíà áûòü òî÷íîé â òîì ñëó÷àå,

êîãäà y t( ) åñòü ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà ( / )� � � �y t f 0 . Òîãäà îíà äàñò ðàâåíñòâà

al � 0, ai

i

l

�

 �

0

0. (6)

Ëèíåéíîé l-øàãîâîé ïðîöåäóðå (5) è åå ïðîèçâîäÿùåé ìàòðèöå, âûïîëíèâ

çàìåíó q yi
i� è r fi

i� , i l� 0, , ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå «õàðàêòåðèñòè÷åñêèå»

ìíîãî÷ëåíû

�a
i

i

l

q cq( ) �
�



0

, �b i
i

i

l

r b r( ) �
�



0

. (7)

Åñëè c — íåêîòîðîå ÷èñëî, òî ÷èñëî �a i
i

i

l

c a c( ) �
�



0

, ïîëó÷åííîå çàìåíîé

â âûðàæåíèè �a q( ) íåèçâåñòíîãî q ÷èñëîì c è ïîñëåäóþùèì âûïîëíåíèåì âñåõ
óêàçàííûõ îïåðàöèé, áóäåì íàçûâàòü çíà÷åíèåì ìíîãî÷ëåíà �a q( ) ïðè q c� .
Åñëè �a c( ) � 0, ò.å. ìíîãî÷ëåí �a q( ) îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè ïîäñòàíîâêå â íåãî
÷èñëà c âìåñòî íåèçâåñòíîãî, òî c áóäåì íàçûâàòü êîðíåì ìíîãî÷ëåíà �a q( ) (èëè
óðàâíåíèÿ �a q( ) � 0).

Îïðåäåëåíèå 3. ×èñëî c òîãäà è òîëüêî òîãäà áóäåò êîðíåì ìíîãî÷ëåíà
�a q( ), êîãäà ïðè q c� ìíîãî÷ëåí �a ðàâåí íóëþ.

Òàê êàê åäèíèöà ÿâëÿåòñÿ íóëåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà �a , îíà
íå ìîæåò áûòü íóëåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà �b . Ïîýòîìó â êàæäîì
êëàññå ïðîöåäóð ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ëèíåéíàÿ l-øàãîâàÿ ñõåìà è ñîîòâåòñòâó-
þùàÿ åé åäèíñòâåííàÿ ïðîèçâîäÿùàÿ ìàòðèöà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ

bi

i

l

�

 �

0

1. (8)
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Äàëåå êîíå÷íî-ðàçíîñòíóþ ñõåìó (5), ïîä÷èíÿþùóþñÿ óñëîâèÿì (6) è (8),

áóäåì íàçûâàòü íîðìèðîâàííîé.

Êîýôôèöèåíòû ai è bi ìîæíî âûáèðàòü ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè òàê, ÷òîáû

(5) àïïðîêñèìèðîâàëî � � � �y t f/ 0. Â ðàáîòàõ [11, 13, 23] ïðèâåäåíû ïðèåìû ïî-

ñòðîåíèÿ è èññëåäîâàíèÿ ïîãðåøíîñòè, àïïðîêñèìàöèè, óñòîé÷èâîñòè è ñõîäè-

ìîñòè íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ êëàññîâ ýôôåêòèâíûõ ëèíåéíûõ l-øàãîâûõ ñõåì.

Ñèñòåìàòèçàöèÿ ïîëó÷åííûõ â íèõ òåîðåòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ ïîêàçûâàåò, ÷òî

îñíîâíûå òðåáîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè îäíîñòàäèéíûõ ìíîãîøàãîâûõ ñõåì êàñàþò-

ñÿ â îñíîâíîì êîýôôèöèåíòîâ ai õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà �a è ôîðìó-

ëèðóþòñÿ ñëåäóþùèìè îïðåäåëåíèÿìè.

Îïðåäåëåíèå 4. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí �a óäîâëåòâîðÿåò êîðíåâî-

ìó êðèòåðèþ, åñëè åãî êîðíè ëåæàò â åäèíè÷íîì çàìêíóòîì êðóãå, à íà åäèíè÷-

íîé îêðóæíîñòè îí íå èìååò êðàòíûõ íóëåé.

Îïðåäåëåíèå 5. Îäíîðîäíàÿ ëèíåéíàÿ l-øàãîâàÿ ñõåìà íàçûâàåòñÿ ñèëüíî

óñòîé÷èâîé, åñëè åå õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí �a óäîâëåòâîðÿåò êîðíåâî-

ìó êðèòåðèþ.

Ïðîñòåéøèå è â òî æå âðåìÿ íàèáîëåå èñïîëüçóåìûå ñõåìû (5) ïîëó÷àþòñÿ

íà îñíîâå êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë è ìåòîäà íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ.

Îäíàêî íå âñå ñõåìû, ïîñòðîåííûå òàêèìè ñïîñîáàìè, óñòîé÷èâûå. Íàïðèìåð,

ÿâíàÿ ñõåìà

y y y f fn l n l n l n l n l	 	 � 	 � 	 � 	 �	 � � 	 �4 5
6

4 2 01 2 1 2
�

( ) ,

óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì íîðìèðîâàíèÿ (6), (8), íå ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé è

íå ìîæåò ñõîäèòüñÿ, ïîñêîëüêó åå õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí �a q( ) �

� 	 � � � 	q q q q2 4 5 1 5( )( ) èìååò êîðåíü, âûõîäÿùèé çà ïðåäåëû åäèíèöû.

Äàëåå â êà÷åñòâå îñíîâû ìåòîäà ïîñòðîåíèÿ ñåìåéñòâà ìíîãîøàãîâûõ îäíî-

ñòàäèéíûõ ñõåì âûñîêîãî ïîðÿäêà âîñïîëüçóåìñÿ ñïåöèàëüíûì ñîîòíîøåíèåì

ìåæäó êîýôôèöèåíòàìè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà �a , ñîãëàñíî êîòîðî-

ìó äåéñòâèòåëüíûå êîýôôèöèåíòû ëèíåéíîé l-øàãîâîé ñõåìû àïðèîðè óäîâëåò-

âîðÿþò êîðíåâîìó êðèòåðèþ â óçêîì ñìûñëå, ò.å. õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí

�a èìååò èñêëþ÷èòåëüíî äåéñòâèòåëüíûå êîðíè, íàõîäÿùèåñÿ âíóòðè

åäèíè÷íîãî îòðåçêà âåùåñòâåííîé îñè, à â åäèíèöå íå èìååòñÿ êðàòíûõ íóëåé.

Ïðåäâàðèòåëüíî ðàññìîòðèì íåêîòîðûå îñíîâíûå ñâîéñòâà äåëèìîñòè ìíî-

ãî÷ëåíîâ, êîòîðûå èñïîëüçóåì â äàëüíåéøåì. Â îáùåì ñëó÷àå ïðè äåëåíèè ìíî-

ãî÷ëåíà ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè

�( )q a q a q a q a a ql
l

l
l

i
i

i

l

� 	 	 	 	 ��
�

�

1

1
1 0

0

� (9)

íà ëèíåéíûé ìíîãî÷ëåí

�( )q q c� � (10)

ïîëó÷åííûé îñòàòîê ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûì ÷èñëîì � (ìíîãî÷ëåíîì íóëåâîé ñòåïåíè èëè

íóëåì). Íàéòè ýòîò îñòàòîê, íå âûïîëíÿÿ äåëåíèÿ, ïîçâîëÿåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Îñòàòîê îò äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà �( )q íà ëèíåéíûé ìíîãî÷ëåí

�( )q ðàâåí çíà÷åíèþ �( )c ìíîãî÷ëåíà �( )q ïðè q c� .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ýëåìåíòàðíîé àëãåáðû èçâåñòíî, ÷òî äëÿ äâóõ ìíîãî÷-

ëåíîâ ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè: �( )q è �( )q q c� � , ìîæíî íàéòè òà-

êèå ìíîãî÷ëåíû �( )q è �, ÷òî

� � �( ) ( ) ( )q q c q� � 	 . (11)

Äàëåå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìíîãî÷ëåíû �( )q è �, óäîâëåòâîðÿþùèå ýòîìó

óñëîâèþ, îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî.
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Âûáèðàÿ çíà÷åíèÿ îáåèõ ÷àñòåé ðàâåíñòâà (11) ïðè q c� , ïîëó÷àåì �( )c �
� � 	 �( ) ( )c c c� � �, ÷òî äîêàçûâàåò òåîðåìó.

Ñëåäñòâèå. Ïðè c �1 è âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (6) îñòàòîê � ðàâåí íóëþ.

Äåéñòâèòåëüíî, ïîäñòàâëÿÿ â (9) q �1, ïîëó÷àåì

�( )q a a a a al l i

i

l

� 	 	 	 	 � ��
�

1 1 0

0

0� .

Îòñþäà âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2. Ìíîãî÷ëåí �( )q òîãäà è òîëüêî òîãäà áóäåò äåëèòåëåì ìíîãî÷ëå-

íà �( )q , êîãäà ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí �( )q , óäîâëåòâîðÿþùèé ðàâåíñòâó

� � �( ) ( ) ( )q q q� . (12)

Ìíîãî÷ëåí �( )q , óäîâëåòâîðÿþùèé ýòîìó óñëîâèþ, îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñóùåñòâóåò òàêæå ìíîãî÷ëåí �( )q , óäîâëåòâîðÿþ-

ùèé ðàâåíñòâó

� � �( ) ( ) ( )q q q� . (13)

Ïðèðàâíèâàÿ ïðàâûå ÷àñòè ðàâåíñòâ (12) è (13), íàõîäèì � � �( ) ( ) ( )q q q{ }� � 0.

Òàê êàê â ïîëó÷åííîì âûðàæåíèè �( )q � 0, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ � �( ) ( )q q� � 0, ò.å.

� �( ) ( )q q� , ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. Äàëåå î÷åâèäíî, ÷òî ñòåïåíü �( )q íå

áîëüøå ñòåïåíè �( )q .

Òåîðåìà 3. ×èñëî c d a� / , a � 0, òîãäà è òîëüêî òîãäà áóäåò êîðíåì ìíî-

ãî÷ëåíà �( )q , êîãäà �( )q äåëèòñÿ íà ëèíåéíûé ìíîãî÷ëåí aq d� .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü � � �( ) ( ) ( ) ( ) ( )q aq d q a q c q� � � � .

Âûáèðàÿ çíà÷åíèÿ îáåèõ ÷àñòåé ýòîãî ðàâåíñòâà ïðè q c� , ïîëó÷àåì
� �( ) ( ) ( )c a c c c� � � 0, ÷òî äîêàçûâàåò òåîðåìó. Ñëåäîâàòåëüíî, íàõîæäåíèå êîð-
íåé ìíîãî÷ëåíà �( )q ðàâíîñèëüíî îïðåäåëåíèþ åãî ëèíåéíûõ äåëèòåëåé.

Îñíîâíàÿ òåîðåìà àëãåáðû. Âñÿêèé ìíîãî÷ëåí ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýô-

ôèöèåíòàìè l-é ñòåïåíè

�( )q a q a q a q a a ql
l

l
l

i
i

i

l

� 	 	 	 	 ��
�

�

1

1
1 0

0

� (14)

èìååò ðîâíî l	1 äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé ïðè óñëîâèè, ÷òî êàæäûé êîðåíü ñ÷è-

òàåòñÿ ñòîëüêî ðàç, êàêîâà åãî êðàòíîñòü, ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

�( ) ( )( ) ( )q a q a q a ql� � � �0 11 1 1� . (15)

Ðàçëîæåíèå (15) ÿâëÿåòñÿ äëÿ ìíîãî÷ëåíà (14) åäèíñòâåííûì ñ òî÷íîñòüþ äî

ïîðÿäêà ñîìíîæèòåëåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàíåå äîêàçàííûå òåîðåìû ïîçâîëÿþò óòâåðæäàòü ñóùåñòâî-

âàíèå äëÿ �( )q êîðíÿ q a0 0
1� � . Ïîýòîìó ìíîãî÷ëåí �( )q èìååò ðàçëîæåíèå

� �( ) ( ) ( )q q q q� � 0 . Êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà �( )q ñíîâà ÿâëÿþòñÿ äåéñòâè-

òåëüíûìè, è ïîýòîìó �( )q èìååò êîðåíü q a1 1
1� � , îòêóäà �( )q �

� � �( )( ) ( )q q q q q0 1 	 .

Ïðîäîëæàÿ òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ïîñëå êîíå÷íîãî ÷èñëà øàãîâ ê ðàçëî-

æåíèþ (15).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ (15) ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìå-

åòñÿ òàêæå ðàçëîæåíèå

� 
 
 
( ) ( )( ) ( )q q q q l� � � �0 1 � . (16)

Èç (15) è (16) ñëåäóåò ðàâåíñòâî

( )( ) ( ) ( )( ) ( )q q q q q q q q ql l� � � � � � �0 1 0 1� �
 
 
 . (17)
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Åñëè áû êîðåíü ql êðàòíîñòè s �1 îòëè÷àëñÿ îò âñåõ 
 i , i l� 0 1, , ,� , òî ïîä-

ñòàâèâ ql â (17) âìåñòî íåèçâåñòíîãî q, ïîëó÷èëè áû ñëåâà íóëü, à ñïðàâà — íå-

êîòîðîå ÷èñëî, îòëè÷íîå îò íóëÿ, ò.å. ïðèøëè áû ê ïðîòèâîðå÷èþ. Òàêèì îáðà-

çîì, âñÿêèé êîðåíü qi êðàòíîñòè s �1ðàâåí íåêîòîðîìó êîðíþ 
 i è íàîáîðîò.

Ïóñòü äàëåå â ðàçëîæåíèè ñîäåðæèòñÿ s�1 êîðíåé q0 è ñðåäè êîðíåé 
 i ,

i l� 0 1, , ,� , ñîäåðæèòñÿ m, ðàâíûõ êîðíþ q0 . Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî s m� . Åñëè

äîïóñòèòü, íàïðèìåð, ÷òî s m� , òî ñîêðàùàÿ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (17) íà ìíîæè-

òåëü ( )q q m� 0 , ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó, ëåâàÿ ÷àñòü êîòîðîãî åùå ñîäåðæèò ìíî-

æèòåëü q q� 0 , à ïðàâàÿ åãî íå ñîäåðæèò. Ðàíåå îòìå÷àëîñü, ÷òî ýòî ïðèâîäèò

ê ïðîòèâîðå÷èþ. Òàêèì îáðàçîì, åäèíñòâåííîñòü ðàçëîæåíèÿ (15) äëÿ

ìíîãî÷ëåíà (17) äîêàçàíà.

Õîòÿ îñíîâíàÿ òåîðåìà àëãåáðû [23] è áîëüøèíñòâî ïðåäøåñòâóþùèõ åé ðå-

çóëüòàòîâ ñïðàâåäëèâû äëÿ êîìïëåêñíûõ êîýôôèöèåíòîâ ai ( , , , )i l� 01 � , áóäåì

âñþäó ñ÷èòàòü èõ âåùåñòâåííûìè.

Ïðè ÷èñëåííîé êîìïüþòåðíîé ðåàëèçàöèè ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ìîäåëåé öèð-

êóëÿöèè àòìîñôåðû îáû÷íî ôîðìóëèðóþòñÿ âåñüìà æåñòêèå òðåáîâàíèÿ ê ýôôåê-

òèâíîñòè âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäîâ, ñîãëàñíî êîòîðûì íåîáõîäèìî, ÷òîáû ìåòîä:

— ÿâëÿëñÿ èäåíòè÷íûì ÿâíîìó è îáåñïå÷èâàë áûñòðûå âû÷èñëåíèÿ äëÿ

îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé çàäà÷è íà êàæäîì âðåìåííîì øàãå;

— èìåë áëàãîïðèÿòíûå ñâîéñòâà ñèëüíîé óñòîé÷èâîñòè äëÿ òîãî, ÷òîáû èñ-

êëþ÷àòü ÷ðåçìåðíîå ðàñïðîñòðàíåíèå îøèáêè äëÿ çàäà÷è ñ óáûâàþùèìè êîìïî-

íåíòàìè ðåøåíèÿ;

— îáåñïå÷èâàë âîçìîæíîñòü óïðàâëåíèÿ âåëè÷èíîé âðåìåííîãî øàãà íà

âñåì èíòåðâàëå èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé çàäà÷è, ïðè÷åì èçìåíåíèå øàãà íå

äîëæíî óñëîæíÿòü àëãîðèòì ðåàëèçàöèè ìåòîäà.

Íåñìîòðÿ íà âçàèìíóþ ïðîòèâîðå÷èâîñòü ýòèõ òðåáîâàíèé, îêàçûâàåòñÿ

ìîæíî ïîñòðîèòü ñåìåéñòâî î÷åíü ïðîñòûõ ëèíåéíûõ l-øàãîâûõ îäíîñòàäèéíûõ

ìåòîäîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ âñåì ïðèâåäåííûì òðåáîâàíèÿì.

Èñõîäÿ èç ìåòîäè÷åñêîé íåîáõîäèìîñòè, ïîñòðîåíèå ñåìåéñòâà ìíîãîøàãî-

âûõ îäíîñòàäèéíûõ ìåòîäîâ íà÷íåì íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå �� . Çàòåì ðàñïðîñ-

òðàíèì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò íà ñåòêó � � ñ ïåðåìåííûì øàãîì.

ÑÅÌÅÉÑÒÂÎ ÑÈËÜÍÎ ÓÑÒÎÉ×ÈÂÛÕ ËÈÍÅÉÍÛÕ l-ØÀÃÎÂÛÕ
ÊÎÍÅ×ÍÎ-ÐÀÇÍÎÑÒÍÛÕ ÑÕÅÌ ÍÀ ÐÀÂÍÎÌÅÐÍÎÉ ÑÅÒÊÅ ��

Ïîëó÷èì íåêîòîðûå ñëåäñòâèÿ, âûòåêàþùèå èç òåîðèè àëãåáðû êîìïëåêñíûõ

÷èñåë, îòíîñÿùèåñÿ ê ìíîãî÷ëåíàì ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïî

ñóùåñòâó, èìåííî ýòè ñëåäñòâèÿ îáócëîâèëè èñêëþ÷èòåëüíî áîëüøîå çíà÷åíèå

îñíîâíîé òåîðåìû, ðàññìîòðåííîé äàëåå.

Ïóñòü ìíîãî÷ëåí ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè �( )q a ql
l� 	

	 	 	 	�
�a q a q al

l
1

1
1 0� èìååò êîìïëåêñíûé êîðåíü �, ò. å. a al

l
l

l� �	 	�
�

1
1

�

�	 	 �a a1 0 0� .

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî íå íàðóøèòñÿ, åñëè â íåì âñå ÷èñëà çàìåíèòü ñîïðÿ-

æåííûìè. Íî âñå êîýôôèöèåíòû ai , i l� 0 1, , ,� , à òàêæå ÷èñëî 0, íàõîäÿùååñÿ

â ìíîãî÷ëåíå �( )q ñïðàâà, áóäó÷è äåéñòâèòåëüíûìè, îñòàíóòñÿ ïðè ïðîâåäåííîé

çàìåíå áåç èçìåíåíèÿ. Ïîýòîìó ïðèéäåì ê ðàâåíñòâó � � � �( ) � 	 	�
�a al

l
l

l
1

1
�

�	 	 �a a1 0 0� .

Òàêèì îáðàçîì, ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 6. Åñëè êîìïëåêñíîå ÷èñëî � ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà

�( )q ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, òî êîðíåì äëÿ �( )q áóäåò è ñïðÿæåí-

íîå ÷èñëî �.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîãî÷ëåí �( )q äåëèòñÿ íà êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí

� � � � � ��( ) ( )( ) ( )q q q q q� � � � � 	 	2 , êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî, êàê èçâåñòíî

èç òåîðèè àëãåáðû êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, äåéñòâèòåëüíû.

Äîêàæåì, ÷òî êîðíè � è � èìåþò â ìíîãî÷ëåíå �( )q îäèíàêîâóþ êðàòíîñòü.

Îò ïðîòèâíîãî, ïóñòü â ìíîãî÷ëåíå �( )q êîðíè èìåþò ñîîòâåòñòâåííî êðàò-

íîñòè k1 è k2 è ïóñòü, íàïðèìåð, k k1 2� . Òîãäà �( )q äåëèòñÿ íà k2-þ ñòåïåíü

ìíîãî÷ëåíà �( )q , � � 	( ) ( ) ( )q q q
k� 2 .

Ìíîãî÷ëåí 	( )q êàê ÷àñòíîå äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôè-
öèåíòàìè òàêæå èìååò äåéñòâèòåëüíûå êîýôôèöèåíòû, íî â ïðîòèâîðå÷èå ñ äî-
êàçàííûì ðàíåå ÷èñëî � åñòü åãî ( )k k1 2� -êðàòíûé êîðåíü, òîãäà êàê ÷èñëî � íå
ÿâëÿåòñÿ äëÿ íåãî êîðíåì. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî k k1 2� . Òàêèì îáðàçîì, ïðèõî-
äèì ê õîðîøî èçâåñòíîìó èç êóðñà àëãåáðû ôàêòó, ÷òî êîìïëåêñíûå êîðíè âñÿ-
êîãî ìíîãî÷ëåíà ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè ïîïàðíî ñîïðÿæåíû.
Îòñþäà è èç äîêàçàííîé åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèé âèäà (15) âûòåêàåò ñëåäóþ-
ùèé îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò.

Ñëåäñòâèå îñíîâíîé òåîðåìû àëãåáðû. Âñÿêèé ìíîãî÷ëåí �a q( ) ñ äåé-

ñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè ïðåäñòàâèì, ïðè÷åì åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì
(ñ òî÷íîñòüþ äî ïîðÿäêà ìíîæèòåëåé), â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ñâîåãî ñòàðøåãî êî-
ýôôèöèåíòà al è íåñêîëüêèõ ëèíåéíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôè-
öèåíòàìè q ��, ñîîòâåòñòâóþùèõ åãî äåéñòâèòåëüíûì êîðíÿì, è êâàäðàòíûõ
ìíîãî÷ëåíîâ (18), ñîîòâåòñòâóþùèõ ïàðàì ñîïðÿæåííûõ êîìïëåêñíûõ êîðíåé.

Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ïîçâîëÿåò óòâåðæäàòü ñëåäóþùåå.

Òåîðåìà 4. Äëÿ ñèëüíî óñòîé÷èâîé îäíîðîäíîé ëèíåéíîé l-øàãîâîé êîíå÷-

íî-ðàçíîñòíîé ñõåìû (5) ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè ai è bi ( , )i l� 0 ,

ïîä÷èíÿþùèìèñÿ óñëîâèÿì íîðìèðîâàíèÿ (6) è (8), õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí
�a q( ) èìååò èñêëþ÷èòåëüíî äåéñòâèòåëüíûå êîðíè, óäîâëåòâîðÿþùèå ñèëüíîìó
êîðíåâîìó êðèòåðèþ (çà èñêëþ÷åíèåì îäíîãî ïðîñòîãî êîðíÿ q0 1� åãî îñòàëü-

íûå êîðíè qi ( , )i l�1 íàõîäÿòñÿ âíóòðè îòêðûòîãî åäèíè÷íîãî îòðåçêà), è îïðåäå-

ëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì:

�a
i

i

l

q q q( ) ( ) ( )� � � �
�
�1 2 1 0

1

. (18)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì âíà÷àëå ìíîãî÷ëåí (18) ñ òàêèìè êîýôôèöèåí-

òàìè ai ( , )i l�1 , ÷òî âñå êîðíè qi ìíîãî÷ëåíà

�a i
i

i

l

q a q( ) � �
�



1

0

ëåæàò âíóòðè îòêðûòîãî åäèíè÷íîãî îòðåçêà. Äàëåå ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí

(15), êîòîðûé èìååò òîëüêî ïðîñòîé êîðåíü q0 â åäèíèöå, è çàäàäèì ñâÿçü

ìåæäó êîýôôèöèåíòàìè ai è ai ( , )i l�1 ðàâåíñòâîì

� �a aq q q q( ) ( ) ( )� � 0 . (19)

Êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà �a q( ) âûðàçèì ÷åðåç åãî êîðíè ñ ïîìîùüþ ôîð-

ìóë Âüåòà:

a i
0

11� � �( ) ,

a i
l1

2
1 21� � 	 	 	�( ) ( )� � �� ,

��������������� (20)

al l l l l� �� 	 	 	1 1 2 1 2 2 2 3� � � � � � � � � �� � � � ,

al l� � � �1 2� .
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Òîãäà êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà �a q( ) ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà (19) ïðèìóò âèä

a l
0 1� �( ) ,

a l
l1

1
1 21 1� � 	 	 	 	�( ) ( )� � �� ,

a l
l l l2

2
1 2 1 2 1 3 11� � 	 	 	 	 	 	 	�

�( ) ( )� � � � � � � � �� � ,

�������������������������� (21)

al l l l l l� � �� � 	 	 	 	1 1 2 1 2 1 1 2 2 2 3( )� � � � � � � � � � � � �� � � � � ,

al l� � � �1 2 � .

Ðàçëîæèì â ðÿä Òåéëîðà ôóíêöèþ y t( ) â òî÷êàõ l l, , ,�2 0� ïî çíà÷åíèþ åå

â òî÷êå l�1

y y f
f

t k
n l n l n l

n l

k k

	 	 � 	 �
	 �

� 	 	
�

�

�

�


�

�
� 	 	

�
1 1

2

11 2

� � �

! ! !
�

�

�
	 ��

�

�




�

�

�
�

1

1
1

f

t k
n l

,

y y f
f

t
n l n l n l

n l
	 � 	 � 	 �

	 �

� � 	
�

�

�

�


�

�
� 	2 1 1

2

11 2

� �

! !
�

�	 �
�

�

�

�




�

�

�
�

�

�
	 �

( )
!

1
1

1
1

k
k k

k
n l

k

f

t

�
, (22)

y y f
f

t
n l n l n l

n l
	 � 	 � 	 �

	 �

� � 	
�

�

�

�


�

�
� 	 	 �3 1 1

2

1

2
1

4
2

� �

! !
(� 1 2

1

1
1

)
!

k k
k k

k
n l

k

f

t

� �

�

�

�




�

�

�
�

�

�
	 �

,

…......................………………………………………………………………

y y l f l
f

t
n n l n l

n l

� � � 	 �
�

�

�

�


�

�
�	 � 	 �

	 �
1 1

2
2

1

1
1

1
2

( )
!

( )
!

� �
	�

�	 � �
�

�

�

�




�

�

�
�

�

�
	 �

( ) ( )
!

1 1
1

1
1

k k
k k

k
n l

l
k

f

t

�
.

Óìíîæàÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ëåâûå è ïðàâûå ÷àñòè ïåðâîãî ðàâåíñòâà (22) íà

êîýôôèöèåíò al , îïðåäåëÿåìûé ñèñòåìîé (21), âòîðîãî ðàâåíñòâà — íà êîýôôè-

öèåíò al�2 , òðåüåãî ðàâåíñòâà — íà al�3 è ò.ä., è ñêëàäûâàÿ çàòåì ïî÷ëåííî ïî-

ëó÷åííûå âûðàæåíèÿ, ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

a y
c

i

f

t
i n i

i

l
i

i

k i

i
n l

	
� �

�

	 �


 
�
	

�

�

�

�




�

�

�
�

0 1

1

1
1

�
( )!

, (23)

ãäå

c a a a al l l l1 2 3 42 3� � � � �� � � � ,

c a a a al l l l2 2 3 44 9� 	 	 	 	� � � � ,

c a a a al l l l3 2 3 48 27� � � � �� � � � ,

c a a a al l l l4 2 3 416 81� 	 	 	 	� � � � ,

…………………………………………

c a a a al l
l

l
l

l
l

l� 	 � 	 	 	� � �( ) ( )1 2 32 3 4 � .
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Åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíû-

ìè íåïðåðûâíà è îãðàíè÷åíà âìåñòå ñî ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè n-ãî ïîðÿäêà, òî

àïïðîêñèìàöèÿ (23) îáóñëîâèò âûñîêóþ òî÷íîñòü âñëåäñòâèå ìàëîãî êîýôôèöè-

åíòà â îñòàòî÷íîì ÷ëåíå è ïðè óìåíüøåíèè øàãà �. Åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü íå èìååò

óêàçàííûõ ïðîèçâîäíûõ, òî ïðåäåëüíûé ïîðÿäîê òî÷íîñòè ýòîé ñõåìû íåëüçÿ ðå-

àëèçîâàòü. Òîãäà, êàê ïðàâèëî, èñïîëüçóþòñÿ ñõåìû ìåíüøåãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè,

ðàâíîãî ïîðÿäêó ñóùåñòâóþùèõ ïðîèçâîäíûõ.

Îïóñêàÿ èç ðàññìîòðåíèÿ ïðîñòåéøèå äâóõøàãîâûå ñõåìû ïåðâîãî è âòîðî-

ãî ïîðÿäêîâ, êàê äîñòàòî÷íî ãëóáîêî òåîðåòè÷åñêè èññëåäîâàííûå, ïîñòðîèì ñå-

ìåéñòâî ñõåì òðåòüåãî (â ñëó÷àå ÿâíîé ñõåìû) è ÷åòâåðòîãî (â ñëó÷àå íåÿâíîé

ñõåìû) ïîðÿäêîâ òî÷íîñòè è íà åãî ïðèìåðå ïðîàíàëèçèðóåì îñíîâíûå èäåè ìå-

òîäà. Â êà÷åñòâå èñõîäíîãî âûðàæåíèÿ äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà

�a q( ) âûáåðåì êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí

�a q q a q a q a q( ) ( )( ) ( )� � � � � 	 	1 1 1 11 1
2

1 , (24)

îäíèì èç êîðíåé êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü q0 1� . Ñîãëàñíî ñëå-

äñòâèþ îñíîâíîé òåîðåìû àëãåáðû âòîðîé êîðåíü (24) áóäåò òàêæå äåéñòâèòåëüíûì.

Êîýôôèöèåíò a1 çàäàäèì òàê, ÷òîáû õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí (24)

ñîîòâåòñòâîâàë ëèíåéíîé ïðîöåäóðå (5), àïïðîêñèìèðóþùåé óðàâíåíèå

� � � �y t f t y/ ( , ) 0. Â êà÷åñòâå èñõîäíîãî âûðàæåíèÿ èñïîëüçóåì ðàâåíñòâî (23)

ïðè l � 2

a y a y yn l n l n l1 1 1 21	 	 � 	 �� 	 	 �( )

� � 	 	
�

�

�

�


�

�
� 	 �	 �

	 �

( )
!

( )
!

( )a f a
f

t
an l

n l
1 1 1

2

1
11

1
1

2
1

� � �3 2

2
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3!
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�

�
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�
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f

t
n l
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�
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( )
!

a
f

t
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1

4 3

3
1

1
4

�
� (25)

è äîïîëíèì åãî ðÿäîì Òåéëîðà äëÿ ôóêöèè f â ñëåäóþùåì âèäå:

0 2
2

3
3

2 1

2

1

3 2

� � 	 �
�

�

�

�
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�
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�

�
	 � 	 �

	 �

� �
� �

f f
f

t

f

t
n l n l

n l! ! 2
1

�

�




�

�

�
�

�

	 �n l

�
�

�

�

�




�

�

�
�

	

	 �

4
4
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1

�

!

f

t
n l

� (26)

Óìíîæèì (26) íà ìíîæèòåëü ( ) /a1 1 2	 è ïðèáàâèì ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå

ê (25). Îòìåòèì, ÷òî ïåðâûå äâà ÷ëåíà â ïðàâîé ÷àñòè ðÿäà (26) ñîäåðæàò êîýô-

ôèöèåíòû ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè çíàêàìè, ðàâíûå ïî ìîäóëþ �. Ïîýòîìó èõ àë-

ãåáðàè÷åñêàÿ ñóììà, óìíîæåííàÿ íà îäèíàêîâûé ìíîæèòåëü ( ) /a1 1 2	 , ðàâíà

íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (8) íåîáõîäèìî êîýôôèöèåíò

a1 1� ïðè f n l	 �1 ïðèðàâíÿòü åäèíèöå, ò.å. ïîëîæèòü a1 2� . Ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå

a1 ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåé ôîðìóëå äëÿ ÿâíîé ðàçíîñòíîé ñõåìû:

y y y y f fn l n l n l n l n l n l	 	 � 	 � 	 � 	 � 	 �� 	 � 	 �
�

��
1 1 2 1 2

1

2 2
5 3

�
( )

�

��
	O( )�3 . (27)

Ïðè a1 2� êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ñõåìû (27) ÿâëÿþòñÿ

äåéñòâèòåëüíûìè è ðàçëè÷íûìè è ïîä÷èíÿþòñÿ çàâèñèìîñòÿì q0 1� è 0 11� �q .

Ñëåäîâàòåëüíî, â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì 5 îäíîðîäíàÿ ñõåìà (27) ÿâëÿåòñÿ

ñèëüíî óñòîé÷èâîé.
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Äëÿ ïîñòðîåíèÿ íåÿâíîé ñõåìû äîïîëíèì ñèñòåìó (25) è (26) ðÿäîì Òåéëîðà
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� (28)

Óìíîæèì (26) íà íåêîòîðûé ìíîæèòåëü A, à (28) — íà íåêîòîðûé ìíîæè-
òåëü B è ïðèáàâèì ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ ê (25). Îïðåäåëèì çíà÷åíèÿ ìíîæèòå-

ëåé A è B òàê, ÷òîáû êîýôôèöèåíòû ïðè ( / )� � 	 �f t n l 1 è ( / )� � 	 �
2 2

1f t n l îáðàùà-

ëèñü â íóëü. Îòñþäà ïîëó÷èì ñèñòåìó àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

2 2 11A B a� � � 	( ),

3 3 11A B a	 � � �( ). (29)

Ïîñêîëüêó, êàê è â (26), ïåðâûå äâà ÷ëåíà â ïðàâîé ÷àñòè (28) ñ ðàâíûìè êî-
ýôôèöèåíòàìè èìåþò ïðîòèâîïîëîæíûå çíàêè, äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (8) íå-
îáõîäèìî, ÷òîáû êîýôôèöèåíò a1 1� ïðè f n l	 �1 â ïðàâîé ÷àñòè (25) ðàâíÿëñÿ
åäèíèöå. Ýòîìó óñëîâèþ ïî-ïðåæíåìó óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâî a1 2� . Òîãäà èç
ðåøåíèÿ ñèñòåìû (29) ïîëó÷àåì A � �11 12/ , B � 7 12/ è ñëåäóþùóþ ôîðìóëó äëÿ
íåÿâíîé ðàçíîñòíîé ñõåìû:

y y y y f f fn l n l n l n l n l n l n	 	 � 	 � 	 � 	 	 �� 	 � 	 	 �1 1 2 1
1

2 12
11 8 7

�
( 	 �

�

��
�

��
	l O2

4) ( ).� (30)

Ïîñòðîèì äðóãîå ñåìåéñòâî êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ ñõåì ïðè l � 3. Õàðàêòåðèñ-

òè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí �a q( ) ïðåäñòàâì â âèäå êóáè÷åñêîãî ÷åòûðåõ÷ëåíà

�a q q a q a q( ) ( )( )( )� � � � �1 1 11 2

� � 	 	 	 	 	 �a a q a a a a q a a q1 2
3

1 2 1 2
2

1 21 1( ) ( ) , (31)

çàäàííûìè êîðíÿìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ äåéñòâèòåëüíûå ðàçëè÷íûå êîðíè

q0 1� , q a1 11 1 2� �/ / . Â ñîîòâåòñòâèè ñî ñëåäñòâèåì îñíîâíîé òåîðåìû

àëãåáðû òðåòèé êîðåíü (31) áóäåò òàêæå äåéñòâèòåëüíûì.

Ðàâåíñòâî (23) ïðè l � 3 è äîïîëíèòåëüíûå ðÿäû Òåéëîðà äëÿ ôóêöèè f ïðåä-

ñòàâèì â ñëåäóþùåì âèäå:

a a y a a a a y a a y yn l n l n l n l1 2 1 2 1 2 1 1 2 2 31	 	 � 	 � 	 �� 	 	 	 	 	 �( ) ( ) �
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!
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(32)

0 2
2

3
3

2 1

2

1

3 2

� � 	 �
�

�

�

�


�

�
� 	

�

�
	 � 	 �

	 �

� �
� �

f f
f

t

f

t
n l n l

n l! ! 2
1

�

�




�

�

�
�

�

	 �n l

�
�

�

�

�




�

�

�
�

	

	 �

4
4

4 3

3
1

�

!

f

t
n l

� , (33)
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Ñëîæèì (32) è ðàâåíñòâà (33) è (34), óìíîæåííûå ïðåäâàðèòåëüíî íà íåêî-

òîðûå êîýôôèöèåíòû A è B ñîîòâåòñòâåííî. Îïðåäåëèì çíà÷åíèÿ ìíîæèòåëåé A

è B òàê, ÷òîáû êîýôôèöèåíòû ïðè ( / )� � 	 �f t n l 1 è ( / )� � 	 �
2 2

1f t n l îáðàùàëèñü â

íóëü. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé

2 4 31 2 1 2A B a a a a	 � � 	 	 �( ) ,

3 12 71 2 1 2A B a a a a	 � � � � 	( ) . (35)

Îòìåòèì, ÷òî ïåðâûå äâà ÷ëåíà êàê â ïðàâîé ÷àñòè (33), òàê è â ïðàâîé ÷àñòè

(34) ïî-ïðåæíåìó ðàâíû è èìåþò ïðîòèâîïîëîæíûå çíàêè. Ïîýòîìó äëÿ âûïîë-

íåíèÿ óñëîâèÿ (8) íåáõîäèìî, ÷òîáû êîýôôèöèåíò ïðè f n l	 �1 â ïðàâîé ÷àñòè (32)

ðàâíÿëñÿ åäèíèöå, ò.å.

( )a a a a1 2 1 2 1 1� � 	 � . (36)

Ðàâåíñòâî (36) ñïðàâåäëèâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a a1 2 2� � , ÷òî è

òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. Ïðè ýòîì èç ðåøåíèÿ ñèñòåìû (35) ïîëó÷àåì A � 88 12/ ,

B � �29 12/ è ñëåäóþùóþ ôîðìóëó äëÿ ÿâíîé ðàçíîñòíîé ñõåìû:

y y y y yn l n l n l n l n l	 	 � 	 � 	 � 	 �� 	 � 	 	�
��

1 1 2 3
1

4
4 5

	 � 	
�

��
		 � 	 � 	 �

�
�

12
71 88 291 2 3

3( ) ( )f f f On l n l n l . (37)

Êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ñõåìû (37) ÿâëÿþòñÿ äåéñòâè-

òåëüíûìè è ðàçëè÷íûìè è ïîä÷èíÿþòñÿ çàâèñèìîñòÿì q0 1� , 0 11� �q è

0 12� �q . Ñëåäîâàòåëüíî, â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèì 5 îäíîðîäíàÿ ñõåìà (37)

ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî óñòîé÷èâîé.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ íåÿâíîé ñõåìû äîïîëíèì ñèñòåìó (32) ðÿäîì Òåéëîðà
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	� (38)

Óìíîæèì (38) íà íåêîòîðûé ìíîæèòåëü A. Ïðèáàâèì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò

ê ðàâåíñòâàì (32) è (35), óìíîæåííûì ïðåäâàðèòåëüíî íà B è C ñîîòâåòñòâåííî.

Îïðåäåëèì çíà÷åíèÿ ìíîæèòåëåé A, B è C òàê, ÷òîáû êîýôôèöèåíòû ïðè

( / )� � 	 �f t n l 1, ( / )� � 	 �
2 2

1f t n l è ( / )� � 	 �
3 3

1f t n l îáðàùàëèñü â íóëü. Ýòî äàñò

ñèñòåìó óðàâíåíèé

2 2 4 31 2 1 2A B C a a a a� � � � 	 	 �( ) ,

3 3 12 71 2 1 2A B C a a a a	 	 � � � � 	( ) , (39)

4 4 32 151 2 1 2A B C a a a a� � � � 	 	 �( ) .
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Îòìåòèì, ÷òî ïåðâûå äâà ÷ëåíà â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ðÿäîâ (32)–(34) èìåþò ïðî-

òèâîïîëîæíûå çíàêè, ïîýòîìó àëãåáðàè÷åñêàÿ ñóììà ðàâíûõ ïî ìîäóëþ êîýôôè-

öèåíòîâ, óìíîæåííûõ íà îäíî è òî æå ÷èñëî, â êàæäîì èç ýòèõ ðÿäîâ ðàâíà

íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (8) íåáõîäèìî, ÷òîáû åäèíñòâåí-

íûé íå ðàâíûé íóëþ êîýôôèöèåíò ( )a a a a1 2 1 2 1� � 	 ïðè f n l	 �1 â ïðàâîé ÷àñ-

òè (31) ðàâíÿëñÿ åäèíèöå, ò.å. ñíîâà ïðèõîäèì ê (36) è ðàâåíñòâó a a1 2 2� � . Ïðè

ýòîì èç ðåøåíèÿ ñèñòåìû (39) ïîëó÷àåì A � �41 24/ , B � 53 24/ , C � �17 24/

è ñëåäóþùóþ ôîðìóëó äëÿ íåÿâíîé ðàçíîñòíîé ñõåìû:

y y y y yn l n l n l n l n l	 	 � 	 � 	 � 	 �� 	 � 	 	1 1 2 3
1

4
4 5[

	 	 � 	 		 	 � 	 � 	 �
�

�
24

41 19 53 171 2 3
5( )] ( )f f f f On l n l n l n l . (40)

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî, ÷òî ñåìåéñòâî ñèëüíî óñòîé÷èâûõ ëèíåéíûõ l-øà-

ãîâûõ ñõåì (37) è (40) ïðè l � 3 íåçàâèñèìî îò ïîðÿäêà ëîêàëüíîé òî÷íîñòè p îá-

óñëîâëèâàåò õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí �a q( ) ñ îäíèìè è òåìè æå çíà÷åíèÿ-

ìè a1 è a2 , îïðåäåëÿåìûìè ðàâåíñòâîì (36). Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî ýòè çíà÷åíèÿ

a1 è a2 áóäóò íóëÿìè ìíîãî÷ëåíà �a q( ) ñèëüíî óñòîé÷èâîé l-øàãîâîé ñõåìû

ïðè äðóãîì çíà÷åíèè l.

Äëÿ ýòîãî ïîñòðîèì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí �a q( ) ÷åòâåðòîé

ñòåïåíè

�a q q a q a q a q( ) ( )( )( )( )� � � � � �1 1 1 11 2 3

� � 	 	 	 	a a a q a a a a a a a a a q1 2 3
4

1 2 1 3 2 3 1 2 3
3( )

	 	 	 	 	 	 � 	 	 	 	( ) ( )a a a a a a a a a q a a a q1 2 3 1 2 1 3 2 3
2

1 2 31 1, (41)

çàäàííûìè êîðíÿìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ äåéñòâèòåëüíûå ðàçëè÷íûå êîðíè

q0 1� , q a1 11 1 2� �/ / è q a2 21 1 2� �/ / . Â ñîîòâåòñòâèè ñî ñëåäñòâèåì îñíîâ-

íîé òåîðåìû àëãåáðû ÷åòâåðòûé êîðåíü (41) áóäåò òàêæå äåéñòâèòåëüíûì.

Êîýôôèöèåíò a3 âûáèðàåì òàê, ÷òîáû õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí (41)

ñîîòâåòñòâîâàë ëèíåéíîé ïðîöåäóðå (23), àïïðîêñèìèðóþùåé óðàâíåíèå

� � � �y t f t y/ ( , ) 0. Äëÿ ýòîãî óìíîæèì îáå ÷àñòè ïåðâîãî ðÿäà ñèñòåìû (22) íà

êîýôôèöèåíò ïðè q 4 â õàðàêòåðèñòè÷åñêîì ìíîãî÷ëåíå (41), îáå ÷àñòè âòîðîãî

ðÿäà — íà êîýôôèöèåíò ïðè q 2 â òîì æå ìíîãî÷ëåíå, îáå ÷àñòè òðåòüåãî ðÿäà —

íà êîýôôèöèåíò ïðè q â (41) è ýòè òðè ðÿäà ïðèáàâèì ê ÷åòâåðòîìó ðÿäó

ñèñòåìû (22). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

a a a y a a a a a a a a a yn l n l1 2 3 1 2 1 3 2 3 1 2 3 1	 	 �� 	 	 	 	( )

	 	 	 	 	 	 		 �( )a a a a a a a a a yn l1 2 1 3 2 3 1 2 3 2

	 	 	 	 � �	 � 	 �( )a a a y yn l n l1 2 3 3 41
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Äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (8) íåîáõîäèìî â ïðàâîé ÷àñòè (42) êîýôôèöèåíò

ïðè �f n l	 �1 ïðèðàâíÿòü åäèíèöå, ò.å. ïîëîæèòü a a a a a a a a a1 2 3 1 2 1 3 2 3� � � 	
	 	 	 � �a a a1 2 3 1 1. Ýòî ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

a a a1 2 3 2� � � , (43)

÷òî ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâîì ðàññìàòðèâàåìîé òåîðåìû, è îäíîðîäíàÿ ñõåìà

(42) ñèëüíî óñòîé÷èâàÿ.

Ïîâûñèì ïîðÿäîê ñõåìû (42), èñêëþ÷èâ ïðîèçâîäíûå ( / )� � 	 �f t n l 1,

( / )� � 	 �
2 2

1f t n l è ( / )� � 	 �
3 3

1f t n l , âõîäÿùèå â åå ïðàâóþ ÷àñòü, ñ ïîìîùüþ ðÿäîâ
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Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ÿâíóþ ñõåìó â âèäå

y y y y y yn l n l n l n l n l n l	 	 � 	 � 	 � 	 � 	 �� 	 � 	 � 	1 1 2 3 3
1

8
12 18 7[

	 � 	 � 		 � 	 � 	 � 	 �
�

�
24

325 617 415 991 2 3 4
5( )] (f f f f On l n l n l n l ) (44)

è íåÿâíóþ ñõåìó â âèäå

y y y y y yn l n l n l n l n l n l	 	 � 	 � 	 � 	 � 	 �� 	 � 	 � 	1 1 2 3 3
1

8
12 18 7

7
[

�

20
2321( f n l	 	

	 � 	 � 		 � 	 � 	 � 	 �466 4584 3166 6491 2 3 4
6f f f f On l n l n l n l )] ( )� . (45)
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Ïðîäîëæàÿ òàêèì æå îáðàçîì, óâåëè÷èâàÿ çíà÷åíèå l â íîðìèðîâàííîé ñõå-

ìå (23), ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ñ äåéñòâèòåëüíû-

ìè êîýôôèöèåíòàìè �a q( ) èìååò âèä (18), ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

ÑÅÌÅÉÑÒÂÎ ÑÈËÜÍÎ ÓÑÒÎÉ×ÈÂÛÕ ËÈÍÅÉÍÛÕ l-ØÀÃÎÂÛÕ
ÊÎÍÅ×ÍÎ-ÐÀÇÍÎÑÒÍÛÕ ÑÕÅÌ ÍÀ ÍÅÐÀÂÍÎÌÅÐÍÎÉ ÑÅÒÊÅ ��

Ïðåäïîëîæèì áåç ïîòåðè îáùíîñòè, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è (5) ðåàëèçóåòñÿ ÷èñ-

ëåííî íà íà÷àëüíîì ðàñ÷åòíîì øàãå ðàçíîñòíîé ñåòêè � � , ò.å. ïðè n � 0, ïî-

ñêîëüêó òåõíè÷åñêèå äåòàëè ìíîãèõ äîêàçàòåëüñòâ îêàçûâàþòñÿ ïðè ýòîì çíà-

÷èòåëüíî ïðîùå ââèäó òîãî, ÷òî çàâèñèìîñòü ôóíêöèé â (5) îò n èñ÷åçàåò, à

çàâèñèìîñòü îò l ñòàíîâèòñÿ òðèâèàëüíîé

a y b fi i

i

l

l i i

i

l

� �

 
� �

0 0

0� . (46)

Òåîðåìà 5. Äëÿ êàæäîé ñèëüíî óñòîé÷èâîé îäíîðîäíîé ëèíåéíîé ìíîãîøà-

ãîâîé îäíîñòàäèéíîé êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé ñõåìû (5) ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôè-

öèåíòàìè ai è bi ( , )i l� 0 , ïîä÷èíÿþùèìèñÿ óñëîâèþ íîðìèðîâàíèÿ (6) è (8), õà-

ðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí �a q( ) èìååò èñêëþ÷èòåëüíî äåéñòâèòåëüíûå êîð-

íè, óäîâëåòâîðÿþùèå ñèëüíîìó êîðíåâîìó êðèòåðèþ, ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì è

îïðåäåëÿåòñÿ â âèäå

�a i
i

i

l

q q q s q( ) ( ) ( )� � �
�
�0

1

1 ,
(47)

ãäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë si ( , )i l�1 èìååò ñëåäóþùèå

ñâîéñòâà:

— ÿâëÿåòñÿ îáùåé äëÿ ëèíåéíûõ ( )l k� - è ( )l k� 	1 -øàãîâûõ ïðîöåäóð (5)

íà çàäàííîé ñåòêå � � ïðè i k� 0, ;

— çíà÷åíèÿ åå êîìïîíåíò íà íåðàâíîìåðíîé ñåòêå � � çàâèñÿò èñêëþ÷èòåëü-

íî îò ñîîòíîøåíèÿ øàãîâ ñåòêè è íàõîäÿòñÿ â èíòåðâàëå 1 2� �si ( , )i l�1 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåíèì ðÿäû Òåéëîðà (22) ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè y t( ) íà

ðàâíîìåðíîé ñåòêå �� â òî÷êàõ l l, , ,�2 0� ïî åå çíà÷åíèþ â òî÷êå l�1 ðÿäàìè

Òåéëîðà íà íåðàâíîìåðíîé ñåòêå � �

y y f
f

t p

f

t
l l

l
l

l

l

l
p p

� 	 	
�

�

�

�


�
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t
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p
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�

�

�

� � 	
�

�

�

�


�

�
� 	 	 �2 1

1
1

1
2

11 2
1

� � �

! !
( )�

l
p p

p
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p
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t

�
�

�
�

�

�

�

�




�

�

�
�

1
1

1
1

!
, (48)

y y f
f

t
l l

l l
l

l l
� �

� �
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Óìíîæàÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ëåâûå è ïðàâûå ÷àñòè ïåðâîãî ðàâåíñòâà (48) íà

êîýôôèöèåíò al , îïðåäåëÿåìûé ñèñòåìîé (21), âòîðîãî ðàâåíñòâà — íà êîýôôè-

öèåíò al�2 , òðåüåãî ðàâåíñòâà — íà al�3 è ò.ä., è ñêëàäûâàÿ çàòåì ïî÷ëåííî ïî-

ëó÷åííûå âûðàæåíèÿ, ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

a y
c

i

f

t
i i

i

l
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, (49)
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Ïðåíåáðåãàÿ â ïðàâîé ÷àñòè (49) âñåìè ñëàãàåìûìè, ñîäåðæàùèìè ïðîèç-

âîäíûå îò ôóíêöèè f t( ), ïîëó÷àåì ñõåìó ïîðÿäêà p �1

a y c f Oi i

i

l

l l

�
�
 � 	

0

0 1
2� �( ) , (51)

ãäå � ��
�
max

,i l
i

0

— ìàêñèìàëüíûé øàã ñåòêè � � .

Äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (8) íåîáõîäèìî êîýôôèöèåíò c0 ïðè f l�1 ïðèðàâ-

íÿòü åäèíèöå, ò.å. ïîëîæèòü

a a a al
l

l
l

l l

l
l

l l l
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l� 	
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1� � . (52)
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Ïîâûñèòü ïîðÿäîê ëîêàëüíîé òî÷íîñòè ÿâíîé l-øàãîâîé ñõåìû (51) ìîæíî,

äîïîëíèâ (49) ðÿäàìè Òåéëîðà îòíîñèòåëüíî ôóêöèè f l�1
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è èñêëþ÷èâ èç ñèñòåìû óðàâíåíèé (49) è (53) ïðîèçâîäíûå îò ôóíêöèè f ïî-

ðÿäêà k p� ( , )1 .

Îòìåòèì, ÷òî ïåðâûå äâà ÷ëåíà â ïðàâûõ ÷àñòÿõ êàæäîãî ðÿäà (53) èìåþò

êîýôôèöèåíòû ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè çíàêàìè, ðàâíûå ïî ìîäóëþ åäèíèöå. Ïîý-

òîìó â ïðîöåññå èñêëþ÷åíèÿ èç ñèñòåìû óðàâíåíèé (49), (53) ïðîèçâîäíûõ îò

ôóíêöèè f k-ãî ïîðÿäêà àëãåáðàè÷åñêàÿ ñóììà êîýôôèöèåíòîâ ïðè ôóíêöèè f

â (53), óìíîæåííûõ íà ïðîèçâîëüíûé îäèíàêîâûé ìíîæèòåëü, áóäåò ðàâíà íóëþ

è, ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (8) îáåñïå÷èò ðàâåíñòâî (52).

Ðàâåíñòâî (52) ñîäåðæèò l	1 íåèçâåñòíûõ ai ( , )i l� 0 . Íà ïåðâûé âçãëÿä çàäà-

÷à íå èìååò ðåøåíèÿ, òàê êàê äëÿ îïðåäåëåíèÿ l	1 íåèçâåñòíûõ ñóùåñòâóåò ëèøü

îäíî óðàâíåíèå. Îäíàêî ýòî íå òàê. Äîêàçàòü íàëè÷èå åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ

ìîæíî, ïðèìåíÿÿ ìåòîä èíäóêöèè. Äîêàçàòåëüñòâî íà÷íåì ñ l-øàãîâîé ñõåìû

ïðè l � 2. Â êà÷åñòâå èñõîäíîãî âûðàæåíèÿ äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà

�a q( ) (7) âûáåðåì êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí

�a q q a q a q a q( ) ( )( ) ( )� � � � � 	 	1 1 1 11 1
2

1 , (54)

îäíèì èç êîðíåé êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü q0 1� . Â ñîîòâåòñòâèè

ñî ñëåäñòâèåì îñíîâíîé òåîðåìû àëãåáðû âòîðîé êîðåíü (54) áóäåò òàêæå äå-

éñòâèòåëüíûì.

Êîýôôèöèåíò a1 çàäàäèì òàê, ÷òîáû õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí (54) ñî-

îòâåòñòâîâàë ëèíåéíîé ïðîöåäóðå (46), àïïðîêñèìèðóþùåé óðàâíåíèå

� � � �y t f t y/ ( , ) 0. Äëÿ ýòîãî óìíîæèì îáå ÷àñòè ïåðâîãî ðÿäà (48) íà a1 è

ïðèáàâèì êî âòîðîìó ðÿäó (48). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì
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Ïðåíåáðåãàÿ â ïðàâîé ÷àñòè (55) âñåìè ñëàãàåìûìè, ñîäåðæàùèìè ïðîèç-

âîäíûå îò ôóíêöèè f t( ) , ïîëó÷àåì ñõåìó ïîðÿäêà p �1

a y a y y a f Ol l l
l

l
l l1 1 1 2 1

1
1

21� 	 	 � �
�

�


�

�
�� 	� �

�
�( ) ( )

�

�
� � . (56)

Äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (8) íåîáõîäèìî êîýôôèöèåíò ïðè � l lf �1 ïðèðàâ-

íÿòü åäèíèöå, ò.å. ïîëîæèòü a l l1 1 1� ��� �/ . Îòêóäà a l l1 11 1� 	 � 	�� � �/ .

Äëÿ � l� �1 0, � l � 0 è ïðè âñåõ � ïîëó÷àåì 1 21� �a , ñëåäîâàòåëüíî, õàðàêòå-

ðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ñåìåéñòâà òðåõòî÷å÷íûõ ñõåì (55) èìååò äâà ðàçëè÷-

íûõ äåéñòâèòåëüíûõ êîðíÿ: q0 1� è 0 11� �q . Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèì 5

ñåìåéñòâî îäíîðîäíûõ ñõåì (55) ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî óñòîé÷èâûì.

Ïîâûñèòü ïîðÿäîê ëîêàëüíîé òî÷íîñòè ÿâíîé l-øàãîâîé ñõåìû ïðè l � 2

ìîæíî, äîïîëíèâ óðàâíåíèå (55) âòîðûì ðÿäîì Òåéëîðà èç (53) è èñêëþ÷èâ ïåð-

âóþ ïðîèçâîäíóþ ( / )� � �f t l 1 â ýòèõ óðàâíåíèÿõ. Óìíîæèì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñ-

òè âòîðîãî ðÿäà Òåéëîðà èç (53) íà ìíîæèòåëü
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Ïîñêîëüêó â ïåðâîì ñëàãàåìîì ïðàâîé ÷àñòè ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ ôóíê-

öèè f l�1 è f l�2 â êðóãëûõ ñêîáêàõ èìåþò ïðîòèâîïîëîæíûå çíàêè, àëãåáðàè÷åñ-

êàÿ ñóììà èõ ìíîæèòåëåé
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ðàâíà íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (18) íåáõîäèìî, ÷òîáû

êîýôôèöèåíò a l l1 1� �� �/ ïðè f l�1 âî âòîðîì ñëàãàåìîì ïðàâîé ÷àñòè (57)

òîæäåñòâåííî ðàâíÿëñÿ åäèíèöå. Ýòîìó óñëîâèþ óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâî (55),

÷òî è óòâåðæäàåòñÿ â òåîðåìå. Ïîäñòàâèâ çíà÷åíèå a1 (55) â (57), ïîëó÷èì

îêîí÷àòåëüíóþ ôîðìóëó äëÿ ÿâíîé ðàçíîñòíîé ñõåìû ïîðÿäêà p � 2.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ l-øàãîâîé íåÿâíîé ñõåìû ïðè l � 2 òðåòüåãî ïîðÿäêà äîïîë-

íèì óðàâíåíèå (55) ïåðâûì è âòîðûì ðÿäàìè Òåéëîðà äëÿ ôóêöèè f èç (53).

Óìíîæèì ïåðâûé ðÿä íà íåîïðåäåëåííûé ïîêà ìíîæèòåëü A, âòîðîé ðÿä — íà

íåîïðåäåëåííûé ìíîæèòåëü B è ïðèáàâèì ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ ê (55). Îïðå-
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äåëèì çíà÷åíèÿ ìíîæèòåëåé A è B òàê, ÷òîáû ñóììû êîýôôèöèåíòîâ ïðè

( / )� � �f t l 1 è ( / )� � �
2 2

1f t l îáðàùàëèñü â íóëü. Îòñþäà ïîëó÷èì ñèñòåìó

àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé
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Ïðåæäå ÷åì äåìîíñòðèðîâàòü ðåçóëüòàò ñëîæåíèÿ óðàâíåíèÿ (55) è äâóõ

ïåðâûõ ðÿäîâ (53), ïðåäâàðèòåëüíî óìíîæåííûõ íà ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ A è B

ñîîòâåòñòâåííî, îòìåòèì, ÷òî ïåðâûå äâà ÷ëåíà â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ýòèõ ðÿäîâ

ñ ðàâíûìè êîýôôèöèåíòàìè èìåþò ïðîòèâîïîëîæíûå çíàêè, ïîýòîìó àëãåáðàè-

÷åñêàÿ ñóììà ðàâíûõ ïî ìîäóëþ êîýôôèöèåíòîâ, óìíîæåííûõ íà îäíî è òî æå

÷èñëî, â êàæäîì èç ýòèõ ðÿäîâ ðàâíà íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âûïîëíåíèÿ

óñëîâèÿ (8) íåáõîäèìî ÷òîáû åäèíñòâåííûé íå ðàâíûé íóëþ êîýôôèöèåíò

a l l1 1� �� �/ ïðè f l�1 â ïðàâîé ÷àñòè (55) òîæäåñòâåííî ðàâíÿëñÿ åäèíèöå, ÷òî

ñîãëàñóåòñÿ ñ (55) è óòâåðæäàåòñÿ â òåîðåìå.

Êîìáèíèðóÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé, ñîñòîÿùóþ èç óðàâíåíèÿ (55) è äâóõ ïåð-

âûõ ðÿäîâ (53) ñ ó÷åòîì íàéäåííûõ çíà÷åíèé íåèçâåñòíûõ A è B, ïîëó÷àåì ñëå-

äóþùóþ ôîðìóëó äëÿ ñèëüíî óñòîé÷èâîé íåÿâíîé ðàçíîñòíîé ñõåìû ïîðÿäêà

p � 3:

a y a y yl l l1 1 1 21� 	 	 �� �( )

� � 	 �
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�
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�
� � 	�

� �Af a A B f Bf Ol
l

l
l l l1

1
1 2

4�

�
� �( ) . (59)

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî, ÷òî ñåìåéñòâî ñèëüíî óñòîé÷èâûõ ëèíåéíûõ l-øà-
ãîâûõ ñõåì (55) ïðè l � 2 íåçàâèñèìî îò ïîðÿäêà ëîêàëüíîé òî÷íîñòè p îáóñëîâ-
ëèâàåò õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí (54) ñ îäíèì è òåì æå çíà÷åíèåì a1, îïðå-
äåëÿåìûì ðàâåíñòâîì (55). Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî êîðíè ìíîãî÷ëåíà �a q( ) (47)
ñèëüíî óñòîé÷èâîé îäíîðîäíîé l-øàãîâîé ñõåìû îñòàíóòñÿ äåéñòâèòåëüíûìè è
ïðè äðóãîì çíà÷åíèè l.

Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ ñõåì ïðè l � 3. Õàðàê-
òåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí (47) ïîñòðîèì ñ çàäàííûìè çíà÷åíèÿìè äåéñòâèòåëü-
íûõ è ðàçëè÷íûõ êîðíåé q0 1� è q a l l1 1 11 1� � 	 �/ /� �

�a q q a q a q( ) ( )( )( )� � � � �1 1 11 2

� � 	 	 	 	 	 � � � 	 �a a q a a a a q a a q q q q1 2
3

1 2 1 2
2

1 2 1
3

2
2

31 1( ) ( ) � � � 1, (60)

ãäå ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ: �1 1 2� a a , � 2 1 2 1 2� 	 	a a a a , � 3 1 21� 	 	a a .
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Â ñîîòâåòñòâèè ñî ñëåäñòâèåì îñíîâíîé òåîðåìû àëãåáðû òðåòèé êîðåíü (60)

áóäåò òàêæå äåéñòâèòåëüíûì. Êîýôôèöèåíò a2 âûáåðåì òàê, ÷òîáû õàðàêòåðèñ-

òè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí (60) ñîîòâåòñòâîâàë ëèíåéíîé ïðîöåäóðå (15), àïïðîêñèìè-

ðóþùåé óðàâíåíèå � � � �y t f t y/ ( , ) 0. Äëÿ ýòîãî óìíîæèì îáå ÷àñòè ïåðâîãî ðÿäà

ñèñòåìû (48) íà êîýôôèöèåíò ïðè q 3 â õàðàêòåðèñòè÷åñêîì ìíîãî÷ëåíå (60), îáå

÷àñòè âòîðîãî ðÿäà — íà êîýôôèöèåíò ïðè q â òîì æå ìíîãî÷ëåíå è ýòè äâà ðÿäà

ïðèáàâèì ê òðåòüåìó ðÿäó ñèñòåìû (48). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì
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ãäå

s l

l
1

1� ��

�
, s l l

l
1 2

1 2
, �

	� �� �

�
.

Èç ýòîãî ñåìåéñòâà ñõåì ðàññìîòðèì âíà÷àëå ÿâíûå ñõåìû. Ïðåíåáðåãàÿ

â ïðàâîé ÷àñòè (61) âñåìè ñëàãàåìûìè, ñîäåðæàùèìè ïðîèçâîäíûå îò ôóíêöèè

f t( ), ïîëó÷àåì ñõåìó ïîðÿäêà p �1

� � � � � � �1 2 1 3 2 3 1 3 1 1 2 1
2y y y y s s f Ol l l l l l� 	 � � � 	 	� � � �( ) ( ), . (62)

Äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (8) íåîáõîäèìî êîýôôèöèåíò ïðè � l lf �1 ïðèðàâ-

íÿòü åäèíèöå, ò.å. ïîëîæèòü

a a a a l

l

l l

l
1 2 1 2

1 2 11 1� 	 	 	
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�
. (63)

Ïðè a l l1 11� 	 �� �/ èç (63) ñëåäóåò

a a l
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l
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. (64)

Îòêóäà, èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèå îòíîøåíèÿ øàãîâ, èìååì

a l

l

l

l

l l

l l
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1 1 1 1� 	 	
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�
��� � 	 	� � � �
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�

�

�

� �

� �
� �( ) � � 	� �2 1 ,

ò.å. äëÿ âñåõ � èìååì 1 22� �a . Òàêèì îáðàçîì, êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî

óðàâíåíèÿ äëÿ ñåìåéñòâà ñõåì (61) ÿâëÿþòñÿ äåéñòâèòåëüíûìè è ðàçëè÷íûìè

è ïîä÷èíÿþòñÿ çàâèñèìîñòÿì q0 1� , 0 11� �q è 0 12� �q . Ñëåäîâàòåëüíî, â ñî-

îòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèì 5 ñåìåéñòâî ÷åòûðåõòî÷å÷íûõ îäíîðîäíûõ ñõåì

(61) ñèëüíî óñòîé÷èâîå.

Ïîâûñèòü ïîðÿäîê ëîêàëüíîé òî÷íîñòè ÿâíîé l-øàãîâîé ñõåìû ïðè l � 3

ìîæíî, äîïîëíèâ (61) âòîðûì ðÿäîì Òåéëîðà äëÿ ôóêöèè f èç (53). Èñêëþ÷èì

ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ ( / )� � �f t l 1 â ýòèõ óðàâíåíèÿõ, óìíîæèâ ëåâóþ è ïðàâóþ

÷àñòè âòîðîãî ðÿäà (53) íà ìíîæèòåëü
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è ïðèáàâèâ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ê (61). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ

ôîðìóëó äëÿ ÿâíîé ðàçíîñòíîé ñõåìû ïîðÿäêà p � 2
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Ïîñòðîèì ÿâíóþ ñèëüíî óñòîé÷èâóþ îäíîðîäíóþ l-øàãîâîþ ñõåìó ïðè l � 3

òðåòüåãî ëîêàëüíîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè, äîïîëíèâ óðàíåíèå (61) âòîðûì è òðåòüèì

ðÿäàìè Òåéëîðà äëÿ ôóêöèè f èç (53). Óìíîæèì âòîðîé ðÿä èç (53) íà íåîïðåäå-

ëåííûé ïîêà ìíîæèòåëü A, òðåòèé ðÿä — íà íåîïðåäåëåííûé ìíîæèòåëü B è

ïðèáàâèì ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ ê óðàâíåíèþ (61). Îïðåäåëèì çíà÷åíèÿ ìíî-

æèòåëåé A è B òàê, ÷òîáû ñóììû êîýôôèöèåíòîâ ïðè ( / )� � �f t l 1 è ( / )� � �
2 2

1f t l

îáðàòèëèñü â íóëü. Îòñþäà ïîëó÷àåì ñèñòåìó àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé
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Ñèñòåìà óðàâíåíèé, ñîñòîÿùàÿ èç óðàâíåíèÿ (61), âòîðîãî è òðåòüåãî ðÿäîâ

èç (53) ñ ó÷åòîì íàéäåííûõ çíà÷åíèé íåèçâåñòíûõ A è B è ðàâåíñòâ (60), (47), ïî-

çâîëÿåò ïîëó÷èòü ñëåäóþùóþ ôîðìóëó äëÿ îäíîðîäíîé ñèëüíî óñòîé÷èâîé ÿâ-

íîé ðàçíîñòíîé ñõåìû ïîðÿäêà p � 3:

� � �1 2 1 3 2 3y y y yl l l l� 	 � �� � �

� 	 	 � 	 � � 	� � �[ ( )] ( ),A B s s f Af Bf Ol l l l� � � �1 3 1 1 2 1 2 3
4 . (67)

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ l-øàãîâîé íåÿâíîé ñõåìû ïðè l � 3 ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà äî-

ïîëíèì óðàâíåíèå (61) ïåðâûì, âòîðûì è òðåòüèì ðÿäàìè Òåéëîðà äëÿ ôóêöèè f

èç (53). Óìíîæèì ïåðâûé ðÿä èç (53) íà íåîïðåäåëåííûé ïîêà ìíîæèòåëü A, âòî-

ðîé ðÿä — íà íåîïðåäåëåííûé ìíîæèòåëü B, òðåòèé ðÿä — íà íåîïðåäåëåííûé

ìíîæèòåëü C è ïðèáàâèì ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ ê óðàâíåíèþ (61). Îïðåäåëèì

çíà÷åíèÿ ìíîæèòåëåé A, B è C òàê, ÷òîáû ñóììû êîýôôèöèåíòîâ ïðè ( / )� � �f t l 1,

( / )� � �
2 2

1f t l è ( / )� � �
3 3

1f t l îáðàùàëèñü â íóëü. Îòñþäà ïîëó÷àåì ñèñòåìó

àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé:
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12
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�

�
� � 	

#
$
%

�

�

s s s s sl

l
1
3

1
2

1
1 3 1 2

3
1 22 2 3 2 2

�

�
�( ) ( )

, , , (68)

C s sl

l l l l l l

� �
	 	 	

	 	
� � � � �

�

� � � � � �
�

4

2 1 2 1 2
1 1 1

3

12
1 2

( )( )
( ) 2 1

3	
�

�


�

�
�� 	

�

�
�

��

�
�l

l

	
�

	
�

	

�

�


�

�
��
�

�
�

� � � �

� �

s l l

l

l l

l l
1 2
3 2 1 2 1

1 2

3
2

2
,

� �

�

� �

� �
.

Ñèñòåìà óðàâíåíèé, ñîñòîÿùàÿ èç óðàâíåíèÿ (61), ïåðâîãî, âòîðîãî è òðåòüå-

ãî ðÿäîâ èç (53) ñ ó÷åòîì íàéäåííûõ çíà÷åíèé íåèçâåñòíûõ A, B è C è ðàâåíñòâ

(60), (47), ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ñëåäóþùóþ ôîðìóëó äëÿ îäíîðîäíîé ñèëüíî

óñòîé÷èâîé íåÿâíîé ðàçíîñòíîé ñõåìû ïîðÿäêà p � 4:

� � �1 2 1 3 2 3y y y y Afl l l l l� 	 � � � 	� � �

	 	 	 	 � 	 � � 	� � �( ) ( ),A B C s s f Bf Cf Ol l l l� � � �1 3 1 1 2 1 2 3
5 . (69)

Ïðèâåäåííûé ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ ñèëüíî óñòîé÷èâûõ ëèíåéíûõ l-øàãîâûõ

ñõåì â ðàìêàõ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 5 ïîêàçàë, ÷òî âíóòðè êàæäîãî ñåìåéñòâà

îäíîðîäíûõ ñõåì, ò.å. ïðè êîíêðåòíîì çíà÷åíèè l, êîýôôèöèåíòû õàðàêòåðèñòè-

÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà �a ÿâëÿþòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî ôóíêöèÿìè øàãîâ ðàçíîñòíîé

ñåòêè è íåçàâèñèìî îò ëîêàëüíîãî ïîðÿäêà ñõåìû îñòàþòñÿ äåéñòâèòåëüíûìè.

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 5 íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî êîðíè

õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà �a îñòàþòñÿ äåéñòâèòåëüíûìè äëÿ ìíîãîøàãî-

âîé ñõåìû ïðè l � 4. Äëÿ ýòîãî ïîñòðîèì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí �a ñ çà-

äàííûìè çíà÷åíèÿìè äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé q0 1� , q a1 11� / è q a2 21� / :

�a q q a q a q a q( ) ( )( )( )( )� � � � � �1 1 1 11 2 3

� � 	 	 	 	a a a q a a a a a a a a a q1 2 3
4

1 2 1 3 2 3 1 2 3
3( )

	 	 	 	 	 	 	( )a a a a a a a a a q1 2 3 1 2 1 3 2 3
2

	 	 	 	 	 � � 	 � 	( )a a a q q q q q1 2 3 1
4

2
3

3
2

41 1 1� � � � , (70)
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ãäå a l l1 11� 	 �� �/ , a a l l l l2 1 1 21� 	 �� �� � � �/ / è ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ �1 �

� a a a1 2 3 , � 2 1 2 1 3 2 3 1 2 3� 	 	 	a a a a a a a a a , � 3 1 2 3 1 2 1 3� 	 	 	 	 	a a a a a a a

	 a a2 3 , � 4 1 2 31� 	 	 	a a a .

Êîýôôèöèåíò a3 âûáåðåì òàê, ÷òîáû õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí (70)

ñîîòâåòñòâîâàë ëèíåéíîé ïðîöåäóðå (15), àïïðîêñèìèðóþùåé óðàâíåíèå

� � � �y t f t y/ ( , ) 0. Äëÿ ýòîãî óìíîæèì îáå ÷àñòè ïåðâîãî ðÿäà ñèñòåìû (48) íà

êîýôôèöèåíò ïðè q 4 â õàðàêòåðèñòè÷åñêîì ìíîãî÷ëåíå (70), îáå ÷àñòè âòîðîãî

ðÿäà — íà êîýôôèöèåíò ïðè q 2 â òîì æå ìíîãî÷ëåíå, îáå ÷àñòè òðåòüåãî ðÿäà —

íà êîýôôèöèåíò ïðè q â (70) è ýòè òðè ðÿäà ïðèáàâèì ê ÷åòâåðòîìó ðÿäó ñèñòåìû

(48). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

� � � � � � �1 2 1 3 2 4 3 4 1 1 3 1 2 4 1y y y y y s s sl l l l l� 	 � 	 � � 	 �� � � � ( , ,3 1) � l lf � 	
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t
	O( )� 6 , (71)

ãäå

s l l l

l
1 3

1 2 3
, �

	 	� � �� � �

�
.

Äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (8) íåîáõîäèìî êîýôôèöèåíò ïðè � l lf �1 ïðèðàâ-

íÿòü åäèíèöå, ò.å. ïîëîæèòü

� � �1 1 3 1 2 4 1 3 1 2 3 1 2 3 1 2 1 3 2� 	 � � � 	 	 	 	 	s s s a a a a a a a a a a a a, , ( 3
1)

�

�

l

l

� 	

	 	 	 	
	

�
	 	

�� � � � �( )a a a l l

l

l l l

l
1 2 3

2 1 3 2 11 1
� �

�

� � �

�
. (72)

Èç (72) ñëåäóåò

a

a a a a

a a

l

l

l

l

l

l
3

3
1 2 1 2

2

1

1

1 2

1

�

	 	 � 	
�

�
�

�

�
�

�

� �

�

��

�

�

�

�

�
( )

(a a l

l

l

l
1 2

2

1

2	 	�

�

�)
�

�

�

�

. (73)

Îòêóäà, èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèå îòíîøåíèÿ øàãîâ

a l

l
1

11 1� 	 � 	��

�
�,

a l

l

l

l

l

l
2

1 1 21 1 1� 	 	
�

�


�

�
��� � 	� � ��

�

�

�

�

�
�,

èìååì
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1
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2
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	 	 	 � 	

	 � 	 �
� 	

1 1 2 1

1 2 1
1

3 2

2 2

� � � � �

� � � �
�

[( ) ( ) ]

( ) ( )
,

ò.å. äëÿ âñåõ � èìååì 1 23� �a . Òàêèì îáðàçîì, êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî

óðàâíåíèÿ äëÿ ñåìåéñòâà ñõåì (71) ÿâëÿþòñÿ äåéñòâèòåëüíûìè è ðàçëè÷íûìè

è ïîä÷èíÿþòñÿ çàâèñèìîñòÿì q0 1� , 0 11� �q , 0 12� �q è 0 13� �q . Ñëåäîâà-

òåëüíî, â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèì 5 ñåìåéñòâî îäíîðîäíûõ ÷åòûðåõòî÷å÷-

íûõ ñõåì (61) îòíîñèòñÿ ê ñèëüíî óñòîé÷èâûì.

Â ðàáîòå [3] â çàäà÷å ìîäåëèðîâàíèÿ öèðêóëÿöèè àòìîñôåðû äëÿ ïîëó÷åíèÿ

ðàçíîñòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ & ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ, âõîäÿùèõ

â äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð D óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè è òåïëî-, ìàññîïåðå-

íîñà, ïðîâîäèëàñü àïïðîêñèìàöèÿ ðàçíîñòíûìè îïåðàòîðàìè ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà.

Ïîýòîìó, î÷åâèäíî, ñëåäóåò ïîñòðîèòü äëÿ îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî

óðàâíåíèÿ � � � �y t f t y/ ( , ) 0 ñèëüíî óñòîé÷èâóþ ÿâíóþ ðàçíîñòíóþ ñõåìó ïîðÿäêà

p � 4, ñîãëàñóþùóþñÿ ñ ïîðÿäêîì àïïðîêñèìàöèè äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà

D â óðàâíåíèÿõ çàäà÷è öèðêóëÿöèè àòìîñôåðû. Ïðè ýòîì, êîíå÷íî, áóäåò ïîëåçíî

çàïèñàòü ñõåìó äëÿ ïðîèçâîëüíîé n-é òî÷êè ðàçíîñòíîé ñåòêè.

Äîïîëíèì óðàíåíèå (71) âòîðûì, òðåòüèì è ÷åòâåðòûì ðÿäàìè Òåéëîðà äëÿ

ôóêöèè f èç (53). Óìíîæèì âòîðîé ðÿä èç (53) íà íåîïðåäåëåííûé ïîêà ìíîæè-

òåëü A, òðåòèé ðÿä — íà íåîïðåäåëåííûé ìíîæèòåëü B, ÷åòâåðòûé ðÿä — íà íå-

îïðåäåëåííûé ìíîæèòåëü C è ïðèáàâèì ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ ê óðàâíå-

íèþ (71). Îïðåäåëèì çíà÷åíèÿ ìíîæèòåëåé A, B è C òàê, ÷òîáû ñóììû êîýôôè-

öèåíòîâ ïðè ( / )� � 	 �f t n l 1, ( / )� � 	 �
2 2

1f t n l è ( / )� � 	 �
3 3

1f t n l îáðàùàëèñü â íóëü.

Îòñþäà ïîëó÷àåì ñèñòåìó àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

s A s B s C n l
1 1 2 1 3 1
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(74)
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3
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	 	 � 	
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 ,

ãäå ââåäåíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

s n l
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1� 	 �
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�
, s n l n l

n l
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1 2
, �
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� �

�
, s n l n l n l
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1 3
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, �

	 		 � 	 � 	 �

	

� � �

�
,

 � � �1 1 1
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3 1 2
2

4 1 3
2� 	 � 	s s s

, ,
,

 � � �2 1 1
3

3 1 2
3

4 1 3
3� � 	 �s s s
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,

 � � �3 1 1
4

3 1 2
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4 1 3
4� 	 � 	s s s
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.
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Åñëè äîïîëíèòåëüíî ââåñòè îáîçíà÷åíèÿ

s n l

n l
2

2� 	 �

	

�

�
, s n l

n l
3

3� 	 �

	

�

�
, s n l n l

n l
2 3

2 3
, �

		 � 	 �

	

� �

�
,

òî ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (74) ïðèìåò âèä

A
s s s

s s s sn l� 	 	 		�
  

12
6 4 3

1 2 2 3
1 2 1 3 1 1 2 1 3 2 3

,
, , , ,[ ( ) ] ,

B
s s s

s s s sn l� � 	 	 		�
  

12
6 4 3

2 3 1 2
1 1 3 1 1 1 3 2 3

,
, ,[ ( ) ] ,

C
s s s

s s s sn l� 	 	 		�
  

12
6 4 3

3 2 3 1 3
1 1 2 1 1 1 2 2 3

, ,
, ,[ ( ) ] .

Ñèñòåìà óðàâíåíèé, ñîñòîÿùàÿ èç óðàâíåíèÿ (71), âòîðîãî, òðåòüåãî è ÷åò-

âåðòîãî ðÿäîâ èç (53) ñ ó÷åòîì íàéäåííûõ çíà÷åíèé íåèçâåñòíûõ A, B, C è ðà-

âåíñòâ (70), (73), ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ñëåäóþùóþ ôîðìóëó äëÿ ñèëüíî óñòîé÷è-

âîé ÿâíîé ðàçíîñòíîé ñõåìû ïîðÿäêà p � 4:

� � � �1 2 1 3 2 4 3 4y y y y yn l n l n l n l n l	 	 � 	 � 	 � 	 �� 	 � 	 �

� 	 	 	 � 	 � �	 	 �[ ( )], ,A B C s s s fn l n l� � � �1 1 3 1 2 4 1 3 1

� � � 		 � 	 � 	 �Af Bf Cf On l n l n l2 3 4
5( )� .

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàííàÿ òåîðåìà 5 ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ñåìåéñòâî îäíîñòà-

äèéíûõ l-øàãîâûõ ÿâíûõ è íåÿâíûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), (2).

Îäíàêî âîçíèêàåò âîïðîñ: ñëåäóåò ëè çíà÷åíèå l çàäàâàòü ïðîèçâîëüíî áîëüøèì,

åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1), (2) íåïðåðûâíà è îãðàíè÷åíà

âìåñòå ñî ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè l-ãî ïîðÿäêà? Åñòåñòâåííî, óâåëè÷åíèå çíà÷åíèÿ l

ïîâûøàåò ñòîèìîñòü ðåøåíèÿ, îñîáåííî â ïðèëîæåíèè ê ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ ñèñ-

òåì óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè. Ñëåäîâàòåëüíî, âûáîð òîãî èëè èíîãî

çíà÷åíèÿ l çàâèñèò îò õàðàêòåðà ðåøàåìîé çàäà÷è. Âðÿä ëè öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçî-

âàòü áîëüøèå çíà÷åíèÿ l â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ïðèìåíèìû ìåòîäû ñ îãðàíè÷åííûìè

çíà÷åíèÿìè l è íå îæèäàåòñÿ ñóùåñòâåííîãî óëó÷øåíèÿ ðåçóëüòàòîâ.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Èòàê, îòìåòèì, ÷òî ïîñòðîåííûå íåÿâíûå ñõåìû (30), (40) è (45), âêëþ÷àþùèå

äîïîëíèòåëüíîå ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå f t yn l n l( , )	 	 , íå äàþò ÿâíûõ âûðà-

æåíèé äëÿ íàõîæäåíèÿ yn l	 , à ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ëèøü óðàâíåíèÿ îòíîñè-

òåëüíî ýòîé íåèçâåñòíîé. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ äâóñòàäèéíûì

àëãîðèòìîì: âíà÷àëå îïðåäåëèòü yn l	 ïî ÿâíîé ñõåìå, ïîðÿäîê òî÷íîñòè êîòî-

ðîé ðàâåí O l( )� �1 , çàòåì, âû÷èñëèâ f t yn l n l( , )	 	 , îïðåäåëèòü yn l	 ïî íåÿâ-

íîé ñõåìå ïîðÿäêà O l( )� . Çíà÷åíèå yn l	 ìîæíî òàêæå íàõîäèòü ïî íåÿâíîé

ñõåìå, ïîëüçóÿñü êàêèì-ëèáî ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé. Èòåðà-

öèè çíà÷èòåëüíî óñëîæíÿþò ïðîöåññ âû÷èñëåíèé yn l	 è ÿâëÿþòñÿ ñóùåñòâåí-

íûì íåäîñòàòêîì íåÿâíûõ ìåòîäîâ. Îñîáåííî ýòî êàñàåòñÿ ñëó÷àåâ, êîãäà

f t yn l n l( , )	 	 åñòü çíà÷åíèå ðàçíîñòíûõ âûðàæåíèé äëÿ êîíâåêòèâíûõ è äèô-

ôóçèîííûõ ÷ëåíîâ íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè

[3], ïîñêîëüêó íåëèíåéíîñòü óðàâíåíèé íå ïîçâîëÿåò àïðèîðè îáåñïå÷èòü ñõî-

äèìîñòè ñîîòâåòñòâóþùåãî èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà.
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Â.À. Ïðóñîâ, À.Þ. Äîðîøåíêî
×ÈÑÅËÜÍÈÉ ÌÅÒÎÄ ÐÎÇÂ’ßÇÓÂÀÍÍß ÇÀÄÀ×² ÊÎØ² Ç ÏÅÐÅÄ²ÑÒÎÐ²ªÞ

Àíîòàö³ÿ. Äîñë³äæåíî òåîðåòè÷í³ àñïåêòè ïîáóäîâè ñ³ì’¿ áàãàòîêðîêîâèõ
îäíîñòàä³éíèõ ìåòîä³â ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷³ Êîø³ ç ïåðåä³ñòîð³ºþ äëÿ çâè-
÷àéíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü. Ðîçãëÿíóòî çàãàëüí³ ïèòàííÿ, ïîâ’ÿçàí³
ç ïðîáëåìàìè äèñêðåòèçàö³¿, àïðîêñèìàö³¿, çá³æíîñò³ òà ñò³éêîñò³. Äåòàëüíî
äîñë³äæåíî ïðîáëåìó ï³äâèùåííÿ òî÷íîñò³ ÷èñåëüíîãî ðîçâ’ÿçêó Íàâåäåí³
ðåçóëüòàòè ïðèäàòí³ äëÿ ÷èñåëüíîãî ðîçâ’ÿçóâàííÿ ð³âíÿíü â ÷àñòèííèõ
ïîõ³äíèõ.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: çâè÷àéíå äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ, áàãàòîêðîêîâèé îäíî-
ñòàä³éíèé ìåòîä, äèñêðåòèçàö³ÿ, àïðîêñèìàö³ÿ, çá³æí³ñòü, ñèëüíà ñò³éê³ñòü.

V.A. Prusov, A.Yu. Doroshenko
NUMERICAL METHOD TO SOLVE THE CAUCHY PROBLEM WITH PREHISTORY

Abstract. The paper is devoted to the theoretical aspects of constructing
a family of single-stage multi-step methods for solving the Cauchy problem with
prehistory for ordinary differential equations. The paper includes general issues
related to discretization, approximation, convergence, and stability. The problem
of improving the accuracy of numerical solutions is analyzed in detail. Many of
the results presented in the paper go beyond its title and are suitable for the
numerical solution of partial differential equations.

Keywords: ordinary differential equations, one-stage multi-step method,
discretization, approximation, convergence, strong stability.
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