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Àííîòàöèÿ. Îáîñíîâàí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ëåêñèêîãðàôè÷åñêîé ýêâèâàëåí-
òíîñòè äëÿ ðåøåíèÿ ÷àñòè÷íî êîìáèíàòîðíûõ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ íà
ðàçìåùåíèÿõ ñ äðîáíî-ëèíåéíîé öåëåâîé ôóíêöèåé è ëèíåéíûìè äîïîëíè-
òåëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè. Ìåòîä ïðåäóñìàòðèâàåò íàïðàâëåííûé ïåðåáîð
êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè, ïîëó÷åííûõ ïðè ðàçáèåíèè ìíîãîãðàííîãî ìíî-
æåñòâà íà îñíîâå îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè. Ïðåäëîæåíû êàê òî÷íûå, òàê
è ïðèáëèæåííûé àëãîðèòìû. Ïîñëåäíèé ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü çíà÷åíèå öåëå-
âîé ôóíêöèè, îòëè÷àþùååñÿ îò îïòèìóìà íå áîëüøå, ÷åì íà çàäàííóþ âå-
ëè÷èíó.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: åâêëèäîâà çàäà÷à êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè, çàäà÷à
îïòèìèçàöèè íà ðàçìåùåíèÿõ, ëåêñèêîãðàôè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü, äðîá-
íî-ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Îïòèìèçàöèîííûå çàäà÷è íà ìíîæåñòâàõ êîìáèíàòîðíîé ïðèðîäû èññëåäóþòñÿ

âî ìíîãèõ íàó÷íûõ ïóáëèêàöèÿõ (ñì., íàïðèìåð, [1–14]). Ïðè ýòîì àêòóàëüíûì

íàïðàâëåíèåì ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ íà îñíîâå ïîãðóæåíèÿ

êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ â åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå îñóùåñòâëÿåòñÿ

â ðàìêàõ åâêëèäîâîé êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè. Âàæíûé êëàññ åâêëèäîâûõ çà-

äà÷ êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè ñîñòàâëÿþò çàäà÷è íà îáùåì ìíîæåñòâå ðàçìå-

ùåíèé. Â ðàáîòàõ [8–14] è äðóãèõ èññëåäîâàíû ñâîéñòâà îáùåãî ìíîæåñòâà ðàç-

ìåùåíèé è åãî âûïóêëîé îáîëî÷êè, ìåòîäû ðåøåíèÿ îòäåëüíûõ êëàññîâ åâêëèäî-

âûõ çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè íà ðàçìåùåíèÿõ.

Îäèí èç ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ íà ðàçìåùåíèÿõ ñî-

ñòîèò â ðàçáèåíèè ïðîñòðàíñòâà íà êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ñ ïîñëåäóþùèì èõ

íàïðàâëåííûì ïåðåáîðîì. Äëÿ ëèíåéíûõ ïîëíîñòüþ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷ îïòè-

ìèçàöèè íà ðàçìåùåíèÿõ ýòîò ïîäõîä îáîñíîâàí â [10, 11], à â [12] îáîáùåíî îò-

íîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ìíîãîãðàííîå ìíîæåñòâî ðàçáè-

âàåòñÿ íà êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè, è ïðåäëîæåíû àëãîðèòìû ìåòîäà ïîñòðîåíèÿ

ëåêñèêîãðàôè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè (äàëåå ìåòîäà ÏîËÝ) ðåøåíèÿ ÷àñòè÷íî

êîìáèíàòîðíûõ ëèíåéíûõ çàäà÷.

Â [13, 14] ðàññìîòðåíà âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ÏîËÝ äëÿ ðåøåíèÿ êîì-

áèíàòîðíûõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè íà ðàçìåùåíèÿõ ñ äðîáíî-ëèíåéíîé öåëåâîé ôóíêöèåé

è ëèíåéíûìè äîïîëíèòåëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè. Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà ðàçâè-

òèþ óêàçàííûõ èäåé è ðàçðàáîòêå ïðèáëèæåííîãî àëãîðèòìà ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷.

Òåðìèíîëîãèÿ äëÿ ëåêñèêîãðàôè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè òî÷åê ïðîñòðàíñòâà

èñïîëüçóåòñÿ ñîãëàñíî [12], äëÿ åâêëèäîâûõ çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè —

ïðåèìóùåñòâåííî èç [8]. Â ÷àñòíîñòè, ïîä ìóëüòèìíîæåñòâîì ïîíèìàåòñÿ ñîâîêóï-

íîñòü ýëåìåíòîâ, ñðåäè êîòîðûõ ìîãóò áûòü è îäèíàêîâûå. Óïîðÿäî÷åííîé k-âû-

áîðêîé èç ìóëüòèìíîæåñòâà G g g� � �{ }1 � � íàçûâàåòñÿ íàáîð ( )g gi ik1
� �� , ãäå

g Gij
� , i ij t� � �i i Jj t, � , � �j t Jk, (çäåñü è äàëåå Jn îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî n

ïåðâûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë). Ìíîæåñòâî âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ k-âûáîðîê èç ìóëü-

òèìíîæåñòâà G íàçûâàåòñÿ îáùèì ìíîæåñòâî ðàçìåùåíèé E Gk
� ( ) .
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Ðàññìîòðèì ÷àñòè÷íî êîìáèíàòîðíóþ çàäà÷ó ëåêñèêîãðàôè÷åñêîé îïòèìèçà-

öèè íà ðàçìåùåíèÿõ ñ äðîáíî-ëèíåéíîé öåëåâîé ôóíêöèåé
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j
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0 0 äëÿ ëþáîé òî÷êè,

óäîâëåòâîðÿþùåé (3).

Â àëãîðèòìàõ ìåòîäà ÏîËÝ êàê âñïîìîãàòåëüíàÿ èñïîëüçóåòñÿ çàäà÷à, êîòî-

ðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç èñõîäíîé êîìáèíàòîðíîé çàäà÷è çàìåíîé êîìáèíàòîðíîãî

óñëîâèÿ (2) óñëîâèåì ïðèíàäëåæíîñòè âûïóêëîé îáîëî÷êå ìíîæåñòâà ðàçìåùå-

íèé — îáùåìó ìíîãîãðàííèêó ðàçìåùåíèé. Ïîñëåäíèé îïèñûâàåòñÿ [8] òàêîé

ñèñòåìîé îãðàíè÷åíèé:
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ãäå | |� — êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ âî ìíîæåñòâå � . Äëÿ çàäà÷è (1)–(3) ñîîòâåò-

ñòâóþùàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â ïîèñêå ïàðû (1) ïðè óñëîâèÿõ (3), (4). Êàê èçâåñò-

íî (ñì., íàïðèìåð, [13]), çàäà÷ó ìàêñèìèçàöèè ôóíêöèè �( )x ïðè óñëîâè-

ÿõ (3), (4) ìîæíî çàìåíèòü ýêâèâàëåíòíîé çàäà÷åé ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâà-

íèÿ. Äëÿ ýòîãî ê çàäà÷å ïðèìåíÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå � âèäà
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, y x yt t� 0 � � �t J x Ru
u, , (5)

êîòîðîå ïðèâîäèò ê çàäà÷å ïîèñêà ïàðû 
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ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2017, òîì 53, ¹ 2 95



g y y g y Jj

j

t

t

j

j

k0

1

1

1

0

� �
� �

�
	 	 	� � � �
| | | |�

�
�

�

� , (8)

d y d y yt t

t

u

�
	 � � 


1

0 0 01 0, . (9)

Èìåÿ ~y — ìàêñèìàëü â çàäà÷å (6)–(9), òî÷êó ~ (~ ~ )x x xu� � �1 � — ìàêñèìàëü

ôóíêöèè �( )x íà ìíîæåñòâå (3), (4) — ìîæíî ïîëó÷èòü ïî ïðàâèëó ~
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x
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� �t Ju , âûòåêàþùåìó èç ïðåîáðàçîâàíèÿ (5). Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü x� — ïðîèç-

âîëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà (3), (4), òîãäà y x� � ��( ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâè-

ÿì (7)–(9). Ïîñêîëüêó
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à òàêæå � �� �(~ ) ( )y y äëÿ ïðîèçâîëüíîé äîïóñòèìîé òî÷êè y â çàäà÷å (6)–(9), èìå-

þò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ � � � � �(~ ) ( (~ )) (~ ) ( ) ( )x x y y x� � � � � � � � �� , ò.å. �(~ )x —

ìàêñèìóì, à ~x — ìàêñèìàëü ôóíêöèè �( )x íà ìíîæåñòâå (3), (4).

Ðàññìîòðèì òàêæå çàäà÷ó ïîèñêà ïðè óñëîâèÿõ (7)–(9) ïàðû 
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Ïóñòü 
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Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå çàäà÷è (1), (3), (4) ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâà ýòàïà: íà

ïåðâîì ðåøàåòñÿ çàäà÷à (6)–(9), íà âòîðîì — çàäà÷à (3), (4), (13), (14), â êîòîðîé

� h — ìàêñèìóì â çàäà÷å (6)–(9).
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ÍÀ ÐÀÇÌÅÙÅÍÈßÕ ÌÅÒÎÄÎÌ ÏÎÑÒÐÎÅÍÈß
ËÅÊÑÈÊÎÃÐÀÔÈ×ÅÑÊÎÉ ÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÎÑÒÈ

Ïóñòü k u N, � (k u� ), äëÿ òî÷êè x x x x Rk u
u� � � � � �( )1 � � îáîçíà÷èì

�k kx x x( ) ( )� � �1 � . Òî÷êè x y R u, � (x yl
 ) íàçûâàþòñÿ ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ýê-

âèâàëåíòíûìè îòíîñèòåëüíî k-ðàçìåùåíèé (� k -ýêèâàëåíòíûìè), åñëè âûïîë-

íÿåòñÿ îäíî èõ äâóõ óñëîâèé:

1) íå ñóùåñòâóåò òàêîãî z z z E Gk
k� � � �( ) ( )1 � � , ÷òî � �k l l kx z y( ) ( )� � ;

2) � �k kx y( ) ( )� .

Îòíîøåíèå � k ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè, ðàçáèâàþùèì íåêî-

òîðûé ìíîãîãðàííèê M íà êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ

� k -êëàññàìè. Êîìáèíàòîðíûì íàçûâàåòñÿ � k -êëàññV òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî x V�

� �k
kx E G( ) ( )� ; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � k -êëàññ íàçûâàåòñÿ íåêîìáèíàòîðíûì. Íà

ìíîæåñòâå � k -êëàññîâ F ìîæíî ââåñòè ïîðÿäîê: � k -êëàññ V ëåêñèêîãðàôè÷åñêè

áîëüøå � k -êëàññà V � (V Vl
 �) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà � �x V , � �� �x V âûïîë-

íÿåòñÿ óñëîâèå x xl
 � . Ââåäåíèå ïîðÿäêà íà ìíîæåñòâå F ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü

åãî â âèäå êîðòåæà � k -êëàññîâ, óïîðÿäî÷åííûõ ïî âîçðàñòàíèþ:

F V V V F� ( , , ..., )| |1 2 , V Vi l i� �1 � � �i J F| | 1. (15)

Ïóñòü F QE ( ) — ìíîæåñòâî êîìáèíàòîðíûõ � k -êëàññîâ, èìåþùèõ íåïóñòîå

ïåðåñå÷åíèå ñ íåêîòîðûì ìíîæåñòâîì Q M� . Â àëãîðèòìàõ ìåòîäà ÏîËÝ êàê
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âñïîìîãàòåëüíûå èñïîëüçóþòñÿ çàäà÷è ïîèñêà êîìáèíàòîðíûõ � k -êëàññîâ � �V Q

è � �V Q , êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ áëèæàéøèìè ê çàäàííîìó � k -êëàññó V â ïîðÿä-

êå (15) ñðåäè âñåõ êîìáèíàòîðíûõ � k -êëàññîâ èç ìíîæåñòâà F QE ( ) , ò.å. çàäà÷è

ïîèñêà � k -êëàññîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòâåòñòâåííî óñëîâèÿì:

� � �V F QQ E ( ) , V Vl Q
 � � , � � �V F QE ( ) ( )�� � � � � �V V V Vl Q l ;

� � �V F QQ E ( ) , V Vl Q� � � , � � �V F QE ( ) ( )� 
 � � � � �V V V Vl Q l .

Çàäà÷ó ïîèñêà ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ìàêñèìàëüíîé òî÷êè ìíîæåñòâà

� � �V QQ áóäåì íàçûâàòü � �V Q -çàäà÷åé, à ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ìèíèìàëüíîé òî÷-

êè ìíîæåñòâà � � �V QQ áóäåì íàçûâàòü � �V Q -çàäà÷åé. Àëãîðèòìû ðåøåíèÿ

� �V Q - è � �V Q -çàäà÷ îáîñíîâàíû â [12].

Ðàññìîòðèì òåïåðü àëãîðèòìû ìåòîäà ÏîËÝ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è

âèäà (1)–(3). Ïóñòü ìíîãîãðàííèê M îïðåäåëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíûìè îãðàíè÷å-

íèÿìè (3) è ñèñòåìîé (4), îïèñûâàþùåé îáùèé ìíîãîãðàííèê ðàçìåùåíèé.

Ïåðâûé àëãîðèòì ìåòîäà ÏîËÝ, ïðåäëîæåííûé â [12] äëÿ ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ

÷àñòè÷íî êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷ ëåêñèêîãðàôè÷åñêîé îïòèìèçàöèè íà ðàçìåùåíè-

ÿõ, ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðè óñëîâèè, ÷òî èçâåñòíî äèñêðåòíîå ìíîæåñòâî A , êî-

òîðîìó ïðèíàäëåæàò çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè (ýëåìåíòû ìíîæåñòâà A ñ÷èòàåì

óïîðÿäî÷åííûìè ïî âîçðàñòàíèþ). Â ýòîì ñëó÷àå ìàêñèìàëü çàäà÷è óäîâëåòâî-

ðÿåò óñëîâèþ �( )x h� � , ãäå � h A� , ò.å. ëåæèò íà îäíîé èç ãèïåðïëîñêîñòåé

âèäà

( )c d x d cj
h

j j

j

u
h� � �

�
	 � �

1

0 0 . (16)

Ïóñòü ~y — ìàêñèìàëü â çàäà÷å (6)–(9), îïðåäåëÿþùàÿ òî÷êó ~
~

~

~

~x
y

y

y

y

u� � �
�

�
��

�

�
��

1

0 0

� ;

� h — íàèáîëüøèé ýëåìåíò ìíîæåñòâà A òàêîé, ÷òî �(~ )x h� � . Êàê óæå îòìå÷àëîñü,

ëåêñèêîãðàôè÷åñêàÿ ìàêñèìàëü x * â çàäà÷å (3), (4), (13), (14) ÿâëÿåòñÿ ëåêñèêîãðà-

ôè÷åñêè ìàêñèìàëüíîé òî÷êîé ìíîãîãðàííèêà M h( )� , êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ óñëî-

âèÿìè (3), (4), (16). Åñëè ïðè ýòîì � �k
kx E G( ) ( )* � , òî ïîëó÷åíî ðåøåíèå èñõîä-

íîé çàäà÷è (1)–(3). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðåøèì � �V
M h( )�

-çàäà÷ó, â êîòîðîé

� k -êëàññ V îïðåäåëÿåòñÿ òî÷êîé x * . Åñëè çàäà÷à ðåøåíèÿ íå èìååò, òî íå ñóùåñ-

òâóåò òî÷åê, óäîâëåòâîðÿþùèõ (2), (3) è äîñòàâëÿþùèõ ôóíêöèè

�( ) ( )x c d xj
h

j j

j

u

� �
�
	 �

1

çíà÷åíèå � hd c0 0� , à ôóíêöèè �( )x — çíà÷åíèå � h .

Â ýòîì ñëó÷àå çàìåíèì � h ïðåäûäóùèì çíà÷åíèåì èç ìíîæåñòâà A è ïîâòîðèì

ðåøåíèå çàäà÷è âèäà (3), (4), (13), (14).

Ïóñòü x� — ðåøåíèå � �V
M h( )�

-çàäà÷è. Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè, óäîâëåòâîðÿ-

þùåé óñëîâèÿì (2), (3) è �( )x d ch� �� 0 0 (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, �( )x h� � ), èìå-

åò ìåñòî ñîîòíîøåíèå x xl�
 . Ó÷èòûâàÿ òàêæå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò äîïóñòèìûõ

òî÷åê çàäà÷è (1)–(3), äëÿ êîòîðûõ çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè ïðåâûøàëî áû � h ,

ïîëó÷àåì, ÷òî 
 � � ��( ),x x — ðåøåíèå çàäà÷è (1)–(3).

Åñëè â ïðîöåññå óìåíüøåíèÿ � h îêàæåòñÿ, ÷òî çàäà÷à (3), (4), (13), (14) íå

èìååò ðåøåíèÿ, òî, î÷åâèäíî, çàäà÷à (1)–(3) òàêæå íå èìååò ðåøåíèÿ.
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Äàëåå ïðèâåäåí ïåðâûé àëãîðèòì ìåòîäà ÏîËÝ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)–(3).

1. Ïîëàãàåì íîìåð èòåðàöèè h � 0 .

2. Ðåøàåì çàäà÷ó ïîèñêà ïàðû (6) ïðè óñëîâèÿõ (7)–(9). Åñëè îíà íå èìååò

ðåøåíèÿ, òî íå èìååò ðåøåíèÿ è èñõîäíàÿ çàäà÷à (1)–(3), èíà÷å îáîçíà÷èì ðåøå-

íèå 
 �� h y, ~ .

3. Åñëè � h A� , òî ïåðåõîäèì ê ï. 5, èíà÷å ê ï. 4.

4. Óâåëè÷èâàÿ íîìåð h èòåðàöèè íà åäèíèöó, ïîëàãàåì � h ðàâíûì áëèæàé-

øåìó ñëåâà ýëåìåíòó ìíîæåñòâà A .

5 Ðåøàåì çàäà÷ó (3), (4), (13), (14). Åñëè îíà íå èìååò ðåøåíèÿ, òî íå èìååò

ðåøåíèÿ è èñõîäíàÿ çàäà÷à, èíà÷å ïóñòü 
 �� h hx, — åå ðåøåíèå.

6. Åñëè x h óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (2), òî 
 �� h hx, — ðåøåíèå èñõîäíîé çà-

äà÷è, èíà÷å ïåðåõîäèì ê ï. 7.

7. Ðåøàåì � �V h
M h( )�

-çàäà÷ó, ãäå ìíîãîãðàííèê M h( )� îïðåäåëÿåòñÿ óñëî-

âèÿìè (3), (4), (16) (� k -êëàññ V h èìååò ñâîèì ïðåäñòàâèòåëåì òî÷êó x h ).

8. Åñëè � �V h
M h( )�

-çàäà÷à ðåøåíèÿ íå èìååò, òî óâåëè÷èâàÿ íîìåð h èòåðà-

öèè íà åäèíèöó, ïîëàãàåì � h ðàâíûì ïðåäûäóùåìó çíà÷åíèþ ìíîæåñòâà A è ïå-

ðåõîäèì ê ï. 5, èíà÷å èñõîäíàÿ çàäà÷à ðåøåíà è åå ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ ïàðà


 � �� h x, , ãäå x� — ðåøåíèå � �V h
M h( )�

-çàäà÷è.

Íåäîñòàòêîì ðàññìîòðåííîãî àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîñòü îïðåäåëåíèÿ

äèñêðåòíîãî ìíîæåñòâà A . Âòîðîé àëãîðèòì ìåòîäà ÏîËÝ, èñïîëüçóþùèé íà-

ïðàâëåííûé ïåðåáîð � k -êëàññîâ â ïîðÿäêå ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî âîçðàñòàíèÿ è

ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî óáûâàíèÿ, íå èìååò ýòîãî íåäîñòàòêà. Îïèñàííûé ïåðåáîð

ïðåäóñìàòðèâàåò ðåøåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � �V Q -çàäà÷ è � �V Q -çàäà÷, ïðè÷åì

èç ðàññìîòðåíèÿ èñêëþ÷àþòñÿ òå � k -êëàññû, âñå ïðåäñòàâèòåëè êîòîðûõ äîñòàâ-

ëÿþò öåëåâîé ôóíêöèè çíà÷åíèå ìåíüøåå, ÷åì ïîëó÷åííûå íà ïðåäûäóùèõ

èòåðàöèÿõ. Çíà÷èò, èç ðàññìîòðåíèÿ èñêëþ÷àþòñÿ òî÷êè, êîòîðûå íå

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

c x c

d x d

j j

j

u

j j

j

u

h�

�

	

	

�

�

�1

0

1

0

� , (17)

ãäå � h — íàèáîëüøåå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè, ïîëó÷åííîå íà ïðåäûäóùèõ

èòåðàöèÿõ. Ïîñêîëüêó d x dj j

j

u

�
	 � 


1

0 0 , òî óñëîâèå (17) ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó:

( )c d x d cj
h

j j

j

u
h� � �

�
	 � �

1

0 0 . (18)

Ïåðåáîð êîìáèíàòîðíûõ � k -êëàññîâ â ïîðÿäêå ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî âîçðàñ-

òàíèÿ ñ ó÷åòîì îïèñàííîãî ðàíåå çàìå÷àíèÿ áóäåì íàçûâàòü l� -ïåðåáîðîì, à ïå-

ðåáîð â ïîðÿäêå ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî óáûâàíèÿ — l � -ïåðåáîðîì.

Ðàññìîòðèì âíà÷àëå l� -ïåðåáîð. Ïóñòü òî÷êà x Mh � îïðåäåëÿåò êîìáèíà-

òîðíûé � k -êëàññ V h , ïðè÷åì x h ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüþ ôóíêöèè �( )x íà ìíîæåñ-

òâå V h . Ïóñòü òàêæå ìíîæåñòâî Q M� îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèÿìè (3), (4), (18), ãäå
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� h hx� �( ). Ðåøèì � �V h
Q -çàäà÷ó. Åñëè îíà íå èìååò ðåøåíèÿ, òî ïåðåáîð çàâåð-

øåí, èíà÷å ïóñòü åå ðåøåíèå x h îïðåäåëÿåò � k -êëàññ � �V h
Q . Òàê êàê êîìáèíà-

òîðíûé � k -êëàññ ìîæåò ñîäåðæàòü áîëüøå îäíîé òî÷êè, òî äëÿ íàõîæäåíèÿ çíà-

÷åíèÿ � h�1 íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü ìàêñèìóì öåëåâîé ôóíêöèè çàäà÷è (1)–(3)

íà ìíîæåñòâå � �V h
Q . Äëÿ ýòîãî ðåøèì çàäà÷ó ìàêñèìèçàöèè �( )x ïðè

óñëîâèÿõ (3) è

x x t Jt t
h

k� � � . (19)

Åñëè öåëåâàÿ ôóíêöèÿ �( )x îãðàíè÷åíà ñâåðõó íà ìíîæåñòâå M , òî òàêæå ñó-

ùåñòâóåò ìàêñèìóì �( )*x íà íåïóñòîì ìíîæåñòâå (3), (4), (19). Êðîìå òîãî, òàê

êàê � k -êëàññ V h ÿâëÿåòñÿ êîìáèíàòîðíûì, ìàêñèìàëü x * óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

� � �( ) ( ) ( )*x x E Gh k� � , à òîãäà è óñëîâèþ (4). Òàêæå � �( ) ( )*x x h� � � , ò.å. ìàê-

ñèìàëü óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (17) è ýêâèâàëåíòíîìó åìó óñëîâèþ (18).

Èç äîêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè �( )x ïðè óñëîâèÿõ (3),

(19) ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å íàõîæäåíèÿ ïàðû (6) ïðè óñëîâèÿõ (7)–(9) è

y x y t Jt t
h

k� � �0 , (20)

ïðè÷åì óñëîâèå (8) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîé òî÷êè, óäîâëåòâîðÿþùåé (20).

Ïóñòü ìàêñèìàëü ~y â çàäà÷å (6), (7), (9), (20) îïðåäåëÿåò òî÷êó

~ (~ ~ )x x xu� � � �1 �

~

~

~

~
y

y

y

y

u1

0 0

� �
�

�
��

�

�
��� . Òîãäà ~x xl

h
 âñëåäñòâèå � � 
V Vh
Q l

h è

� �(~ ) ( )x xh h� �� . Êðîìå òîãî, íå ñóùåñòâóåò òàêèõ êîìáèíàòîðíûõ � k -êëàñ-

ñîâ, êîòîðûå ðàñïîëîæåíû ìåæäó V h è � �V h
Q â ïîðÿäêå (15) è èìåþò ïðåäñòà-

âèòåëåé, äîñòàâëÿþùèõ öåëåâîé ôóíêöèè çíà÷åíèå, íå ìåíüøåå �(~ )x . Òàêèì îá-

ðàçîì, íå ñóùåñòâóåò äîïóñòèìûõ òî÷åê çàäà÷è (1)–(3), êîòîðûå óäîâëåòâîðÿëè

áû óñëîâèÿì ~x x xl l
h
 
 è � �( ) (~ )x x
 .

Ïðîäîëæèâ ïåðåáîð � k -êëàññîâ, óâåëè÷èì h íà åäèíèöó è ñíîâà ðåøèì

� �V h
Q -çàäà÷ó, âûáðàâ â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî � k -êëàññ, îïðåäåëåííûé òî÷êîé ~x ,

� h x� �(~ ) ; äàëåå íàéäåì ïàðó (6) ïðè óñëîâèÿõ (7), (9), (20). Ïðîöåññ áóäåì ïðî-

äîëæàòü äî òåõ ïîð, ïîêà íå îêàæåòñÿ, ÷òî � �V h
Q -çàäà÷à íå èìååò ðåøåíèÿ ïðè íå-

êîòîðîì � � (x� — ìàêñèìàëü �( )x íà V h ). Òîãäà íå ñóùåñòâóåò äîïóñòèìûõ òî÷åê

çàäà÷è (1)–(3) òàêèõ, ÷òî x xl
 * è �( )x 
 �� , ïðè÷åì åñëè �( )x � �� , òî x V h� . Ñëå-

äîâàòåëüíî, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)–(3) îñòàåòñÿ íàéòè ëåêñèêîãðàôè÷åñêóþ ìàê-

ñèìàëü ôóíêöèè �( )x íàV h . Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ìàêñèìóì èçâåñòåí è ðàâåí � �, äëÿ

ýòîãî äîñòàòî÷íî ðåøèòü çàäà÷ó (3), (13), (14) ïðè � �h � � è (19) ïðè x xh � �.

Ïðèâåäåì ôîðìàëüíîå èçëîæåíèå àëãîðèòìà l� -ïåðåáîðà, íà÷èíàÿ ñ òî÷êè

x V0 0� , ïðè÷åì x 0 — ìàêñèìàëü ôóíêöèè �( )x íà ìíîæåñòâå V 0 .

1. Ïîëàãàåì íîìåð èòåðàöèè h � 0.

2. Ðåøàåì � �V h
Q -çàäà÷ó, ãäå ìíîæåñòâî Q M� îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèÿìè (3),

(4) è (18) ïðè � h hx� �( ) . Åñëè � �V h
Q -çàäà÷à íå èìååò ðåøåíèÿ, òî ïåðåõîäèì

ê ï. 5, èíà÷å ïóñòü x h — ðåøåíèå � �V h
Q -çàäà÷è.
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3. Ðåøàåì çàäà÷ó âèäà (6), (7), (9), (20), ïóñòü 
 �� h hy, — åå ðåøåíèå, à òî÷êà

x
y

y

y

y

h
h

h

u
h

h

�
�

�

�

�
� � �

�

�

�
�

�

�

�
�

1 1
1

0
1

1

0
1

� îïðåäåëÿåò � k -êëàññ V h�1.

4. Óâåëè÷èâàÿ h íà åäèíèöó, ïåðåõîäèì ê ï. 2.

5. Ðåøàåì çàäà÷ó âèäà (3), (13), (14) ïðè � �h h� è (19) ïðè x xh h� . Ðåøå-

íèå 
 �� �� h hx1 1, çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì ïåðåáîðà.

Ïîíÿòíî, ÷òî â ñëó÷àå l � -ïåðåáîðà äëÿ ïîëó÷åíèÿ ëó÷øåãî äîïóñòèìîãî ðå-

øåíèÿ íåîáõîäèìî, ÷òîáû çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè â òî÷êå x * áûëî ñòðîãî

áîëüøå � h . Ïðèâåäåì àëãîðèòì l � -ïåðåáîðà.

1. Ïîëàãàåì íîìåð èòåðàöèè h � 0 .

2. Ðåøàåì � �V h
Q -çàäà÷ó, ãäå ìíîæåñòâî Q M� îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèÿìè (3),

(4) è (18) ïðè � h hx� �( ) . Åñëè � �V h
Q -çàäà÷à íå èìååò ðåøåíèÿ, òî ïåðåõîäèì

ê ï. 6, èíà÷å ïóñòü x h — ðåøåíèå � �V h
Q -çàäà÷è.

3. Ðåøàåì çàäà÷ó âèäà (6), (7), (9), (20), ïóñòü 
 �� h hy, — åå ðåøåíèå, à òî÷êà

~
~

~

~

~x
y

y

y

y

u� � �
�

�
��

�

�
��

1

0 0

� îïðåäåëÿåò � k -êëàññ V h�1.

4. Åñëè �(~ )x h
 � , òî ïîëîæèì � h x� �1 �(~ ), x xh� �1 ~, èíà÷å � �h h� �1 ,

x xh h� �1 .
5. Óâåëè÷èâàÿ h íà åäèíèöó, ïåðåõîäèì ê ï. 2.

6. Ðåøàåì çàäà÷ó âèäà (3), (13), (14) ïðè � �h h� è (19) ïðè x xh h� . Ðåøå-

íèå 
 �� �� h hx1 1, çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì ïåðåáîðà.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)–(3) ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìîâ ïåðåáîðà � k -êëàññîâ

â ïîðÿäêå ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî âîçðàñòàíèÿ è ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî óáûâàíèÿ

ìîæíî èñïîëüçîâàòü àëãîðèòì 2 èç [12].

Ïðåäëàãàåìûé äàëåå òðåòèé àëãîðèòì ìåòîäà ÏîËÝ ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæåí-

íûì è ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü äîïóñòèìîå ðåøåíèå, äëÿ êîòîðîãî çíà÷åíèå öåëåâîé

ôóíêöèè îòëè÷àåòñÿ îò îïòèìóìà íå áîëåå ÷åì íà çàäàííóþ âåëè÷èíó.

Ïóñòü y� — ìàêñèìàëü â çàäà÷å (7)–(10), îïðåäåëÿþùàÿ òî÷êó

x
y

y

y

y

u� �
�

�
� �

�

�

�

�
��

�

�
��

1

0 0

� . Î÷åâèäíî, ÷òî âåëè÷èíà �( )x� äàåò âåðõíþþ îöåíêó � h (h �1)

çíà÷åíèé öåëåâîé ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå (2), (3). Ïóñòü òàêæå ��x — íåêîòîðàÿ

äîïóñòèìàÿ òî÷êà çàäà÷è (1)–(3). Çíà÷åíèå �( )��x ïðè � �( ) ( )�� � �x x áóäåì ñ÷èòàòü

íèæíåé îöåíêîé 	h îïòèìóìà ôóíêöèè �( )x íà ìíîæåñòâå (2), (3). Ïîëîæèì

�
	 �h

h h

�
�

2
è îñóùåñòâèì ïîèñê òåõ êîìáèíàòîðíûõ � k -êëàññîâ, ïðåäñòàâèòåëè

êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (14), (18) (à òîãäà òàêæå è óñëîâèÿì

�( )x h� � , �( )x h� � ).

Äëÿ ïîèñêà òàêèõ � k -êëàññîâ ðåøèì � �V Q h( ) -çàäà÷ó, ãäå ìíîãîãðàííèê

Q h M( ) � îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèÿìè (3), (4), (14), (18), à � k -êëàññ V îïðåäåëÿåòñÿ

òî÷êîé x�. Åñëè îíà íå èìååò ðåøåíèÿ, òî ðåøèì � �V Q h( ) -çàäà÷ó. Åñëè îíà òàêæå

íå èìååò ðåøåíèÿ, òî íå ñóùåñòâóåò êîìáèíàòîðíûõ � k -êëàññîâ, ïðåäñòàâèòåëè

êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó Q h( ) . Ñëåäîâàòåëüíî, îïòèìóì öåëåâîé ôóíê-

öèè íà ìíîæåñòâå (2), (3), î÷åâèäíî, íå ïðåâûøàåò � h , ò.å. � �h h� �1 .
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Îòìåòèì, ÷òî åñëè íà íåêîòîðîì ïîäìíîæåñòâå Q h( ) ìíîãîãðàííèêà M

� �V Q h( ) -çàäà÷à íå èìååò ðåøåíèÿ, òî îíà, î÷åâèäíî, íå èìååò ðåøåíèÿ è äëÿ ëþ-

áîãî Q Q h� ( ) . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ïîèñêå êîìáèíàòîðíûõ � k -êëàññîâ íà ìíî-

æåñòâå Q ìîæíî îñóùåñòâëÿòü ðåøåíèå òîëüêî � �V Q h( ) -çàäà÷è.

Åñëè ïðè ðåøåíèè � �V Q h( ) -çàäà÷è èëè � �V Q h( ) -çàäà÷è áûë íàéäåí êîìáèíà-

òîðíûé � k -êëàññ V ñ ïðåäñòàâèòåëåì x , òî íîâîå çíà÷åíèå íèæíåé îöåíêè 	h�1

ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ìàêñèìóì ôóíêöèè �( )x íà ìíîæåñòâå V . Äëÿ ýòîãî, êàê

ïîêàçàíî ðàíåå, ñëåäóåò ðåøèòü çàäà÷ó (6), (7), (9), (20).

Ïîâòîðèì ïîèñê êîìáèíàòîðíûõ � k -êëàññîâ, ïðåäñòàâèòåëè êîòîðûõ óäîâëåò-

âîðÿþò (14), (18) äëÿ íîâûõ çíà÷åíèé îöåíîê. Ïðîöåññ çàâåðøàåòñÿ, êîãäà áóäåò

äîñòèãíóòà òðåáóåìàÿ òî÷íîñòü 
 , ò.å. âåëè÷èíà � 	h h� íå ïðåâûñèò 
.

Ïîñêîëüêó èçâåñòíî äîïóñòèìîå ðåøåíèå x h , äëÿ êîòîðîãî 	 �h h hx� ��( ) ,

òî ýòà òî÷êà ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ — ìàêñèìàëü â çàäà÷å (1)–(3), îäíàêî íåîáÿ-

çàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ìàêñèìàëüíîé èç òî÷åê, äîñòàâëÿþùèõ öå-

ëåâîé ôóíêöèè çíà÷åíèå � �( ) *x h � . Ïîýòîìó íåîáõîäèìî íàéòè ëåêñèêîãðàôè-

÷åñêè ìàêñèìàëüíóþ äîïóñòèìóþ òî÷êó, ïðèíàäëåæàùóþ ìíîãîãðàííèêó M �,
êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèÿìè (3), (4), (12). Äëÿ ïîèñêà ëåêñèêîãðàôè÷åñêè

ìàêñèìàëüíîé òî÷êè ìíîãîãðàííèêà M �, êàê óêàçûâàëîñü ðàíåå, íåîáõîäèìî ðå-

øèòü çàäà÷ó (3), (4), (13), (14) ïðè � h � �* . Åñëè åå ìàêñèìàëü ��x îïðåäåëÿåò íå-

êîìáèíàòîðíûé � k -êëàññ ��V , òî íåîáõîäèìî òàêæå ðåøèòü � ��� �V M -çàäà÷ó.

Íà îñíîâå èçëîæåííîãî ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàêîé àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ

ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)–(3) ñ òî÷íîñòüþ 
 (ïî öåëåâîé ôóíêöèè).

1. Ðåøàåì çàäà÷ó (6)–(9). Åñëè îíà íå èìååò ðåøåíèÿ, òî íå èìååò ðåøåíèÿ è

èñõîäíàÿ çàäà÷à, èíà÷å ïóñòü 
 �
~

, ~� y — åå ðåøåíèå.

2. Ðåøàåì çàäà÷ó (3), (4), (13), (14), ïóñòü 
 � �
~

,� x — åå ðåøåíèå, à òî÷êà x�

îïðåäåëÿåò � k -êëàññ V M k� / � .

3. Ïîëàãàåì íîìåð èòåðàöèè h �1 .

4. Ðåøàåì � �V M -çàäà÷ó. Åñëè îíà èìååò ðåøåíèå x h , òî ïîëàãàåì lh �1è ïå-

ðåõîäèì ê ï. 6, èíà÷å ïîëàãàåì lh � 0 .

5. Ðåøàåì � �V M -çàäà÷ó. Åñëè îíà íå èìååò ðåøåíèÿ, òî òàêæå íå èìååò ðå-

øåíèÿ è èñõîäíàÿ çàäà÷à, èíà÷å ïóñòü x h — åå ðåøåíèå.

6. Ïîëàãàåì � h x� ��( ) , 	h hx� �( ) , ãäå x
y

y

y

y

h
h

h

u
h

h
� � �

�

�

�
�

�

�

�
�

1

0 0

� , yh — ìàêñè-

ìàëü â çàäà÷å (6), (7), (9), (20).

7. Åñëè � 	 
h h� � , òî ïåðåõîäèì ê ï. 13.

8. Ïîëàãàåì �
	 �h

h h

�
�

2
.

9. Åñëè lh �1 , òî ðåøàåì � �V Q h( ) -çàäà÷ó, ãäå ìíîãîãðàííèê Q h( ) îïðåäåëÿåò-

ñÿ óñëîâèÿìè (3), (4), (14), (18). Åñëè çàäà÷à èìååò ðåøåíèå x h , òî ïîëàãàåì

l lh h� �1 è ïåðåõîäèì ê ï. 11, èíà÷å — ê ï. 10.

10. Ðåøàåì � �V Q h( ) -çàäà÷ó, ãäå ìíîãîãðàííèê Q h( ) îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèÿ-

ìè (3), (4), (14), (18). Åñëè îíà èìååò ðåøåíèå x h , òî ïîëàãàåì lh� �1 0 è ïåðåõî-
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äèì ê ï. 11, èíà÷å ïîëàãàåì � �h h� �1 , 	 	h h� �1 , l lh h� �1 , x xh h� �1 è, óâåëè-

÷èâàÿ h íà åäèíèöó, ïåðåõîäèì ê ï. 7.

11. Ðåøàåì çàäà÷ó (6), (7), (9), (20). Ïóñòü åå ðåøåíèå 
 � �� �� ( ),y yh h1 1 îïðå-

äåëÿåò òî÷êó x
y

y

y

y

h
h

h

u
h

h

�
�

�

�

�
� � �

�

�

�
�

�

�

�
�

1 1
1

0
1

1

0
1

� .

12. Ïîëàãàåì 	h hx� ��1 1�( ) , � �h h� �1 , óâåëè÷èâàåì h íà åäèíèöó è ïåðå-

õîäèì ê ï. 7.

13. Ðåøàåì çàäà÷ó (3), (4), (13), (14), â êîòîðîé � h h� � . Ïóñòü 
 �� ����( ),x x —

åå ðåøåíèå, à òî÷êà ��x îïðåäåëÿåò � k -êëàññ ��V .

14. Åñëè � k -êëàññ ��V êîìáèíàòîðíûé, òî 
 �� ����( ),x x — ðåøåíèå èñõîäíîé

çàäà÷è (1)–(3), èíà÷å ðåøåíèåì çàäà÷è (1)–(3) ÿâëÿåòñÿ ïàðà 
 ��( ),* *x x , ãäå

òî÷êà x * — ðåøåíèå � ��� �V M -çàäà÷è, à ìíîãîãðàííèê M � îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèÿ-

ìè (3), (4), è (12) ïðè � �* ( )� ��x .

Îòìåòèì, ÷òî, êàê è â ñëó÷àå ëèíåéíîé çàäà÷è, ðàññìîòðåííûé àëãîðèòì ïî-

çâîëÿåò íàéòè òî÷íîå ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è, åñëè èçâåñòíî äèñêðåòíîå ìíî-

æåñòâî, êîòîðîìó ïðèíàäëåæàò çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè. Äëÿ ýòîãî ñëåäóåò

îñòàíîâèòü èòåðàöèîííûé ïðîöåññ, êîãäà âåëè÷èíà � 	h h� ñòàíåò íå áîëüøå ðàç-

íîñòè äâóõ ñîñåäíèõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà.

Êðîìå òîãî, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî ìíîãîãðàííèêà Q h( ) , îïðåäåëåííîãî óñëî-

âèÿìè (3), (4) è (18) ïðè � 	h h� , íå èìåþò ðåøåíèÿ íè � �V Q h( ) -çàäà÷à, íè

� �V Q h( ) -çàäà÷à (� k -êëàññ V îïðåäåëåí òî÷êîé x h ), íå ñóùåñòâóåò êîìáèíàòîð-

íûõ � k -êëàññîâ, êîòîðûå äîñòàâëÿþò öåëåâîé ôóíêöèè çíà÷åíèå íå ìåíüøåå

	h hx� �( ) . Òàêèì îáðàçîì, ïàðà 
 ��( ),x xh h ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì (òî÷íûì) çàäà-

÷è (1)–(3). Îäíàêî òðåáóåò äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ âîïðîñ îá ýôôåêòèâíîñòè

èñïîëüçîâàíèÿ òàêîé ïðîâåðêè â àëãîðèòìå.

ÈËËÞÑÒÐÀÒÈÂÍÛÉ ÏÐÈÌÅÐ

Ðàññìîòðèì ïðèìåð, èëëþñòðèðóþùèé îñîáåííîñòè ïðèâåäåííûõ àëãîðèòìîâ.

Ïóñòü â çàäà÷å (1)–(3) �( )x
x x x

x x
�

� �

� �

4 5

1

1 2 3

1 2

, G � { }2 5 5 8 10 10, , , , , , k � 2 ,

( , ) ( )x x E G1 2 6
2� , äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ èìåþò âèä

x x x x x x x x1 2 1 2 1 2 3 36 62 3 2 42 20 15� � � � � � � �, , , .

Âñå òðè àëãîðèòìà ìåòîäà ÏîËÝ ïðåäïîëàãàþò íàõîæäåíèå ëåêñèêîãðàôè-

÷åñêîãî ìàêñèìóìà è ìàêñèìàëè ôóíêöèè �( )x íà ìíîãîãðàííèêå M , êîòîðûé

çàäàåòñÿ äîïîëíèòåëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè çàäà÷è è ñèñòåìîé íåðàâåíñòâ (4),

îïðåäåëÿþùåé îáùèé ìíîãîãðàííèê ðàçìåùåíèé. Â äàííîì ñëó÷àå ñèñòåìà (4)

èìååò ñëåäóþùèé âèä:

2 101� �x , 2 102� �x , 7 201 2� � �x x .

Äëÿ ðåøåíèÿ òàêîé çàäà÷è âíà÷àëå ðåøèì çàäà÷ó âèäà (6)–(9): íàéòè (6), ãäå

�� � � �( )y y y y4 51 2 3 ïðè óñëîâèÿõ
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y y y y y y1 2 0 1 2 06 62 0 3 2 42 0� � � � � �, ,

y y y y1 2 3 020 0� � � � , y y3 015 0� � , y y y y1 2 0 01 0� � � 
, ; (21)

2 10 2 10 7 200 1 0 0 2 0 0 1 2 0y y y y y y y y y y� � � � � � �, , . (22)

Ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ïàðà 4
1

9

1

18

4

9

1

2

1

6
, ; ; ;

�

�
�

�

�
� . Äëÿ íàõîæäåíèÿ

ëåêñèêîãðàôè÷åñêîé ìàêñèìàëè ðåøèì çàäà÷ó ëåêñèêîãðàôè÷åñêîé ìàêñèìèçà-

öèè ôóíêöèè �( )x x x x x x x� ��

�
�

�

�
� � ��

�
�

�

�
� � � � � �4 4

1

9
5 4

1

9

1

9

8

9
1 2 3 1 2 3 ïðè óñëîâè-

ÿõ x M� è � � � �  �
1

9

8

9
4

1

9
1 01 2 3x x x . Ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ïàðà

4
1

9
8 9 3, ( ; ; ) .

Ðàññìîòðèì ïðèìåíåíèå òðåòüåãî àëãîðèòìà ìåòîäà ÏîËÝ ê ïðèáëèæåííî-

ìó ðåøåíèþ èñõîäíîé çàäà÷è. Ïóñòü 
 � 01, , � k -êëàññ V îïðåäåëåí òî÷êîé

x� � ( ; ; )8 9 3 . Ïîëàãàåì íîìåð èòåðàöèè h �1 è ðåøàåì � �V M -çàäà÷ó. Òàê êàê çàäà-

÷à èìååò ðåøåíèå x 1 8 5 15� ( ; ; ) , òî ïîëàãàåì l1 1� . Íàõîäèì íèæíþþ îöåíêó

ìàêñèìóìà öåëåâîé ôóíêöèè, ðåøàÿ çàäà÷ó âèäà (6), (7), (9), (20), ò.å. çàäà÷ó ìàê-

ñèìèçàöèè ôóíêöèè �� � � �( )y y y y4 51 2 3 ïðè óñëîâèÿõ (21) è y y1 08� ,

y y2 05� . Ïîëó÷àåì y1 1

14

4

7

5

14

1

2
� �

�
�

�

�
�; ; ; , îòêóäà x1 8 5 7� ( ; ; ) , 	1 1 3

4

7
� ��( )x .

Òðåáóåìàÿ òî÷íîñòü íå äîñòèãíóòà, ïîñêîëüêó �1 4
1

9
� � ��( )x , 	1 3

4

7
� ,

� 	 
1 1� 
 . Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðåõîäèì ê ï. 8: ïîëàãàåì �
	 �1

1 1

2
�

�
�

�  ��

�
�

�

�
� �

1

2
3

4

7
4

1

9
3

53

63
. Òàê êàê l1 1� , òî ðåøàåì � �V Q ( )1 -çàäà÷ó , ãäå

ìíîãîãðàííèê Q( )1 îïðåäåëåí óñëîâèÿìè x M� è

� � � � � � �
1

9

8

9
4

1

9

10

63

73

63
3

53

63
1 2 3 1 2 3x x x x x x, .

Ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ òî÷êà x 1 2 10 8
4

63
� �

�
�

�

�
�; ; , ðåøåíèåì ñîîòâåò-

ñòâóþùåé çàäà÷è âèäà (6), (7), (9), (20) â ï. 11 — ïàðà 3
11

13

1

13

2

13

10

13

8

13
, ; ; ;

�

�
�

�

�
� . Ñëå-

äîâàòåëüíî, x 2 2 10 8� ( ; ; ) . Ïîëàãàåì 	2 3
11

13
� , � 2 4

1

9
� è óâåëè÷èâàåì h íà åäèíè-

öó. Òàê êàê 	 � 
2 2 31

117
� � 
 , òî ïðîäîëæàåì èòåðàöèîííûé ïðîöåññ: � 2 3

229

234
� ,

ìíîãîãðàííèê Q( )2 îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèÿìè x M� è

� � � � � � �
1

9

8

9
4

1

9

5

234

239

234
3

229

234
1 2 3 1 2 3x x x x x x, .

Ïîñêîëüêó íè � �V Q ( )2 -çàäà÷à, íè � �V Q ( )2 -çàäà÷à ðåøåíèÿ íå èìåþò, ïîëàãà-

åì � �3 2 3
229

234
� � , 	 	3 2 3

11

13
� � , l l3 2 1� � , x x3 2 2 10 8� � ( ; ; ) , h � 3 è ïåðåõî-

äèì ê ï. 7.
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Òàê êàê 3
229

234
3

11

13
� 
 
 , òî ïîëàãàåì � 3 3

427

468
� . Êàê è íà ïðåäûäóùåé èòåðà-

öèè, íè � �V Q ( )3 -çàäà÷à, íè � �V Q ( )3 -çàäà÷à ðåøåíèÿ íå èìåþò, ñëåäîâàòåëüíî,

� 4 3
427

468
� , 	4 3

11

13
� . Ïðè ýòîì � 	 
4 4� � , ò.å. äîñòèãíóòà òðåáóåìàÿ òî÷íîñòü.

Ðåøåíèåì çàäà÷è (13) íà ìíîæåñòâå x M� è
2

13

15

13
3

11

13
1 2 3x x x� � � ÿâëÿåòñÿ ïàðà

3
11

13
2 6 4

8

13
, ; ;

�

�
�

�

�
� . Ìàêñèìàëü îïðåäåëÿåò íåêîìáèíàòîðíûé � k -êëàññ ��V , ïîýòî-

ìó ðåøàåì � ��� �V M -çàäà÷ó, ãäå ìíîãîãðàííèê M � îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèÿìè x M� è

2

13

15

13
3

11

13
1 2 3x x x� � � . Ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è åñòü òî÷êà ( ; ; )2 10 8 , à òîãäà ïàðà

3
11

13
2 10 8, ( ; ; ) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì èñõîäíîé çàäà÷è. Îòìåòèì, ÷òî ýòî ðåøåíèå

òî÷íîå, òàê êàê äëÿ � k -êëàññà V ñ ïðåäñòàâèòåëåì x x4 3 2 10 8� � ( ; ; ) è ìíîãîãðàí-

íèêà Q( )4 , îïðåäåëÿåìîãî óñëîâèÿìè x M� è
2

13

15

13
3

11

13
1 2 3x x x� � � , íè

� �V Q ( )4 -çàäà÷à, íè � �V Q ( )4 -çàäà÷à ðåøåíèÿ íå èìåþò.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â ñòàòüå îáîñíîâàíî ïðèìåíåíèå ìåòîäà ÏîËÝ äëÿ ðåøåíèÿ ÷àñòè÷íî êîìáèíà-

òîðíûõ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ íà ðàçìåùåíèÿõ ñ äðîáíî-ëèíåéíîé öåëåâîé

ôóíêöèåé è ëèíåéíûìè äîïîëíèòåëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè. Ïðåäëîæåííûå àëãî-

ðèòìû ìåòîäà ÏîËÝ èñïîëüçóþò ðàçáèåíèå ìíîãîãðàííîãî ìíîæåñòâà íà êëàññû

ýêâèâàëåíòíîñòè ïî áèíàðíîìó îòíîøåíèþ ëåêñèêîãðàôè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè

îòíîñèòåëüíî ðàçìåùåíèé, à òàêæå ïîñëåäóþùèé íàïðàâëåííûé ïåðåáîð ïîëó-

÷åííûõ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè. Èçëîæåííûå ïîäõîäû ìîæíî ìîäèôèöèðîâàòü

äëÿ ðåøåíèÿ äðóãèõ êëàññîâ åâêëèäîâûõ çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè,

â òîì ÷èñëå è ñ ðàçëè÷íûìè âèäàìè íåîïðåäåëåííîñòè.
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Î.Î. ªìåöü, Ò.Ì. Áàðáîë³íà
ËÅÊÑÈÊÎÃÐÀÔ²×ÍÀ ÅÊÂ²ÂÀËÅÍÒÍ²ÑÒÜ Ó ×ÀÑÒÊÎÂÎ ÊÎÌÁ²ÍÀÒÎÐÍ²É
ÎÏÒÈÌ²ÇÀÖ²¯ ÄÐÎÁÎÂÎ-Ë²Í²ÉÍÈÕ ÔÓÍÊÖ²É ÍÀ ÐÎÇÌ²ÙÅÍÍßÕ

Àíîòàö³ÿ. Îá´ðóíòóâàíî ìåòîä ïîáóäîâè ëåêñèêîãðàô³÷íî¿ åêâ³âàëåíòíîñò³
äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ ÷àñòêîâî êîìá³íàòîðíèõ îïòèì³çàö³éíèõ çàäà÷ íà
ðîçì³ùåííÿõ ç äðîáîâî-ë³í³éíîþ ö³ëüîâîþ ôóíêö³ºþ òà ë³í³éíèìè äîäàòêî-
âèìè îáìåæåííÿìè. Ìåòîä ïåðåäáà÷àº ñïðÿìîâàíèé ïåðåá³ð êëàñ³â åêâ³âà-
ëåíòíîñò³, îòðèìàíèõ ïðè ðîçáèòò³ áàãàòîãðàííî¿ ìíîæèíè íà îñíîâ³ â³äíî-
øåííÿ åêâ³âàëåíòíîñò³. Çàïðîïîíîâàíî ÿê òî÷í³, òàê ³ íàáëèæåíèé àëãîðèò-
ìè. Îñòàíí³é äîçâîëÿº îòðèìóâàòè çíà÷åííÿ ö³ëüîâî¿ ôóíêö³¿, ùî
â³äð³çíÿºòüñÿ â³ä îïòèìóìó íå á³ëüøå, í³æ íà çàäàíó âåëè÷èíó.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: åâêë³äîâà çàäà÷à êîìá³íàòîðíî¿ îïòèì³çàö³¿, çàäà÷à
îïòèì³çàö³¿ íà ðîçì³ùåííÿõ, ëåêñèêîãðàô³÷íà åêâ³âàëåíòí³ñòü, äðîáî-
âî-ë³í³éíà ôóíêö³ÿ.

O.O. Iemets, T.M. Barbolina
LEXICOGRAPHIC EQUIVALENCE IN MIXED COMBINATORIAL OPTIMIZATION
OF LINEAR-FRACTIONAL FUNCTIONS ON ARRANGEMENTS

Abstract. The paper substantiates the method of constructing the lexicographic
equivalence to solve mixed combinatorial optimization problems on
arrangements with linear-fractional objective function and linear additional
constraints. The method involves directed search of equivalence classes obtained
by splitting polyhedral set using equivalence relation. The authors propose exact
methods as well as an approximate one. The approximate method allows getting
the objective function value that differs from the optimum by no more than a
predetermined value.

Keywords: Euclidian problem of combinatorial optimization, optimization
problem on arrangements, lexicographic equivalence, linear-fractional function.
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