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ÐÀÂÍÎÌÅÐÍÎÅ ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈÅ ÔÓÍÊÖÈÉ ÄÂÓÕ ÏÅÐÅÌÅÍÍÛÕ

Àííîòàöèÿ. Ïðåäëîæåí àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ðàâíîìåðíîãî ïðèáëèæåíèÿ

ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ êàê ãðàíè÷íîãî ïðèáëèæåíèÿ â íîðìå L
p

ïðè
p � � . Îí îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè ñðåäíåêâàäðàòè÷íîãî ïðèáëèæåíèÿ
ñ ïåðåìåííîé âåñîâîé ôóíêöèåé. Ïðåäëîæåí ñïîñîá ïîñëåäîâàòåëüíîãî
óòî÷íåíèÿ âåñîâîé ôóíêöèè. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû ðàâíîìåðíîãî ïðèáëèæå-
íèÿ òàáëè÷íî-çàäàííûõ ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà
íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ñ ïåðåìåííîé âåñîâîé ôóíêöèåé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðàâíîìåðíîå ïðèáëèæåíèå, ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ,

ïðèáëèæåíèå â ïðîñòðàíñòâå L
p
, ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ñ ïåðåìåí-

íîé âåñîâîé ôóíêöèåé.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ðàâíîìåðíîå ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ èñïîëüçóåòñÿ ïðè ïðîåê-

òèðîâàíèè òåõíè÷åñêèõ ñðåäñòâ äëÿ èçìåðåíèÿ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí è ïîñòðîå-

íèÿ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ. Â ÷àñòíîñòè, ðàâíîìåðíîå ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè äâóõ

ïåðåìåííûõ èñïîëüçóþò ïðè ïðîåêòèðîâàíèè ýëåêòðîííûõ ìàíîìåòðîâ, ïî-

ñêîëüêó èíôîðìàöèîííûé ñèãíàë ñåíñîðà äàâëåíèÿ ñîñòîèò èç äâóõ ñèãíàëîâ:

ñèãíàëà, êîòîðûé ñîáñòâåííî õàðàêòåðèçèðóåò äàâëåíèå, è ñèãíàëà, êîòîðûé

îïðåäåëÿåò òåìïåðàòóðó. Â ïîëèãðàôèè òîëùèíó ñëîÿ êðàñêè íà îòïå÷àòêå

îïðåäåëÿþò ïî îïòè÷åñêîé ïëîòíîñòè ñ ó÷åòîì öâåòà êðàñêè. Èñïîëüçîâàíèå

ìåòîäà âûðîæäåííîãî ÿäðà ïðè ïîñòðîåíèè ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ

ïðåäóñìàòðèâàåò àïïðîêñèìàöèþ åãî ÿäðà âûðàæåíèåì îò äâóõ ïåðåìåííûõ.

Ê ñîæàëåíèþ, ïîêà íå ñóùåñòâóåò ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ äëÿ âû÷èñëå-

íèÿ ïàðàìåòðîâ ðàâíîìåðíîãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ. Äëÿ

ïîëó÷åíèÿ ðàâíîìåðíîãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ ïðåèìó-

ùåñòâåííî èñïîëüçóþò òðè ìåòîäà: ìåòîä îïòèìèçàöèè; ïîñëåäîâàòåëüíîå âû-

÷èñëåíèå ðàâíîìåðíîãî ïðèáëèæåíèÿ ïî êàæäîé ïåðåìåííîé; èòåðàöèîííûå

àëãîðèòìû òèïà Ðåìåçà.

Íàèáîëåå ÷àñòî äëÿ íàõîæäåíèÿ ðàâíîìåðíîãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé ìíî-

ãèõ ïåðåìåííûõ èñïîëüçóþò ìåòîäû îïòèìèçàöèè, ò.å. ëèíåéíîå èëè íåëèíåéíîå

ìàòåìàòè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå. Â ÷àñòíîñòè, â ïàêåòå MATLAB äëÿ íàõîæ-

äåíèÿ ðàâíîìåðíîãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ ïðåäóñìîòðåíà

ôóíêöèÿ fminimax, ñ èñïîëüçîâàíèåì êîòîðîé ìîæíî âû÷èñëèòü ïàðàìåòðû ïðè-

áëèæåíèÿ ëèíåéíûì èëè íåëèíåéíûì âûðàæåíèåì. Ïðè îáðàùåíèè ê ýòîé ôóíê-

öèè íåîáõîäèìî óêàçàòü íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå, à â ñëó÷àå íåëèíåéíûõ çàäà÷

ìîæíî çàäàòü òàêæå è ãðàäèåíò.

Ïðîãðàììó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ðàâíîìåðíîãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíê-

öèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ îáîáùåííûì ïîëèíîìîì íà îñíîâå ìåòîäà ëèíåéíîãî

ïðîãðàììèðîâàíèÿ ðàçðàáîòàëà À.Î. Êàëåí÷óê-Ïîðõàíîâà [1]. Àíàëîãè÷íàÿ ïðî-

ãðàììà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïàðàìåòðîâ íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé ìíîãèõ

ïåðåìåííûõ ðàçðàáîòàíà Â.Ï. Êîíäðàòüåâûì [2].

Àëãîðèòìû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ðàâíîìåðíîãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíê-

öèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ íà îñíîâå ïîñëåäîâàòåëüíîãî èñïîëüçîâàíèÿ ðàâíîìåð-

íîé àïïðîêñèìàöèè ïî êàæäîé èç ïåðåìåííûõ îïèñàíî â ðàáîòàõ [3, 4]. Ïî ýòîìó

àëãîðèòìó ïîëó÷àåì íåñêîëüêî á�ëüøóþ ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè,

÷åì ïðè íàèëó÷øåì (÷åáûøåâñêîì) ïðèáëèæåíèè.
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Àëãîðèòì ðàâíîìåðíîãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ

ñ èñïîëüçîâàíèåì èòåðàöèîííîé ñõåìû òèïà Ðåìåçà îïèñàí â ðàáîòå Á.Î. Ïîïîâà

è Ã.Ô. Êðèâîðó÷êî [5]. Ïî ýòîìó àëãîðèòìó íà êàæäîé èòåðàöèè óòî÷íÿåòñÿ ìíî-

æåñòâî óçëîâ — òî÷åê ñ íàèáîëüøèì îòêëîíåíèåì ïðèáëèæàþùåãî âûðàæåíèÿ

îò ïðèáëèæàåìîé ôóíêöèè (àíàëîã òî÷åê àëüòåðíàíñà ïðè ïðèáëèæåíèè ôóíê-

öèè îäíîé ïåðåìåííîé). Ðåøåíèå çàäà÷è ÷åáûøåâñêîé èíòåðïîëÿöèè ïî ýòîìó

àëãîðèòìó ïðîâîäèòñÿ çà äâà ýòàïà. Íà ïåðâîì ýòàïå îïðåäåëÿþòñÿ çíàêè îòêëî-

íåíèÿ ïðèáëèæàþùåãî âûðàæåíèÿ îò ïðèáëèæàåìîé ôóíêöèè â óçëîâûõ òî÷êàõ.

Íà âòîðîì ýòàïå â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåííûìè çíàêàìè îòêëîíåíèÿ íà ìíî-

æåñòâå óçëîâûõ òî÷åê ðåøàåì ñèñòåìó óðàâíåíèé, ñîîòâåòñòâóþùóþ çàäà÷å ÷å-

áûøåâñêîé èíòåðïîëÿöèè. Äàëåå êàê è ïî ñõåìå Ðåìåçà äëÿ ôóíêöèè îäíîé ïåðå-

ìåííîé ñ èçìåíåíèåì òî÷åê àëüòåðíàíñà ïî àëãîðèòìó Âàëëå–Ïóññåíà èçìåíÿåì

ëèøü îäèí èç óçëîâ. Îïòèìèçàöèþ ýòîãî àëãîðèòìà äëÿ íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ

ñëó÷àåâ ïðåäëîæèë ß.Â. Ãàïîíþê [6].

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ðàâíîìåðíîãî ïðè-

áëèæåíèÿ ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ êàê ïðåäåëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ â íîðìå

ïðîñòðàíñòâà L
p

ïðè p � � [7].
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Ïóñòü íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ äâóõ ïåðåìåííûõ f x y( , ), çàäàííóþ íà ïðÿìî-

óãîëüíèêå [ , ] [ , ]� � � �1 1 2 2� , íåîáõîäèìî ïðèáëèçèòü ïîëèíîìîì

F a x y a x ym i i

i

m

( ; , ) ( , )�
�
� �

0

(1)

ïî ñèñòåìå áàçèñíûõ ôóíêöèé � i x y( , ), i m� 0, , ãäå ai ( , )i m� 0 — íåèçâåñò-

íûå äåéñòâèòåëüíûå ïàðàìåòðû: { }a Ai i
m
�

�
0

, A R m� , R m — m-ìåðíîå âåê-

òîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Âûðàæåíèå F a x ym ( ; , )	 áóäåì íàçûâàòü ðàâíîìåðíûì

ïðèáëèæåíèåì ôóíêöèè f x y( , ) íà ïðÿìîóãîëüíèêå [ , ] [ , ]� � � �1 1 2 2� , åñëè

îíî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
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Ýòî çíà÷èò, ÷òî íåîáõîäèìî íàéòè òàêèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ a	 , ïðè êîòî-

ðûõ íàèáîëüøåå ïî ìîäóëþ îòêëîíåíèå âûðàæåíèÿ F a x ym ( ; , )	 îò ôóíêöèè

f x y( , ) íà ïðÿìîóãîëüíèêå [ , ] [ , ]� � � �1 1 2 2� äîñòèãàåò íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ.

Îöåíêà áëèçîñòè ñðåäíåñòåïåííîãî ïðèáëèæåíèÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè

f x y( , ) âûðàæåíèåì F a x ym ( ; , ) íà [ , ] [ , ]� � � �1 1 2 2� îïðåäåëÿåòñÿ â íîðìå ïðî-

ñòðàíñòâà L
p

ïî ôîðìóëå
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, (3)

ãäå � ( , ) ( , ) ( ; , )x y f x y F a x ym� � , 1 
 � �p . Äëÿ 1 
 � �p âåëè÷èíà | | | |�
L

p ïðè-

íèìàåò ïðîìåæóòî÷íûå çíà÷åíèÿ ìåæäó | | | |� L1 è | | | |� C [8], ãäå | | | |� C — íîðìà

â ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ íà ïðÿìîóãîëüíèêå [ , ] [ , ]� � � �1 1 2 2� .

Íîðìó â ïðîñòðàíñòâàõ Lp ( )1 
 � �p èñïîëüçóþò â çàäà÷àõ, äëÿ êîòîðûõ

íåò ïîòðåáíîñòè â îáåñïå÷åíèè õîðîøåãî ïðèáëèæåíèÿ âî âñåõ òî÷êàõ äëÿ

x �[ , ]� �1 1 è y �[ , ]� �2 2 . Ìàëîå çíà÷åíèå âåëè÷èíû | | | |�
L

p íå îçíà÷àåò, ÷òî ìî-
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äóëü ïîãðåøíîñòè | |� áóäåò ìàëûì. Ëèøü äëÿ ÷åáûøåâñêîé íîðìû èìååì

| | | | | |� �

C

. Â âû÷èñëèòåëüíîì àñïåêòå íàèáîëåå ëåãêî îïðåäåëÿòü ïðèáëèæåíèå â

ïðîñòðàíñòâå L2 . Ñëîæíåå íàõîäèòü ïðèáëèæåíèå â ïðîñòðàíñòâàõ ñ íîðìàìè L1 è Ñ .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå ïðè p � � ïðèáëèæåíèå â ïðîñòðàíñòâå

L� ñîâïàäàåò ñ ðàâíîìåðíûì ïðèáëèæåíèåì, â [8, 9] äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðàâíîìåð-

íîãî ïðèáëèæåíèÿ ïðåäëîæåí ìåòîä íà îñíîâå âçâåøåííûõ ñðåäíåêâàäðàòè÷íûõ

àïïðîêñèìàöèé. Ýòîò ìåòîä áàçèðóåòñÿ íà èäåå ïîëó÷åíèÿ ïðèáëèæåíèÿ â ïðî-

ñòðàíñòâå L
p
, êàê ñðåäíåêâàäðàòè÷íîãî ïðèáëèæåíèÿ

�

�

�

�

�

j jx y x y dxdy( , ) | ( , ) | min� ��� �1
2

1

1

2

2

, j � 0 1, ,� , (4)

ñ âåñîâîé ôóíêöèåé

� j j
px y x y( , ) | ( , ) |� �� 2 , (5)

ãäå � j m jx y f x y F a x y( , ) ( , ) ( ; , ),� � , F a x ym j, ( ; , ) — ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå ïðè-

áëèæåíèå ôóíêöèè f x y( , ) ñ âåñîâîé ôóíêöèåé � j x y�1 ( , ).

Èòåðàöèîííûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ðàâíîìåðíîãî ïðèáëèæåíèÿ íà îñíîâå

ñðåäíåêâàäðàòè÷íîãî ïðèáëèæåíèÿ (4) ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè âåñîâîé ôóíê-

öèè [9]

� j j
jx y x y( , ) | ( , ) |� � 2 ïðè � 0 1( , )x y � , j � 0 1 2, , ,� (6)

Íàìè áûëà äîñòèãíóòà ñõîäèìîñòü èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà (4) ïðè ïðèìå-

íåíèè âåñîâîé ôóíêöèè

� 0 1( , )x y � , � j jx y x y x y x y( , ) | ( , ) | | ( , ) | | ( , ) |� � �� � �1
2

2
2 2

� , j �1 2, ,� (7)

Âåñîâàÿ ôóíêöèÿ (7) â îòëè÷èå îò (6) ó÷èòûâàåò ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìà-

öèè íà âñåõ ïðåäûäóùèõ èòåðàöèÿõ. Èìåííî óòî÷íåíèå çíà÷åíèÿ âåñîâîé ôóíê-

öèè ñ ó÷åòîì ïîãðåøíîñòåé ïðèáëèæåíèÿ íà ïðåäûäóùèõ èòåðàöèÿõ îáåñïå÷èâà-

åò âûðàâíèâàíèå ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì

èñïîëüçîâàíèè ñðåäíåêâàäðàòè÷íîãî ïðèáëèæåíèÿ.
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Ïóñòü íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ f x y( , ) äâóõ ïåðåìåííûõ, çàäàííóþ íà ìíîæå-

ñòâå òî÷åê ( , )x yi j , i k� 0, , j s� 0, , íåîáõîäèìî ïðèáëèçèòü îáîáùåííûì ïî-

ëèíîìîì (1). Äëÿ îöåíêè ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåíèÿ òàáëè÷íî-çàäàííûõ ôóíê-
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íîðìå â ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé íåïðåðûâíûõ íà ïðÿìîóãîëüíèêå [ , ] [ , ]x x y yk s0 0� .
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Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðàâíîìåðíîãî ïðèáëèæåíèÿ òàáëè÷íî-çàäàííûõ ôóíêöèé

èñïîëüçóåì ìåòîä, îñíîâàííûé íà ìåòîäå íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ñ ïåðåìåííîé

âåñîâîé ôóíêöèåé. Ýòîò ìåòîä àíàëîãè÷íî èòåðàöèîííîìó ìåòîäó (4), (6) îñíî-

âûâàåòñÿ íà èäåå ïîëó÷åíèÿ ïðèáëèæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå E p , êàê ïðèáëèæåíèÿ

ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ

� �r i j r i j

j

s

i

k

x y x y( , )( ( , )) min�
��
��



�

�
�

�

�

�
�

�1
2

00

, r � 0 1, ,� , (9)

ñ âåñîâîé ôóíêöèåé

� 0 1( , )x y � , � � � �r rx y x y x y x y( , ) | ( , ) | | ( , ) | | ( , ) |� � �1
2

2
2 2

� , r �1 2, , ,�

(10)

ãäå �r m rx y f x y F a x y( , ) ( , ) ( ; , ),� � , F a x ym r, ( ; , ) — ïðèáëèæåíèå ìåòîäîì

íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ôóíêöèè f x y( , ) ñ âåñîâîé ôóíêöèåé � r x y�1 ( , ).

Ïðèìåð 1. Íàéäåì ðàâíîìåðíîå ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè z x y e xy
1 ( , ) � � , çà-

äàííîé â òî÷êàõ ( , )x yi j , i � 0 100, , j � 0 100, , ãäå x ii � 0 01. , y jj � 0 01. , ïîëèíî-

ìîì âòîðîé ñòåïåíè ïî êàæäîé èç ïåðåìåííûõ x è y.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà çà ÷åòûðå èòåðàöèè â ñîîòâåò-

ñòâèè ñ ôîðìóëîé (9) äëÿ ôóíêöèè z x y1 ( , ) ïîëó÷åí ïîëèíîì

P x y x x2
20 9972071933 0 00258908 0 002394555359( , ) . . .� � � �0 002554584932. y �

� � � �0 9549205056 0 01181962538 0 002356864062 2. . .xy x y y

� �0 01178053096 0 30514296802 2 2. .xy x y , (11)

êîòîðûé îáåñïå÷èâàåò àáñîëþòíóþ ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåíèÿ 0.0035426.

Â ïðîöåññå âû÷èñëåíèÿ ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåíèÿ ïðèîáðåòàëà òàêèå çíà÷å-

íèÿ: íà ïåðâîé èòåðàöèè 0.0092249, íà âòîðîé 0.0040139, íà òðåòüåé 0.00388419,

íà ÷åòâåðòîé 0.0035426.

Èçîáðàæåíèå ïîâåðõíîñòè ïîëó÷åííîé ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè äàíî

íà ðèñ. 1.

Äëÿ ñðàâíåíèÿ íà ðèñ. 2 äàíî èçîáðàæåíèå ïîâåðõíîñòè ïîãðåøíîñòè ïðè-

áëèæåíèÿ ôóíêöèè z x y1 ( , ) ïîëèíîìîì îò äâóõ ïåðåìåííûõ âèäà (11) ìåòîäîì

íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, ò.å. ïîëèíîìîì, ïîëó÷åííûì â ðåçóëüòàòå ïåðâîé èòåðà-

öèè â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (9). Èç ðèñ. 2 ñëåäóåò, ÷òî ïîãðåøíîñòü àïïðîê-

ñèìàöèè ôóíêöèè ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ â îäíîé òî÷êå èìååò äîâîëüíî

áîëüøîå çíà÷åíèå ïî ñðàâíåíèþ ñ ïîãðåøíîñòüþ â äðóãèõ òî÷êàõ ïîâåðõíîñòè.

Â ðåçóëüòàòå èòåðàöèé (9), (10) ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè z x y1 ( , )

ïî÷òè ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëÿåòñÿ ñðåäè âñåõ òî÷åê ïîâåðõíîñòè (ñì. ðèñ. 1).
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Ðèñ. 1. Èçîáðàæåíèå ïîâåðõíîñòè ïîãðåøíîñòè
àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè z x y1 ( , ) ïîëèíî-
ìîì (11)

Ðèñ. 2. Èçîáðàæåíèå ïîâåðõíîñòè ïîãðåøíîñòè
àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè z x y1 ( , ) ïîëèíîìîì
âèäà (11) ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ



Àíàëîãè÷íàÿ êàðòèíà íàáëþäàåòñÿ è â äðóãèõ ïðèìåðàõ, à èìåííî â ðåçóëüòàòå

èòåðàöèé (9), (10) çíà÷åíèÿ ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè ðàâíîìåðíî ïåðåðàñ-

ïðåäåëÿþòñÿ ñðåäè âñåõ òî÷åê îáëàñòè ïðèáëèæåíèÿ. Ïðè ýòîì íàèáîëüøèå ïî

ìîäóëþ ïîëîæèòåëüíûå è îòðèöàòåëüíûå îòêëîíåíèÿ ïîëó÷åííîé

àïïðîêñèìàöèè îò çíà÷åíèé ôóíêöèè z x y1 ( , ) ïî÷òè ñîâïàäàþò.

Ïðèìåð 2. Íàéäåì ðàâíîìåðíîå ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè z x y x y2 ( , ) cos sin� ,

çàäàííîé â òî÷êàõ ( , )x yi j , i � 0 10, , j � 0 10, , ãäå x ii � 01. , y jj � 01. , ïîëèíîìîì ÷åò-

âåðòîé ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ x è y.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà çà òðè èòåðàöèè äëÿ ôóíêöèè

z x y2 ( , ) ïîëó÷åí ïîëèíîì

P x y x4 0 00007003027 0 004473027023 0 0044854207( , ) . . .� � � 67 1 035828115y xy� �.

� � �0 01878741822 0 01887016623 0058539208622 2 2 2. . .x y x y � �0 02499152596 3. x

� � � �0 02516825582 0 06918752534 0 0108396985 03 2 4. . .y x y x .010942974 4y �

� � �0 1242098179 0 06907102155 0 12428077303 2 3. . .x y xy xy , (12)

êîòîðûé îáåñïå÷èâàåò àáñîëþòíóþ ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåíèÿ 0.000262904.

Èçîáðàæåíèå ïîâåðõíîñòè ïîëó÷åííîé ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè ïîêàçàíî

íà ðèñ. 3.

Ïðèìåð 2 èñïîëüçîâàí â ðàáîòå

[1], â êîòîðîé äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðàâíî-

ìåðíîãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè

z x y2 ( , ) ïîëèíîìîì âèäà (12) ïðèìå-

íÿåòñÿ àëãîðèòì íà îñíîâå ìåòîäà ëè-

íåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Àáñîëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü àïïðîêñè-

ìàöèè ôóíêöèè z x y2 ( , ) ýòèì ìåòî-

äîì ñîñòàâëÿëà 0.0002732 è áûëà

äîñòèãíóòà íà 25-ì øàãå. Ýòîò æå

ïðèìåð äëÿ òåñòèðîâàíèÿ ïðîãðàììû

÷åáûøåâñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíê-

öèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ èñïîëüçîâàë

Â.Ï. Êîíäðàòüåâ [2]. Ïðîãðàììà, ðàçðàáîòàííàÿ Â.Ï. Êîíäðàòüåâûì íà îñíîâå

ìåòîäà ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, îáåñïå÷èëà ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè

0.0002735 çà 43 øàãà. Òàêàÿ æå çàäà÷à áûëà ðåøåíà ñ ïîìîùüþ

MATLAB-ôóíêöèè fminimax çà äâå èòåðàöèè ñ ïîãðåøíîñòüþ 0.00027392.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ïðåäëîæåííûé ìåòîä ïðèáëèæåíèÿ íåïðåðûâíûõ òàáëè÷íî-çàäàííûõ ôóíêöèé

äâóõ ïåðåìåííûõ îáîáùåííûì ïîëèíîìîì îáåñïå÷èâàåò âîçìîæíîñòü ïîëó÷å-

íèÿ àïïðîêñèìàöèè ñ ïî÷òè ðàâíîìåðíûì ðàçíåñåíèåì ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæå-

íèÿ ñðåäè âñåõ òî÷åê çàäàíèÿ ôóíêöèè. Ïðè ýòîì íàèáîëüøèå ïî ìîäóëþ ïîëî-

æèòåëüíûå è îòðèöàòåëüíûå îòêëîíåíèÿ ïîëó÷àåìûõ àïïðîêñèìàöèé îò çíà÷å-

íèé ïðèáëèæàåìûõ ôóíêöèé ïî÷òè ñîâïàäàþò. Òî÷íîñòü ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé

ýòèì ìåòîäîì íå õóæå, ÷åì ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà ëèíåéíîé îïòèìèçàöèè

(ñì. ïðèìåð 2). Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àåìûå ýòèì ìåòîäîì àïïðîêñèìàöèè äîñòà-

òî÷íî áëèçêè ïî òî÷íîñòè ïðèáëèæåíèÿ ê íàèëó÷øåìó ïðèáëèæåíèþ.

Èäåÿ ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà äîïóñêàåò åãî èñïîëüçîâàíèå äëÿ àïïðîêñèìà-

öèè íåïðåðûâíûõ òàáëè÷íî-çàäàííûõ ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ.
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Ðèñ. 3. Èçîáðàæåíèå ïîâåðõíîñòè ïîãðåøíîñòè
àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè z x y2 ( , ) ïîëèíîìîì (12)
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Àíîòàö³ÿ. Çàïðîïîíîâàíî àëãîðèòì ïîáóäîâè ð³âíîì³ðíîãî íàáëèæåííÿ
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Â³í ´ðóíòóºòüñÿ íà âèêîðèñòàíí³ ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íîãî íàáëèæåííÿ ç³
çì³ííîþ âàãîâîþ ôóíêö³ºþ. Çàïðîïîíîâàíî ñïîñ³á ïîñë³äîâíîãî óòî÷íåííÿ
âàãîâî¿ ôóíêö³¿. Íàâåäåíî ïðèêëàäè ð³âíîì³ðíîãî íàáëèæåííÿ òàáëè÷íî-çà-
äàíèõ ôóíêö³é äâîõ çì³ííèõ ç âèêîðèñòàííÿì ìåòîäó íàéìåíøèõ êâàäðàò³â
ç³ çì³ííîþ âàãîâîþ ôóíêö³ºþ.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ð³âíîì³ðíå íàáëèæåííÿ, ôóíêö³ÿ äâîõ çì³ííèõ, íàáëèæåííÿ

ó ïðîñòîð³ L
p
, ìåòîä íàéìåíøèõ êâàäðàò³â ç³ çì³ííîþ âàãîâîþ ôóíêö³ºþ.

P.S. Malachivskyy, Ya.N. Matviychuk, Ya.V. Pizyur, R.P. Malachivskyi
UNIFORM APPROXIMATION OF FUNCTION OF TWO VARIABLES

Abstract. The algorithm for uniform approximation of function of two variables

is described as approximation in norm L
p

as p � �. It is based on mean square

approximation with variable weight function. The technique of successive
adjustment of weight function is proposed. The examples for uniform
approximation of table-defined functions of two vaiables using mean square
approximation with variable weight function are given.

Keywords: uniform approximation, function of two variables, approximation in

the norm of space L
p
, mean square approximation with changed weight function.
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