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Àííîòàöèÿ. Ðàññìîòðåíû òðè âû÷èñëèòåëüíûå ôîðìû r-àëãîðèòìîâ c ðàçëè÷-
íûì îáúåìîì âû÷èñëåíèé íà îäíîé èòåðàöèè. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû î ñõî-
äèìîñòè ïðåäåëüíîãî âàðèàíòà r-àëãîðèòìîâ äëÿ âûïóêëûõ ãëàäêèõ ôóíêöèé
è r� �( )-àëãîðèòìà äëÿ âûïóêëûõ êóñî÷íî-ãëàäêèõ ôóíêöèé. Îáñóæäåíû ïðàê-
òè÷åñêèå àñïåêòû âàðèàíòà r( )� -àëãîðèòìîâ ñ ïîñòîÿííûì � — êîýôôèöèåí-
òîì ðàñòÿæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà, è àäàïòèâíûì ñïîñîáîì ðåãóëèðîâêè øàãà
â íàïðàâëåíèè íîðìèðîâàííîãî àíòèñóáãðàäèåíòà â ïðåîáðàçîâàííîì ïðî-
ñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñóáãðàäèåíòíûé ìåòîä, íàèñêîðåéøèé ñïóñê, ðàçíîñòü
ñóáãðàäèåíòîâ, ðàñòÿæåíèå ïðîñòðàíñòâà, r-àëãîðèòì, ìåòîä ñîïðÿæåííûõ
ãðàäèåíòîâ, àäàïòèâíûé øàã, ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Â ðàáîòå [1], ïîñâÿùåííîé 75-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ Í.Ç. Øîðà, ðàññìîòðå-

íû òðè åãî âàæíåéøèå èäåè: îáîáùåííûé ãðàäèåíòíûé ñïóñê (1962 ã.), èñ-

ïîëüçîâàíèå ëèíåéíûõ íåîðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà äëÿ

óëó÷øåíèÿ îáóñëîâëåííîñòè îâðàæíûõ ôóíêöèé (1969 ã.), äâîéñòâåííûé ïîä-

õîä ê ïîëó÷åíèþ è óòî÷íåíèþ îöåíîê öåëåâîé ôóíêöèè â íåâûïóêëûõ êâàä-

ðàòè÷íûõ ìîäåëÿõ (1985 ã.). Òàêæå îïèñàíî ïðèìåíåíèå ýòèõ èäåé â ìåòîäàõ

è àëãîðèòìàõ, ðàçðàáîòàííûõ â Èíñòèòóòå êèáåðíåòèêè èì. Â.Ì. Ãëóøêîâà

ÍÀÍ Óêðàèíû. Îäíàêî â [1] íåäîñòàòî÷íî âíèìàíèÿ óäåëåíî r-àëãîðèòìàì,

à èõ ïðèìåíåíèå î÷åíü âàæíî äëÿ ïîäòâåðæäåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè âòîðîé èäåè

äëÿ ñóáãðàäèåíòíûõ ìåòîäîâ ñ ïðåîáðàçîâàíèåì ïðîñòðàíñòâà. Â íàñòîÿùåé

ñòàòüå, ïðèóðî÷åííîé ê 80-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ Í.Ç. Øîðà, äàí áîëåå îá-

øèðíûé àíàëèç ñîâðåìåííûõ r-àëãîðèòìîâ.

Cóáãðàäèåíòíûå ìåòîäû ñ ðàñòÿæåíèåì ïðîñòðàíñòâà â íàïðàâëåíèè ðàçíîñòè

äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñóáãðàäèåíòîâ ïðåäëîæåíû â [2, 3]. Îíè íàçâàíû r-àëãîðèò-

ìàìè è ÿâëÿþòñÿ îäíèì èç öåíòðàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ äîêòîðñêîé äèññåðòàöèè

Í.Ç. Øîðà (1970 ã.). Ïðîãðàììíûå ðåàëèçàöèè r-àëãîðèòìîâ îêàçàëèñü êîíêóðåí-

òíîñïîñîáíûìè êàê ïî âðåìåíè ñ÷åòà, òàê è ïî òî÷íîñòè ðåçóëüòàòîâ ñ íàèáîëåå ýô-

ôåêòèâíûìè ìåòîäàìè ðåøåíèÿ ãëàäêèõ ïëîõî îáóñëîâëåííûõ çàäà÷. Óñêîðåííóþ

ñõîäèìîñòü r-àëãîðèòìîâ ïðè ìèíèìèçàöèè íåãëàäêèõ âûïóêëûõ ôóíêöèé îáåñïå-

÷èâàåò âçàèìîñâÿçü â íèõ äâóõ ïðèíöèïîâ èç ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè.

Ïåðâûé ïðèíöèï ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè ïðîöåäóðû íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà

â íàïðàâëåíèè àíòèñóáãðàäèåíòà âûïóêëîé ôóíêöèè â ïðåîáðàçîâàííîì ïðîñòðàí-

ñòâå ïåðåìåííûõ. Åñëè ïîèñê ìèíèìóìà ôóíêöèè îñóùåñòâëÿåòñÿ òî÷íî, òî ýòîò
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ïðèíöèï ãàðàíòèðóåò ìîíîòîííîñòü ïî çíà÷åíèÿì âûïóêëîé ôóíêöèè äëÿ òî÷åê

ìèíèìèçèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, êîòîðàÿ êîíñòðóèðóåòñÿ r-àëãîðèòìàìè,

à åñëè ïðèáëèæåííî, òî «ìîíîòîííîñòü» ïî ìèíèìèçèðóåìîé ôóíêöèè çàìåíÿåòñÿ

«ïî÷òè ìîíîòîííîñòüþ».

Îäíàêî íàèñêîðåéøèé ñïócê äëÿ íåãëàäêèõ ôóíêöèé ìîæíî çàöèêëèòü, ÷òî-

áû èçáåæàòü ýòîãî, èñïîëüçóåòñÿ âòîðîé ïðèíöèï. Ïîñëåäíèé ïðåäíàçíà÷åí äëÿ

óìåíüøåíèÿ ñòåïåíè âûòÿíóòîñòè ïîâåðõíîñòåé óðîâíÿ îâðàæíîé ôóíêöèè

â ïðåîáðàçîâàííîì ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ. Îí ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè îïå-

ðàöèè ðàñòÿæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà â íàïðàâëåíèè ðàçíîñòè äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ

ñóáãðàäèåíòîâ, ãäå âòîðîé ñóáãðàäèåíò âû÷èñëåí â òî÷êå ìèíèìóìà ôóíêöèè ïî

íàïðàâëåíèþ ïåðâîãî àíòèñóáãðàäèåíòà. Â ðåçóëüòàòå ýòîãî ðàñòÿæåíèÿ óìåíü-

øàþòñÿ ïîïåðå÷íûå ñîñòàâëÿþùèå ñóáãðàäèåíòîâ âäîëü íàïðàâëåíèÿ ê òî÷êå

ìèíèìóìà, ÷òî îáåñïå÷èâàåò äîñòàòî÷íî áûñòðóþ ñõîäèìîñòü ñóáãðàäèåíòíîãî

ïðîöåññà ñ ðàñòÿæåíèåì ïðîñòðàíñòâà.

Êîìáèíàöèè ýòèõ ïðèíöèïîâ ïðè îïðåäåëåííîé ðåãóëèðîâêå øàãà íàèñêî-

ðåéøåãî ñïóñêà (òî÷íîãî èëè ïðèáëèæåííîãî) è ñîîòâåòñòâóþùåì âûáîðå êîýô-

ôèöèåíòà ðàñòÿæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà îáåñïå÷èâàþò óñêîðåííóþ ñõîäèìîñòü êîí-

êðåòíûõ âàðèàíòîâ r-àëãîðèòìîâ è ãàðàíòèðóþò èõ ìîíîòîííîñòü (èëè ïî÷òè ìî-

íîòîííîñòü) ïî çíà÷åíèþ ìèíèìèçèðóåìîé ôóíêöèè. Ýòî ïîäòâåðæäàåòñÿ

ðåçóëüòàòàìè ìíîãî÷èñëåííûõ ïðèìåíåíèé r-àëãîðèòìîâ â çàäà÷àõ ëèíåéíîãî

è íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, áëî÷íûõ çàäà÷àõ ñ ðàçëè÷íûìè ñõåìàìè äå-

êîìïîçèöèè, ïðè ðåøåíèè ìèíèìàêñíûõ è ìàòðè÷íûõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè, äëÿ

âû÷èñëåíèÿ äâîéñòâåííûõ ëàãðàíæåâûõ îöåíîê â ìíîãîýêñòðåìàëüíûõ è êîìáè-

íàòîðíûõ çàäà÷àõ îïòèìèçàöèè [4–7].

Äàëåå ïðèâåäåíû òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû è ñîâðåìåííûå ïðîãðàììíûå

ðåàëèçàöèè äëÿ r-àëãîðèòìîâ Øîðà. Ñòàòüÿ ñîäåðæèò òðè ðàçäåëà: â ïåðâîì îïè-

ñàíû òðè âû÷èñëèòåëüíûå ôîðìû r-àëãîðèòìîâ è ïðîàíàëèçèðîâàíû èõ ñâîéñòâà,

âî âòîðîì ïðèâåäåíû òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû î ñõîäèìîñòè r-àëãîðèòìîâ äëÿ

âûïóêëûõ ôóíêöèé, à â òðåòüåì — r( )� -àëãîðèòì ñ àäàïòèâíîé ðåãóëèðîâêîé

øàãà è åãî ïðîãðàììíûå ðåàëèçàöèè.

1. ÒÐÈ ÂÛ×ÈÑËÈÒÅËÜÍÛÅ ÔÎÐÌÛ r-ÀËÃÎÐÈÒÌÎÂ

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè âûïóêëîé ôóíêöèè f x( ), ãäå x E n� — âåê-

òîð èç n ïåðåìåííûõ. Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè îáîçíà÷èì f f x� �� ( ),

x X� �� . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f x( ) èìååò îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî ìèíèìóìîâ

X � , ò.å. âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå lim ( )
|| ||x

f x
��

� �� . Ýòî óñëîâèå îáåñïå÷èâàåò

êîððåêòíîñòü ðåãóëèðîâêè øàãà â r-àëãîðèòìàõ. Îáîçíà÷èì { }� k k�
�

0 íàáîð êî-

ýôôèöèåíòîâ ðàñòÿæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà, òàêèõ ÷òî � k �1.

Îïðåäåëåíèå 1. r-Àëãîðèòìîì äëÿ ìèíèìèçàöèè f x( ) íàçûâàåòñÿ èòåðàòèâ-

íàÿ ïðîöåäóðà íàõîæäåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè n-ìåðíûõ âåêòîðîâ { }xk k�
�

0 è ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè n n	 -ìàòðèö { }Bk k�
�

0 ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

x x h B B B R kk k k k k k k kk� �� 
 � � �1 1 0 1 2� ��, ( ), , , , , (1)
ãäå

�k
k f k

k f k

k k
h

k k

B g x

B g x
h h f x hB� � � 
�

�

T

T

( )

| | ( ) | |
, arg min (

0
�k ) , (2)

�
�

�k
k

k
k k

k k

k f k f k

B r

B r
r g x g x�  � � 
�

1
1 1,
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T

T
. (3)
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Çäåñü x0 — ñòàðòîâàÿ òî÷êà; B I n0 � — åäèíè÷íàÿ n n	 -ìàòðèöà (â êà÷åñòâå

ìàòðèöû B0 ÷àñòî âûáèðàþò äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó Dn ñ ïîëîæèòåëüíûìè

êîýôôèöèåíòàìè ïî äèàãîíàëè, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé îñóùåñòâëÿåòñÿ ìàñøòà-

áèðîâàíèå ïåðåìåííûõ); hk
� — âåëè÷èíà øàãà èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà ôóíêöèè

f x( ) â íàïðàâëåíèè íîðìèðîâàííîãî àíòèñóáãðàäèåíòà â ïðåîáðàçîâàííîì

ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ; R I n� � � ��( ) ( )� � 
1 T — îïåðàòîð ñæàòèÿ ïðîñò-

ðàíñòâà ñóáãðàäèåíòîâ â íîðìèðîâàííîì íàïðàâëåíèè � ñ êîýôôèöèåíòîì

�
�

� 
1

1; g xf k( ) è g xf k( )�1 — ñóáãðàäèåíòû ôóíêöèè f x( ) ñîîòâåòñòâåííî

â òî÷êàõ xk è xk�1. Åñëè íà èòåðàöèè k äëÿ ïðîöåññà (1)–(3) âûïîëíåíû íåêî-

òîðûå êðèòåðèè (óñëîâèÿ) îñòàíîâà, òî ïîëàãàåì k k� � , x xk k
� � è çàêàí÷èâàåì

ðàáîòó àëãîðèòìà.

Íà êàæäîé èòåðàöèè r-àëãîðèòìîâ ðåàëèçóåòñÿ ñóáãðàäèåíòíûé ñïóñê

äëÿ âûïóêëîé ôóíêöèè �( ) ( )y f B yk� â ïðåîáðàçîâàííîì ïðîñòðàíñòâå ïåðå-

ìåííûõ y A xk� , ãäå A Bk k
� 
1. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè îáå ÷àñòè ôîðìóëû

x x h Bk k k k k� � 
1 � óìíîæèòü ñëåâà íà ìàòðèöó Ak , òî ïîëó÷èì

y A x A x h y h
B g x

B g x
k k k k k k k k k

k f k

k f k

� �� � 
 � 
 �1 1 �

T

T

( )

| | ( ) | |
y h

g y

g y
k k

k

k



�

�

( )

| | ( ) | |
, (4)

ãäå âåêòîð g y B g xk k f k� ( ) ( )� T — ñóáãðàäèåíò ôóíêöèè �( ) ( )y f B yk� â òî÷-

êå y A xk k k� ïðîñòðàíñòâà ïåðåìåííûõ y A xk� . Ýòî ëåãêî âèäåòü èç òîãî, ÷òî

ñóáãðàäèåíò ôóíêöèè f x( ) â òî÷êå xk óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

f x f x g x x x x Ek f k k
n( ) ( ) ( ( )) ( )� � 
 � �T ,

îòêóäà, îñóùåñòâëÿÿ çàìåíó ïåðåìåííûõ x B yk� , ïîëó÷àåì

� � � �( ) ( ) ( ( )) ( ) ( ) ( ( )) (y y B g x y y y g y y yk k f k k k k k� � 
 � � 
T T T ) � �y E n .

Åñëè h hk k� � , òî ôîðìóëà (4) îçíà÷àåò òî÷íûé ïîèñê ìèíèìóìà ôóíêöèè

�( ) ( )y f B yk� â íàïðàâëåíèè íîðìèðîâàííîãî àíòèñóáãðàäèåíòà â ïðåîáðàçî-

âàííîì ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ y A xk� , à åñëè h hk k� � , — òî ïðèáëèæåííûé

ïîèñê. Åñëè ôóíêöèÿ f x( ) ÿâëÿåòñÿ íåäèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå xk , òî âîçìî-

æåí ñëó÷àé h hk k� �� 0, c êîòîðûì ñâÿçàíû îñíîâíûå ïðîáëåìû ñ óñëîâèåì

îñòàíîâà r-àëãîðèòìîâ äëÿ íåãëàäêèõ ôóíêöèé. Åñëè hk � 0, òî ýòî íå îçíà÷àåò,

÷òî â òî÷êå xk ñïóñê ñëåäóåò ïðåêðàòèòü. Â ïðîöåññå âûïîëíåíèÿ ñåðèè èòåðà-

öèé ñ íóëåâûì øàãîì èçìåíÿåòñÿ íå î÷åðåäíàÿ òî÷êà x xk k� �1 , à ìàòðèöà Bk�1

è î÷åðåäíîé ñóáãðàäèåíò g xf k( )�1 . Çíà÷èò, çà ñ÷åò ïîñëåäîâàòåëüíûõ ðàñòÿæå-

íèé ïðîñòðàíñòâà â íàïðàâëåíèè ðàçíîñòè äâóõ ñóáãðàäèåíòîâ, êîòîðûå ïîëó-

÷åíû â òî÷êå xk , îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîèñê ïîäõîäÿùåãî íàïðàâëåíèÿ óáûâàíèÿ

ôóíêöèè èç òî÷êè xk .

Ìîíîòîííîñòü ïî ìèíèìèçèðóåìîé ôóíêöèè äëÿ r-àëãîðèòìîâ îáåñïå÷èâàåò

èìåííî ðàñòÿæåíèå ïðîñòðàíñòâà â íàïðàâëåíèè ðàçíîñòè äâóõ ïîñëåäîâàòåëü-

íûõ ñóáãðàäèåíòîâ. Ýòèì r-àëãîðèòìû îòëè÷àþòñÿ îò ñóáãðàäèåíòíûõ ìåòîäîâ

ñ ðàñòÿæåíèåì ïðîñòðàíñòâà â íàïðàâëåíèè ñóáãðàäèåíòà, êîòîðûå äëÿ íåãëàä-

êèõ âûïóêëûõ ôóíêöèé â ïðèíöèïå íå ìîãóò áûòü ìîíîòîííûìè ïî ìèíèìèçè-

ðóåìîé ôóíêöèè. Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòî íà ïðèìåðå êóñî÷íî-ãëàäêîé ôóíêöèè

(ðèñ. 1). Ïóñòü èìååòñÿ òî÷êà íà ãðàíèöå äâóõ «êóñêîâ» êóñî÷íî-ãëàäêîé ïîâåð-

õíîñòè óðîâíÿ, à ãðàäèåíòû ê ýòèì ãëàäêèì «êóñêàì», âû÷èñëåííûå â äàííîé
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òî÷êå, îáðàçóþò òóïîé óãîë (ñì. ðèñ 1, à). Íèêàêîå ðàñòÿæåíèå ïðîñòðàíñòâà

â íàïðàâëåíèè ãðàäèåíòîâ íå ñïîñîáíî ïðåîáðàçîâàòü ýòîò óãîë â îñòðûé, âåëè-

÷èíà ïîñëåäíåãî ìîæåò ëèøü ïðèáëèæàòüñÿ ê � / 2, ïðè ýòîì óãîë îñòàåòñÿ òó-

ïûì. Ïîýòîìó, ïðèìåíÿÿ ðàñòÿæåíèå ïðîñòðàíñòâà â íàïðàâëåíèè ñóáãðàäèåíòà,

íåâîçìîæíî ïîëó÷èòü íàïðàâëåíèå óáûâàíèÿ ôóíêöèè â âèäå àíòèãðàäèåíòà

ê îäíîìó èç êóñêîâ â ðàñòÿíóòîì ïðîñòðàíñòâå. Â òî æå âðåìÿ ðàñòÿæåíèå ïðî-

ñòðàíñòâà â íàïðàâëåíèè ðàçíîñòè äâóõ óêàçàííûõ ãðàäèåíòîâ ñ äîñòàòî÷íûì êî-

ýôôèöèåíòîì ðàñòÿæåíèÿ ïðåîáðàçóåò òóïîé óãîë ìåæäó ãðàäèåíòàìè â îñòðûé,

ò.å. ñîîòâåòñòâóþùèå îáðàçû ýòèõ àíòèãðàäèåíòîâ â ðàñòÿíóòîì ïðîñòðàíñòâå

ñòàíîâÿòñÿ íàïðàâëåíèÿìè óáûâàíèÿ ôóíêöèè (ñì. ðèñ. 1, á).

Èòàê, ñåìåéñòâî r-àëãîðèòìîâ îïðåäåëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ êîýôôè-

öèåíòîâ ðàñòÿæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà { }� k k�
�

0 , ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ âåëè÷èí øàãîâ

{ }hk k�
�

0 è êðèòåðèÿìè îñòàíîâà. Ïðè ýòîì âåëè÷èíà øàãà âûáèðàåòñÿ èç óñëîâèÿ

òî÷íîãî (ïðèáëèæåííîãî) ìèíèìóìà ôóíêöèè ïî íàïðàâëåíèþ àíòèñóáãðàäèåíòà

â ïðåîáðàçîâàííîì ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ, âñëåäñòâèå ÷åãî îïðåäåëÿþòñÿ òå

äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñóáãðàäèåíòà, ðàñòÿæåíèå ïî ðàçíîñòè êîòîðûõ óëó÷øàåò

ñâîéñòâà îâðàæíîé ôóíêöèè â ïðåîáðàçîâàííîì ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ.

Â ñëó÷àå îïðåäåëåííîé ðåãóëèðîâêè øàãà è êîýôôèöèåíòîâ ðàñòÿæåíèÿ

ïðîñòðàíñòâà r-àëãîðèòìû ÿâëÿþòñÿ ìîíîòîííûìè (èëè ïî÷òè ìîíîòîííûìè) ïî

ìèíèìèçèðóåìîé ôóíêöèè.

Ìåòîä (1)–(3) íàçûâàþò B-ôîðìîé r-àëãîðèòìîâ; íà êàæäîé åãî èòåðàöèè

êîððåêòèðóåòñÿ ìàòðèöà, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò çàìåíó ïåðåìåííûõ x By� . Èòåðà-

öèÿ ìåòîäà òðåáóåò ïðèáëèçèòåëüíî 5 2n àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé óìíîæåíèÿ,

îïðåäåëÿþùèõ âû÷èñëèòåëüíóþ òðóäîåìêîñòü èòåðàöèè (îïåðàöèè ñëîæåíèÿ íå

ó÷èòûâàþòñÿ ââèäó èõ ìàëîãî âëèÿíèÿ íà òðóäîåìêîñòü èòåðàöèè). Èç íèõ 3 2n

óìíîæåíèé íåîáõîäèìî äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåêòîðîâ Bk k� , B g x
k f k
T ( ) è B r

k k
T

(óìíîæåíèå ìàòðèöû íà âåêòîð), à 2 2n óìíîæåíèé — äëÿ îäíîðàíãîâîé êîððåê-

öèè ìàòðèöû B B Rk k kk� �1 � �( ). Äåéñòâèòåëüíî,

B B R B I B Bk k k k n k k k k k k kk� � � � 
 � � 
1 1 1� � � � � � � �( ) ( ( ) ) ( )( )T
k
T ,

îòêóäà ëåãêî âèäåòü, ÷òî âû÷èñëåíèå âåêòîðà � �� Bk k è ïîñòðîåíèå îäíîðàí-

ãîâîé ìàòðèöû ��
k
T òðåáóþò 2 2n óìíîæåíèé.

Ðàññìàòðèâàåìûå r-àëãîðèòìû èìåþò åùå îäíó B-ôîðìó, êîòîðàÿ ïî ñðàâíå-

íèþ ñ ìåòîäîì (1)–(3) ïîçâîëÿåò ñýêîíîìèòü n2 îïåðàöèé óìíîæåíèÿ íà êàæäîé
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U

x*x


g1


g2


g1

y*


g2

U

Ðèñ. 1. Ðàñòÿæåíèå ïðîñòðàíñòâà ïî ðàçíîñòè äâóõ ñóáãðàäèåíòîâ, ãäå àíòèñóáãðàäèåíòû ñòàíî-
âÿòñÿ íàïðàâëåíèÿìè óáûâàíèÿ ôóíêöèè

à á



èòåðàöèè. Ýêîíîìíûå r-àëãîðèòìû ïðåäñòàâëÿþòñÿ èòåðàòèâíîé ïðîöåäóðîé ïî-

èñêà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âåêòîðîâ { }xk k�
�

0 è ìàòðèö { }Bk k�
�

0 ïî òàêîìó

ïðàâèëó:

x x h B
g

g
B B R kk k k k

k

k
k k kk� �� 
 � � �1 1 0 1 2

~

| | ~ | |
, ( ), , , ,� � , (5)

ãäå

h h f x hB
g

g
g Bk k

h
k k

k

k
k k

� � 

�

�
��

�

�
�� ��

�
�

�arg min
~

| | ~ | |
,

0
1

T g xf k( )�1 , (6)

�
�

� ��k
k

k
k k

k k

k k k
g g

g g
g R g

k
� �






��

�

�
� � �

1 1

1

1 1,
~

| | ~ | |
, ~ ( ) � . (7)

Çäåñü x0 — ñòàðòîâàÿ òî÷êà, òàêàÿ ÷òî x x0 � � ; ~ ( )g B g xf0 0 0� T , ãäå B0 —

íåâûðîæäåííàÿ n n	 -ìàòðèöà; g xf k( ) è g xf k( )�1 — ñóáãðàäèåíòû ôóíêöèè

f x( ) â òî÷êàõ xk è xk�1. Åñëè íà èòåðàöèè k âûïîëíåíû íåêîòîðûå êðèòåðèè

îñòàíîâà, òî ïîëàãàåì k k� � , x xk k
� � è çàêàí÷èâàåì ðàáîòó àëãîðèòìà.

Èòåðàöèÿ ìåòîäà (5)–(7) òðåáóåò ïðèáëèçèòåëüíî 4 2n îïåðàöèé óìíîæå-

íèÿ: ïî 2 2n îïåðàöèè óìíîæåíèÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåêòîðîâ B gk k
~ , B g x

k f k
T ( )�1

è äëÿ îäíîðàíãîâîé êîððåêöèè ìàòðèöû B B Rk k kk� �1 � �( ). Ýêîíîìèÿ â n2

óìíîæåíèé ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî ~ ( )g B g xk k f k� � ��1 1 1
T — ñóáãðàäèåíò â ïðîñòðà-

íñòâå ïåðåìåííûõ y A xk� �1 , ïåðåñ÷èòûâàåòñÿ ñ ó÷åòîì óæå âû÷èñëåííîãî

g B g xk k f k�
�

��1 1
T ( ) — ñóáãðàäèåíòà â ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ y A xk� . Ïå-

ðåñ÷åò ñóáãðàäèåíòà ~gk�1 âûïîëíÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

~ ( ) ( ) ( ) ( )g B g x R B g x R gk k f k k k f k k kk k� � � � �� � �1 1 1 1 1
T T

� �� � � �

� � 
 � � 
�
�

�
�

�
�( ( ) ) ( )( )I g g gn k k k k k k k k k� � � � � �1 11 1 1

T T ,

êîòîðàÿ íå òðåáóåò îïåðàöèè óìíîæåíèÿ ìàòðèöû íà âåêòîð. Â ðåçóëüòàòå

ýòîãî ïåðåñ÷åòà ïðè âû÷èñëåíèè íîðìèðîâàííîãî ñóáãðàäèåíòà â ïðåîáðàçî-

âàííîì ïðîñòðàíñòâå ïî ôîðìóëå �k
k

k

g

g
�

~

| | ~ | |
ïðîèñõîäèò áîëüøåå íàêîïëå-

íèå îøèáîê, ÷åì ïðè âû÷èñëåíèè ïî ôîðìóëå �k
k f k

k f k

B g x

B g x
�

T

T

( )

| | ( ) | |
, êàê â ìåòî-

äå (1)–(3).

Ìîæíî çàïèñàòü r-àëãîðèòìû â H-ôîðìå (ïî òèïó ìåòîäîâ ïåðåìåííîé ìåò-

ðèêè) ñ ïîìîùüþ ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû H B Bk k k
� T . Èì ñîîòâåòñòâóåò èòåðà-

òèâíàÿ ïðîöåäóðà îòûñêàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âåêòîðîâ { }xk k�
�

0 è ñèììåò-

ðè÷íûõ ìàòðèö { }H k k�
�

0 ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

x x h
H g x

g x H g x
k k k

k f k

f k k f k

� � 
1

( )

( ( )) ( )

,
T

(8)

H H
H r r H

r H r
kk k k

k k k k

k k k

� � � 
 � �1
2 1 0 1( ) , , ,�

T

T
,
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ãäå

h h f x h
H g x

g x H g x
k k

h
k

k f k

f k k f k

� � 

�

�

�
�

�

�
arg min

( )

( ( )) ( )
0 T�

�

�

�
�
�
,

(9)

�
�

k
k

k f k f kr g x g x�  � 
�
1

1 1, ( ) ( ).

Çäåñü x0 — ñòàðòîâàÿ òî÷êà; H I n0 � — åäèíè÷íàÿ n n	 -ìàòðèöà; hk — âåëè-

÷èíà øàãà, íå ìåíüøàÿ hk
� ; g xf k( ) è g xf k( )�1 — ñóáãðàäèåíòû ôóíêöèè f x( )

ñîîòâåòñòâåííî â òî÷êàõ xk è xk�1. Åñëè íà èòåðàöèè k âûïîëíåíû óñëîâèÿ

îñòàíîâà, òî ïîëàãàåì k k� � , x xk k
� � è çàêàí÷èâàåì ðàáîòó àëãîðèòìà.

Â H-ôîðìå r-àëãîðèòìîâ ôîðìóëà äëÿ ïåðåñ÷åòà î÷åðåäíîãî ïðèáëèæåíèÿ

xk�1 ñëåäóåò èç ñïðàâåäëèâîñòè ñëåäóþùåé öåïî÷êè ñîîòíîøåíèé:

B
B g x

B g x

B B g x

B g x B
k

k f k

k f k

k k f k

k f k k

T

T

T

T T

( )

| | ( ) | |

( )

( ( ))

�
g xf k( )

�

� �
H g x

g x B B g x

H g x

g x H g

k f k

f k k k f k

k f k

f k k

( )

( ( )) ( )

( )

( ( ))T T T
f kx( )

,

à ôîðìóëà äëÿ ïåðåñ÷åòà ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû H k�1 — èç òàêîé öåïî÷êè

ñîîòíîøåíèé:

H B B B R B R B R Rk k k k k k k k kk k k k
� � �

� � �1 1 1
T T T

� � � �
� � �( )( ( )) ( ) ( )� k k

B T �

� � � � 
B R R B B R B B Ik k k k k k k k n k kk k k
� � �

� � � � �( ) ( ) ( ) ( ( )T T
2

2 1 �
k k

BT T) �

� � 
 � � 
B B B B H
B B r r B B

k k k k k k k k k

k k k k k kT T T
T T T

( ) ( )� � � �2 21 1
| | | |B r

k k
T 2

�

� � 
 � � 
H
H r r H

B r B r
H

H r r
k k

k k k k

k k k k

k k
k k k( )

( )
( )� �2 21 1

T

T T T

T

T T

T

T

H

r B B r
H

H r r H

r H r

k

k k k k

k k
k k k k

k k k

� � 
( )�2 1 .

Óïîìÿíóòàÿ H-ôîðìà r-àëãîðèòìîâ áîëåå ýêîíîìíà, ÷åì B-ôîðìà: ïî îïå-

ðàòèâíîé ïàìÿòè — ïî÷òè â äâà ðàçà, òàê êàê íåîáõîäèìî õðàíèòü ñèììåòðè÷-

íóþ ìàòðèöó, à ïî òðóäîåìêîñòè — êàê ìèíèìóì â 5 3/ ðàç. Äåéñòâèòåëüíî,

åñëè äàæå ñèììåòðè÷íóþ ìàòðèöó H k õðàíèòü êàê ïîëíóþ ìàòðèöó ðàçìåðà

n n	 , òî èòåðàöèÿ ìåòîäà (8), (9) òðåáóåò ïðèáëèçèòåëüíî 3 2n îïåðàöèé óìíîæå-

íèÿ, èç íèõ 2 2n óìíîæåíèé — äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåêòîðîâ H g xk f k( ) è � � H rk k ,

à n2 óìíîæåíèé — äëÿ âû÷èñëåíèÿ îäíîðàíãîâîé ìàòðèöû �� T T� H r r Hk k k k ,

êîòîðàÿ èñïîëüçóåòñÿ ïðè ïåðåñ÷åòå ìàòðèöû H k�1. Íî ýòîò âûèãðûø íèâåëè-

ðóåòñÿ òåì, ÷òî H-ôîðìà r-àëãîðèòìîâ âû÷èñëèòåëüíî ìåíåå óñòîé÷èâà, ÷åì

B-ôîðìà, è ïðè åå ðåàëèçàöèè íóæíî ó÷èòûâàòü äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ. Òàê,

íàïðèìåð, äëÿ ìåòîäà (8), (9) íåîáõîäèìî êîíòðîëèðîâàòü, ÷òîáû ìàòðèöà H k
áûëà ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííîé. Â ìåòîäàõ (1)–(3) è (5)–(7) òàêîãî êîíòðîëÿ

íå òðåáóåòñÿ, òàê êàê âû÷èñëåíèÿ, õîòÿ è íåÿâíî, ñâÿçàíû ñ ïîëîæèòåëüíî-îïðå-

äåëåííîé ìàòðèöåé H B Bk k k
� T .

Âû÷èñëèòåëüíûå õàðàêòåðèñòèêè ðàññìîòðåííûõ ôîðì r-àëãîðèòìîâ ïî çà-

òðàòàì ïàìÿòè è òðóäîåìêîñòè ïðèâåäåíû â òàáë. 1. È õîòÿ òåîðåòè÷åñêè âñå òðè

ôîðìû r-àëãîðèòìîâ îäèíàêîâû, âû÷èñëèòåëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü èõ êîìïüþòåðíûõ
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ðåàëèçàöèé (ñì. òàáë. 1, ïîñëåäíèé ñòîëáåö) ðàçëè÷íà. Äëÿ îáåèõ B-ôîðì îíà õî-

ðîøàÿ, íî ïðåèìóùåñòâî èìååò ìåòîä (1)–(3) (ñì. òàáë. 1, îòìå÷åíî çíàêîì �). Ýòî

îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî ïåðåñ÷åò ñóáãðàäèåíòà ïðè ïåðåõîäå â î÷åðåäíîå ïðîñòðà-

íñòâî ïåðåìåííûõ, èñïîëüçóåìûé â ýêîíîìíîé B-ôîðìå, ñïîñîáñòâóåò íàêîïëå-

íèþ îøèáîê ïî îòíîøåíèþ ê âû÷èñëåíèþ ýòîãî æå ñóáãðàäèåíòà ìåòî-

äîì (1)–(3). Âû÷èñëèòåëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü r-àëãîðèòìîâ â H-ôîðìå ñðåäíÿÿ. Ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî ñ èõ ïîìîùüþ âîîáùå íåëüçÿ íàéòè òàêèå ïðèáëèæåíèÿ ê òî÷êå ìè-

íèìóìà, îïðåäåëåíèå êîòîðûõ âîçìîæíî ñ ïîìîùüþ r-àëãîðèòìîâ â B-ôîðìå.

Ìîæíî èñïîëüçîâàòü r-àëãîðèòìû â H-ôîðìå, åñëè íå òðåáóåòñÿ âûñîêîé òî÷íîñ-

òè íàõîæäåíèÿ ìèíèìóìà ôóíêöèè f x( ).

2. ÒÐÈ ÒÅÎÐÅÌÛ Î ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÈ r-ÀËÃÎÐÈÒÌÎÂ

Äëÿ âûïóêëûõ ôóíêöèé òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû î ñõîäèìîñòè r-àëãîðèòìîâ

ñâÿçàíû ñ èõ ìîäèôèêàöèÿìè: ñ ïðåäåëüíûì âàðèàíòîì r-àëãîðèòìîâ äëÿ

ãëàäêèõ ôóíêöèé [3] è ñ r� �( )-àëãîðèòìîì äëÿ íåãëàäêèõ ôóíêöèé [8]. Ïåð-

âûé ðåçóëüòàò ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðåäåëüíûé âàðèàíò r-àëãîðèòìîâ ÿâëÿåòñÿ

ïðîåêòèâíûì ìåòîäîì ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ. Âòîðîé ðåçóëüòàò çàêëþ÷àåò-

ñÿ â òîì, ÷òî äëÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè âûïóêëîé äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôå-

ðåíöèðóåìîé ôóíêöèè f x( ) ïðåäåëüíûé âàðèàíò r-àëãîðèòìîâ ñ âîññòàíîâëå-

íèåì èìååò êâàäðàòè÷íóþ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ ãëàä-

êîñòè è ðåãóëÿðíîñòè f x( ). Òðåòèé ðåçóëüòàò ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðè

îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ r� �( )-àëãîðèòì ñõîäèòñÿ ê òî÷êå ìèíèìóìà äëÿ êó-

ñî÷íî-ãëàäêèõ âûïóêëûõ ôóíêöèé. Äàííûå ðåçóëüòàòû è óñëîâèÿ èõ îïðåäåëå-

íèÿ ðàññìîòðåíû äàëåå.

Â ïðåäåëüíîì âàðèàíòå r-àëãîðèòìîâ êîýôôèöèåíò ðàñòÿæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà

ïîëàãàåòñÿ áåñêîíå÷íûì (ïðè ýòîì � k � 0, k � �0 1, , ), à øàã âûáèðàåòñÿ èç óñëî-

âèÿ ìèíèìóìà ôóíêöèè f x( ) ïî íàïðàâëåíèþ àíòèñóáãðàäèåíòà (h kk k� � ,

k � �0 1, , ). Åñëè � k � 0, òî îïåðàòîð R
k k� �( ) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

R Ik n k k0 ( ) ,� � �� 
 T
(10)

ãäå � k
k k

k k

B r

B r
k n� � �

| | | |
, , , ,1 2 . Ôîðìóëà (10) îçíà÷àåò, ÷òî R i0 ( )� — îïåðà-

òîð ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ïîäïðîñòðàíñòâî, îðòîãîíàëüíîå âåêòîðó � i . Ïðîèçâå-

äåíèå îïåðàòîðîâ R i

i

k

0

1

( )�
�
� íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà ñîìíîæèòåëåé, ÿâëÿåòñÿ

ñàìîñîïðÿæåííûì îïåðàòîðîì è îñóùåñòâëÿåò ïðîåêöèþ íà ïîäïðîñòðàíñòâî

îðòîãîíàëüíûì äîïîëíåíèåì ê ëèíåéíîé îáîëî÷êå âçàèìíî îðòîãîíàëüíûõ

âåêòîðîâ � i , i k� �1 2, , , . Îòñþäà ñëåäóåò òàêàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1 [3]. Äëÿ ïðåäåëüíîãî âàðèàíòà r-àëãîðèòìîâ íà íåêîòîðîé èòåðà-

öèè k n� � îáÿçàòåëüíî âûïîëíèòñÿ óñëîâèå B g x
k

f k� � �T ( ) 0.
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Ò à á ë è ö à 1. Âû÷èñëèòåëüíûå õàðàêòåðèñòèêè òðåõ ôîðì r-àëãîðèòìîâ

Ôîðìà r-àëãîðèòìîâ
Èñïîëüçóåìûé

ìåòîä
Îïåðàòèâíàÿ

ïàìÿòü
Òðóäîåìêîñòü

èòåðàöèè
Óñòîé÷èâîñòü

ìåòîäà

B-ôîðìà (1)–(3) ~ n2 ~ 5 2n õîðîøàÿ ( )�

Ýêîíîìíàÿ B-ôîðìà (5)–(7) ~ n2 ~ 4 2n õîðîøàÿ

H-ôîðìà (8), (9) ~ /n2 2 ~ 3 2n ñðåäíÿÿ



Ïðåäåëüíûé âàðèàíò r-àëãîðèòìîâ ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíûì ìåòîäîì ñîïðÿæåí-

íûõ ãðàäèåíòîâ. Äëÿ íåîòðèöàòåëüíî-îïðåäåëåííîé êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè îí íà-

õîäèò òî÷êó ìèíèìóìà x� çà êîëè÷åñòâî èòåðàöèé, íå ïðåâûøàþùåå n — ðàçìåð-

íîñòè âåêòîðà ïåðåìåííûõ. Èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òî ïîñëå k � èòåðàöèé äëÿ

ïðåäåëüíîãî âàðèàíòà r-àëãîðèòìîâ ïðîäîëæàòü âû÷èñëåíèÿ íåâîçìîæíî ââèäó

òîãî, ÷òî íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ â ïðåîáðàçîâàííîì ïðîñòðàíñòâå ñòàíîâèòñÿ íó-

ëåâûì. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ìèíèìèçàöèè ãëàäêèõ ôóíêöèé f x( ) â ïðåäåëüíîì

âàðèàíòå r-àëãîðèòìà ïîñëå âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ B g x
k

f k� � �T ( ) 0 íåîáõîäèìî

ïðèìåíÿòü «âîññòàíîâëåíèå», ò.å. ïîñëå íåêîòîðîãî êîëè÷åñòâà èòåðàöèé, íå ïðå-

âûøàþùåãî n, òðåáóåòñÿ «âîññòàíàâëèâàòü» ìàòðèöó Bk , çàìåíÿÿ åå åäèíè÷íîé

ìàòðèöåé I n . Ïîñòðîåííûé òàêèì îáðàçîì àëãîðèòì íàçûâàþò ïðåäåëüíûì âàðè-

àíòîì r-àëãîðèòìîâ ñ âîññòàíîâëåíèåì. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2 [3]. Ïóñòü ôóíêöèÿ f x( ), îïðåäåëåííàÿ â E n , äâàæäû íåïðåðûâ-

íî äèôôåðåíöèðóåìà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè S òî÷êè ìèíèìóìà x� , ïðè÷åì

â ýòîé îêðåñòíîñòè ìàòðèöà âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ (ãåññèàí) H x( ) óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèþ Ëèïøèöà

| | ( ) ( ) | | | | | | , ,H x H x L x x x x S
 � � 
 � � � . (11)

Êðîìå òîãî, H x( )� — ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà. Òîãäà äëÿ òî÷êè

x� íàéäåòñÿ òàêàÿ îêðåñòíîñòü � �S S , ÷òî åñëè x S0 � �, òî íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñ-

ëî c� 0, ÷òî | | | | | | | |x x c x xn n
 � 
� � 2 , ãäå xn — òî÷êà, ïîëó÷åííàÿ ïîñëå n

øàãîâ ðàáîòû ïðåäåëüíîãî âàðèàíòà r-àëãîðèòìà ñ âîññòàíîâëåíèåì (åñëè äëÿ

íåêîòîðîãî k n�  ïîëó÷èëîñü B g x
k

f k� � �T ( ) 0, òî ïîëàãàåì x xn k
� � ).

Èòàê, äëÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè âûïóêëîé äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöè-

ðóåìîé ôóíêöèè f x( ) ïðåäåëüíûé âàðèàíò r-àëãîðèòìîâ c âîññòàíîâëåíèåì ìàò-

ðèöû Bk ïîñëå êàæäûõ n èòåðàöèé èìååò êâàäðàòè÷íóþ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè

ïðè óñëîâèÿõ ãëàäêîñòè è ðåãóëÿðíîñòè f x( ), óêàçàííûõ â òåîðåìå 2.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ìèíèìèçàöèè ãëàäêèõ âûïóêëûõ ôóíêöèé r-àëãîðèòìû çà-

íèìàþò ïðîìåæóòî÷íîå ìåñòî ìåæäó ìåòîäîì íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà è àëãîðèò-

ìàìè êâàçèíüþòîíîâñêîãî òèïà ñ ïåðåìåííîé ìåòðèêîé. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè

� k �1 è h kk k� � , òî ðàñòÿæåíèé ïðîñòðàíñòâà íå òðåáóåòñÿ è r-àëãîðèòì ïåðåõî-

äèò â ìåòîä íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà. Åñëè � k � 0 è h kk k� � , òî ïîëó÷àåì ïðåäåëü-

íûé âàðèàíò r-àëãîðèòìîâ, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíûì ìåòîäîì

ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ è äëÿ êâàäðàòè÷íîé âûïóêëîé ôóíêöèè ñõîäèòñÿ íå áî-

ëåå ÷åì çà n èòåðàöèé. Åñëè � �k �  1 è h kk k� � , òî ïîëó÷èì âàðèàíò r-àëãîðèò-

ìîâ, ãäå âîññòàíîâëåíèå ìàòðèöû Bk íå òðåáóåòñÿ, à àëãîðèòì áóäåò ñõîäèòüñÿ

áûñòðåå, ÷åì ìåòîä íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà. Ýòèì â çíà÷èòåëüíîé ìåðå îáúÿñíÿåò-

ñÿ çàìå÷àòåëüíîå ñâîéñòâî r-àëãîðèòìîâ, êîòîðîå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî èõ

êîíêðåòíûå ðåàëèçàöèè ïîêàçûâàþò î÷åíü õîðîøèå ðåçóëüòàòû ïðè

ìèíèìèçàöèè îâðàæíûõ âûïóêëûõ ôóíêöèé.

Â ðàáîòàõ Í.Ç. Øîðà r� �( )-àëãîðèòì ñîçäàâàëñÿ äëÿ ìèíèìèçàöèè ïî÷òè äèô-

ôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé, êëàññ êîòîðûõ ïðèâåäåí â [9] è ÿâëÿåòñÿ áîëåå øèðîêèì,

÷åì êëàññ âûïóêëûõ ôóíêöèé. Â ñâÿçè ñ ýòèì Á. Ìîðäóõîâè÷, Ì. Ñîëîäîâ

è Ì. Òîää â ïðåäèñëîâèè ñïåöâûïóñêà æóðíàëà «Optimization Methods and Soft-

ware» [10], ïîñâÿùåííîìó Í.Ç. Øîðó, îòìåòèëè: «Â 1972 ã. Í.Ç. Øîð ââåë ôóíäà-

ìåíòàëüíîå ïîíÿòèå îáîáùåííîãî äèôôåðåíöèàëà äëÿ ëîêàëüíî ëèïøèöåâèõ ôóíê-

öèé, êîòîðîå îí íàçâàë «ìíîæåñòâî ïî÷òè ãðàäèåíòîâ». Îíî îïðåäåëåíî êàê ñîâî-

êóïíîñòü ïðåäåëüíûõ òî÷åê îáû÷íûõ ãðàäèåíòîâ ëèïøèöåâîé íåïðåðûâíîé

ôóíêöèè, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè âñþäó äèôôåðåíöèðóåìîé ïî êëàññè÷åñêîé òåîðå-
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ìå Ðàäåìàõåðà. Ýòî ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî âïîñëåäñòâèè øèðîêî ïðèìåíÿëîñü ïîä

íàçâàíèåì B-ãðàäèåíòà è B-ÿêîáèàíà âåêòîð-ôóíêöèé ïðè ðàçðàáîòêå íåãëàäêèõ

âåðñèé íüþòîíîâñêîãî ìåòîäà. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî â ýòîé æå ñòàòüå Øîð òàêæå

ââåë è èñïîëüçîâàë ïîíÿòèå âûïóêëîé îáîëî÷êè ìíîæåñòâà ïî÷òè ãðàäèåíòîâ, êîòî-

ðóþ îí íàçâàë «ìíîæåñòâîì îáîáùåííûõ ïî÷òè ãðàäèåíòîâ». Ýòî ìíîæåñòâî áûëî

ïåðåîòêðûòî Ô. Êëàðêîì è ñòàëî øèðîêî èçâåñòíûì â íåäèôôåðåíöèðóåìîé îïòè-

ìèçàöèè êàê îáîáùåííûé ãðàäèåíò Êëàðêà äëÿ ëèïøèöåâûõ ôóíêöèé».

Ïîäðîáíî èçëîæåíû ðåçóëüòàòû î ñõîäèìîñòè r� �( )-àëãîðèòìà äëÿ ìèíèìè-

çàöèè ïî÷òè äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé â ðàáîòàõ [8] è [4, ñ. 102–113]. Ïîýòî-

ìó äàëåå îïèñàíî òîëüêî ê ÷åìó ïðèâîäÿò ýòè ðåçóëüòàòû â çàäà÷àõ ìèíèìèçàöèè

êóñî÷íî-ãëàäêèõ ôóíêöèé âèäà

f x f x
i m

i( ) max ( ),�
� �1

(12)

ãäå f xi ( ) — ãëàäêèå âûïóêëûå ôóíêöèè, i m� �1 2, , , .

Ôóíêöèÿ (12) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé. Âîñïîëüçóåìñÿ äëÿ åå ìèíèìèçàöèè

r� �( )-àëãîðèòìîì. Îáîçíà÷èì G x g xf
i I x

fi
( ) ( )

( )

� �
�
�

�
�
 �

� , ãäå I x i f x f xi( ) { | ( ) ( )}� � ,

g xfi
( ) — ãðàäèåíò ôóíêöèè f xi ( ) â òî÷êå x.

Ïóñòü � �1 — êîýôôèöèåíò ðàñòÿæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà; � — êîíñòàíòà, òà-

êàÿ ÷òî 0 1� � ; x0 — íà÷àëüíàÿ òî÷êà; g xf ( )0 — ñóáãðàäèåíò ôóíêöèè f â òî÷-

êå x0 (íå ëþáîé ñóáãðàäèåíò, à âûáðàííûé èç ìíîæåñòâà G xf ( )0 , ò.å.

g x G xf f( ) ( )0 0� ); B0 — íåâûðîæäåííàÿ n n	 -ìàòðèöà. Ðàññìàòðèâàåìûé

r� �( )-àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðîé ïîñòðîåíèÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòåé âåêòîðîâ { }xk k�
�

0 è ìàòðèö { }Bk k�
�

0, ãäå ïåðåõîä îò k-é èòåðàöèè

ê ( )k �1 -é îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó.

1. Âû÷èñëÿåì î÷åðåäíóþ òî÷êó âèäà

x x B g yk k k k kk� � 
1 	 � ( ), (13)

ãäå g y B g x
k k k f k� ( ) ( )� T , à âåëè÷èíà øàãà 	 k âûáèðàåòñÿ èç óñëîâèé:

a) íà îòðåçêå [ , ]0 	 k ôóíêöèÿ

� 	 	k kf x( ) ( ( ))� �1 (14)

íå âîçðàñòàåò;

á) ñóùåñòâóåò g G xf k� �( )1 òàêîé, ÷òî

( ) ( )

| | | | | | ( ) | |

B g g y

B g g y

k k

k k

k

k

T T

T

�

�

�� . (15)

2. Ïåðåñ÷èòûâàåì ìàòðèöó ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâà

B B R B Bk k k k k k k� � � � 
1 1� � � � �( ) ( )( ) T ,
ãäå

� �
�

k
k k

k k

k f k

B r

B r
r g g x� � 
 � 

T

T| | | |
, ( ),

1
1.

3. Ïåðåõîäèì ê î÷åðåäíîé èòåðàöèè ñ xk�1, Bk�1 è g x gf k( )� �1 .

Êîììåíòàðèé. Åñëè îáå ÷àñòè ôîðìóëû (13) óìíîæèòü ñëåâà íà ìàòðèöó

A Bk k
� 
1, òî ïîëó÷èì y A x A x g y y g yk k k k k k k k k kk k� �� � 
 � 
1 1 	 	� �( ) ( ) . Òà-

êèì îáðàçîì, ôîðìóëà (13) ôàêòè÷åñêè ðåàëèçóåò øàã ñóáãðàäèåíòíîãî ñïóñêà

äëÿ ôóíêöèè � k ky f B y( ) ( )� , ãäå 	 k — íåîòðèöàòåëüíûé øàã íà k-é èòåðàöèè

(ìîæåò ðàâíÿòüñÿ íóëþ). Ïðè � � 0 âåëè÷èíà 	 k
� — ýòî øàã íàèñêîðåéøåãî ñïóñ-

ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2017, òîì 53, ¹ 5 51



êà â íàïðàâëåíèè àíòèñóáãðàäèåíòà. Îí ñâÿçàí ñ hk
� (øàãîì íàèñêîðåéøîãî ñïóñ-

êà â íàïðàâëåíèè íîðìèðîâàííîãî àíòèñóáãðàäèåíòà) ïî ôîðìóëå

h B g xk k k f k
� �� 	 | | ( ) | |T .

Ââåäåíèå êîíñòàíòû � � 0 äàåò âîçìîæíîñòü ðàññìàòðèâàòü àëãîðèòìû, â êî-

òîðûõ ïîèñê ìèíèìóìà ïî íàïðàâëåíèþ ïðîâîäèòñÿ ïðèáëèæåííî è òàê, ÷òîáû

î÷åðåäíàÿ òî÷êà íàõîäèëàñü áëèæå, ÷åì òî÷êà ìèíèìóìà ôóíêöèè ïî íàïðàâëå-

íèþ. Çàìåòèì, ÷òî â r-àëãîðèòìàõ èç ðàçä. 1 ýòî íå ðàçðåøàëîñü. Äåéñòâèòåëüíî,

åñëè � � 0, òî óñëîâèÿ (14), (15) çàäàþò îãðàíè÷åíèå íà êîñèíóñ îñòðîãî óãëà

ìåæäó äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè ñóáãðàäèåíòàìè, ïî ðàçíîñòè êîòîðûõ

ðåàëèçóåòñÿ ðàñòÿæåíèå ïðîñòðàíñòâà.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 3 [8]. Ïóñòü f x( ) — ôóíêöèÿ âèäà (12), òàêàÿ ÷òî lim ( )
|| ||x

f x
��

� �� ,

è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü { }xk k�
�

0, ãåíåðèðóåìàÿ r� �( )-àëãîðèòìîì, óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèþ
lim | | | |

k
k kx x

��
� 
 �1 0. (16)

Åñëè x� — èçîëèðîâàííàÿ òî÷êà ìèíèìóìà, à òî÷êà x0 òàêàÿ, ÷òî âûïóêëîå

ìíîæåñòâî { }x f x f x f x: ( ) ( ) ( )� � � 0 , ñîäåðæàùåå x0 è x� , íå ñîäåðæèò, êðî-

ìå x� , äðóãèõ òî÷åê z, â êîòîðûõ ñåìåéñòâî G zf ( ) ëèíåéíî çàâèñèìî, òî ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü { }xk k�
�

0 ñõîäèòñÿ ê òî÷êå x� .

Ïðîáëåìà îáîñíîâàíèÿ ñõîäèìîñòè r� �( )-àëãîðèòìîâ äëÿ âñåãî êëàññà âû-

ïóêëûõ ôóíêöèé â íàñòîÿùåå âðåìÿ íå ðåøåíà. Îäíà èç ïðè÷èí, ïî êîòîðîé äëÿ

íåãëàäêèõ ôóíêöèé ñëîæíî ïðîâåñòè äîêàçàòåëüñòâî r� �( )-àëãîðèòìà, ñâÿçàíà

ñ íåîäíîçíà÷íûì âûáîðîì àíòèñóáãðàäèåíòà äëÿ ïîñëåäóþùåãî íàïðàâëåíèÿ

äâèæåíèÿ èç òî÷åê íåãëàäêîñòè, ãäå ñóáãðàäèåíòû (èç ìíîæåñòâà G f ) ëèíåéíî

çàâèñèìû è íè îäèí èç àíòèñóáãðàäèåíòîâ íå ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëåíèåì óáûâàíèÿ

ôóíêöèè. Â [11] ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ âûïóêëîé êóñî÷íî-ëèíåéíîé ôóíêöèè òàêèå

òî÷êè íåãëàäêîñòè ìîãóò ÿâëÿòüñÿ ëîâóøêàìè äëÿ ìèíèìèçèðóþùåé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàññìàòðèâàåìîãî âàðèàíòà r� �( )-àëãîðèòìà.

Â ðàáîòå [12] Í.Ç. Øîð íàìåòèë ïóòè äëÿ îáîñíîâàíèÿ ìîäèôèêàöèé

r� �( )-àëãîðèòìà. Çäåñü ðàññìàòðèâàþòñÿ ìîíîòîííûå ìîäèôèêàöèè r-àëãîðèòìîâ,

äëÿ êîòîðûõ â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ îñòàíîâà âûáðàíî íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå

óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè äëÿ âûïóêëûõ ôóíêöèé: 0�! f x( ) , ãäå ! f x( ) — ñóáäèôôå-

ðåíöèàë. Ïóñòü r� �( )-àëãîðèòì äîïîëíåí ñëåäóþùèì ïðàâèëîì: åñëè â òåêóùåé

òî÷êå ìèíèìóì ïî íàïðàâëåíèþ ðåàëèçóåòñÿ ïðè íóëåâîì øàãå, òî äëÿ î÷åðåä-

íîé èòåðàöèè íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ â ïðåîáðàçîâàííîì ïðîñòðàíñòâå âûáèðàåò-

ñÿ àíàëîãè÷íî íàèñêîðåéøåìó ñïóñêó äëÿ âûïóêëûõ ôóíêöèé. Ìîäèôèöèðîâàí-

íûé òàêèì ñïîñîáîì r� �( )-àëãîðèòì äëÿ ïî÷òè äèôôåðåíöèðóåìûõ êóñî÷-

íî-ãëàäêèõ ôóíêöèé âñåãäà ãàðàíòèðóåò âûõîä èç ëþáîé òî÷êè, â êîòîðîé

ñóùåñòâóåò íàïðàâëåíèå óáûâàíèÿ ôóíêöèè, è, áîëåå òîãî, äàåò âîçìîæíîñòü

óòâåðæäàòü, ÷òî ïîëó÷åí îïòèìóì, åñëè êðàò÷àéøèì äî âûïóêëîé îáîëî÷êè ïî-

÷òè ãðàäèåíòîâ îêàæåòñÿ íóëåâîé âåêòîð. Òàêàÿ ñõåìà òåîðåòè÷åñêè ïðåäñòàâëÿ-

åò èíòåðåñ, òàê êàê âîïðîñû ñõîäèìîñòè ïðè ýòîì ôàêòè÷åñêè ñâîäÿòñÿ ê âûÿñíå-

íèþ ñóùåñòâîâàíèÿ â òî÷êå íàïðàâëåíèÿ óáûâàíèÿ ôóíêöèè. Íî èõ òàê æå, êàê è

r� �( )-àëãîðèòì, ìîæíî ñ÷èòàòü «èäåàëèçèðîâàííûìè», ïîñêîëüêó äëÿ ðåàëèçà-

öèè íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ íåîáõîäèìî çíà÷èòåëüíîå

êîëè÷åñòâî âû÷èñëåíèé çíà÷åíèé ôóíêöèè è åå ñóáãðàäèåíòà.

Â ïðàêòè÷åñêèõ âàðèàíòàõ r-àëãîðèòìîâ øàã hk âûáèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû âû-

ïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî h hk k� � , ãäå hk
� ñîîòâåòñòâóåò ìèíèìóìó ôóíêöèè. Äëÿ
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íèõ «ïðèáëèæåííûé» ïîèñê ìèíèìóìà ôóíêöèè íàïðàâëåí íà óìåíüøåíèå îá-

ùåãî êîëè÷åñòâà âû÷èñëåíèé çíà÷åíèé ôóíêöèè è åå ñóáãðàäèåíòà è âûïîëíÿåò-

ñÿ òàê, ÷òîáû íà îäíó èòåðàöèþ àëãîðèòìà ïðèõîäèëîñü â ñðåäíåì äâà-òðè òàêèõ

âû÷èñëåíèÿ. Ýôôåêòèâíîé ðåàëèçàöèåé òàêîé ñòðàòåãèè ÿâëÿåòñÿ r( )� -àëãîðèòì

ñ àäàïòèâíîé ðåãóëèðîâêîé øàãà, êîòîðûé ïðåîäîëåâàåò «ëîâóøêè» äëÿ ìèíèìè-

çèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè r� �( )-àëãîðèòìà.

3. ÂÀÐÈÀÍÒ r( )� -ÀËÃÎÐÈÒÌÀ Ñ ÀÄÀÏÒÈÂÍÎÉ ÐÅÃÓËÈÐÎÂÊÎÉ ØÀÃÀ
È ÅÃÎ ÏÐÎÃÐÀÌÌÍÛÅ ÐÅÀËÈÇÀÖÈÈ

Îäíèì èç ýôôåêòèâíûõ ÿâëÿåòñÿ r( )� -àëãîðèòì ñ àäàïòèâíîé ðåãóëèðîâêîé

øàãà, ãäå � — ïîñòîÿííûé êîýôôèöèåíò ðàñòÿæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà, à âåëè÷èíà

øàãà hk íàñòðàèâàåòñÿ â ïðîöåññå âûïîëíåíèÿ îäíîìåðíîãî ñïóñêà â íàïðàâ-

ëåíèè íîðìèðîâàííîãî àíòèñóáãðàäèåíòà â ïðåîáðàçîâàííîì ïðîñòðàíñòâå ïå-

ðåìåííûõ. Íàñòðîéêà øàãà îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ÷åòûðåõ ïàðàìåòðîâ:

h0 0� — âåëè÷èíà íà÷àëüíîãî øàãà (èñïîëüçóåòñÿ íà ïåðâîé èòåðàöèè, à íà

êàæäîé ïîñëåäóþùåé ýòà âåëè÷èíà óòî÷íÿåòñÿ); q1 — êîýôôèöèåíò óìåíüøå-

íèÿ øàãà (q1 1� ), åñëè óñëîâèå çàâåðøåíèÿ ñïóñêà ïî íàïðàâëåíèþ âûïîëíÿ-

åòñÿ çà îäèí øàã; q2 — êîýôôèöèåíò óâåëè÷åíèÿ øàãà (q2 1� ); ÷åðåç êàæäûå

nh øàãîâ îäíîìåðíîãî ñïóñêà (nh �1) âåëè÷èíà øàãà óâåëè÷èòñÿ â q2 ðàç.

Óñëîâèå çàâåðøåíèÿ ñïóñêà ïî íàïðàâëåíèþ âûïîëíÿåòñÿ, êàê òîëüêî îáíàðó-

æåíà òî÷êà xk�1, äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

( ) ( )x x g xk k k k� � �
 �1 1 1 0T . (17)

Óñëîâèå (17) ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, òàê êàê â ñèëó ïîëîæèòåëüíîñòè øàãà ðàâ-

íîñèëüíî âûïîëíåíèþ íåðàâåíñòâà

( ( )) ( )B B g x g xk k f k f k
T T

� �1 0. (18)

Îíî îçíà÷àåò, ÷òî óãîë ìåæäó äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè ñóáãðàäèåíòàìè

â ïðåîáðàçîâàííîì ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ áóäåò íåîñòðûì. Äåéñòâèòåëüíî,

íåðàâåíñòâî (18) ìîæíî çàïèñàòü êàê óñëîâèå

( ( )) ( )B B g x g xk k f k f k
T T

� �1 0, (19)

îòêóäà

( ( )) ( )g y g yk k� �
T

� �1 0, (20)

ãäå g y B g xk k f k� ( ) ( )� T è g y B g xk k f k� ( ) ( )� ��1 1
T ÿâëÿþòñÿ ñóáãðàäèåíòàìè

ôóíêöèè �( ) ( )y f B yk� â òî÷êàõ y A xk k k� è y A xk k k� ��1 1 ïðåîáðàçîâàííîãî

ïðîñòðàíñòâà ïåðåìåííûõ y A xk� , A Bk k
� 
1. Ïîñêîëüêó ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

lim ( )
|| ||x

f x
��

� �� , òî ïîñëå êîíå÷íîãî ÷èñëà øàãîâ àäàïòèâíîãî ñïóñêà â íà-

ïðàâëåíèè íîðìèðîâàííîãî àíòèñóáãðàäèåíòà îáÿçàòåëüíî âûïîëíèòñÿ óñëîâèå

çàâåðøåíèÿ ñïóñêà (19), (20).

Èòåðàòèâíûé ïðîöåññ â r( )� -àëãîðèòìå ñ àäàïòèâíîé ðåãóëèðîâêîé øàãà ïðî-

äîëæàåòñÿ äî âûïîëíåíèÿ íåêîòîðîãî êðèòåðèÿ îñòàíîâà, ãäå êëþ÷åâóþ ðîëü èãðà-

þò ïàðàìåòðû 
x è 
g . Àëãîðèòì îñòàíàâëèâàåòñÿ â òî÷êå xk�1, åñëè âûïîëíåíî

| | | |x xk k x� 
 �1 
 (îñòàíîâ ïî àðãóìåíòó) èëè óñëîâèå | | ( )| |g xf k g� �1 
 (îñòàíîâ ïî

íîðìå ñóáãðàäèåíòà, èñïîëüçóåìûé äëÿ ãëàäêèõ ôóíêöèé). Êðîìå íèõ ïðèìåíÿþòñÿ

åùå ñòàíäàðòíûé îñòàíîâ, åñëè ïðåâûøåíî ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî èòåðàöèé,

è àâàðèéíûé îñòàíîâ, êîòîðûé ñèãíàëèçèðóåò î òîì, ÷òî ëèáî ôóíêöèÿ f x( ) íåîãðà-

íè÷åííà ñíèçó, ëèáî íà÷àëüíûé øàã h0 ñëèøêîì ìàë è åãî íåîáõîäèìî óâåëè÷èòü.
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È õîòÿ r( )� -àëãîðèòì ñ àäàïòèâíîé ðåãóëèðîâêîé øàãà íå ãàðàíòèðóåò ìîíî-

òîííîãî óáûâàíèÿ ôóíêöèè, îäíàêî, êàê ïîêàçàëè ýêñïåðèìåíòû, âîçðàñòàíèå

ôóíêöèè ïðîèñõîäèò äîñòàòî÷íî ðåäêî. Ïîäðîáíûå ðåêîìåíäàöèè ïî âûáîðó êî-

ýôôèöèåíòà ðàñòÿæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà è ïàðàìåòðîâ àäàïòèâíîé ðåãóëèðîâêè

øàãà, ïðèâåäåííûå â [13, ñ. 45–47], çàêëþ÷àþòñÿ â òîì, ÷òî àäàïòèâíûé ñïîñîá

ðåãóëèðîâêè øàãà äîëæåí óâåëè÷èâàòü òî÷íîñòü ïîèñêà ìèíèìóìà ôóíêöèè ïî

íàïðàâëåíèþ â ïðîöåññå ñ÷åòà, à êîëè÷åñòâî øàãîâ ïî ýòîìó íàïðàâëåíèþ íå

ïðåâûøàòü â ñðåäíåì äâóõ-òðåõ íà îäíó èòåðàöèþ.

Åñëè r( )� -àëãîðèòì ñ àäàïòèâíîé ðåãóëèðîâêîé øàãà ïðèìåíÿòü äëÿ ìèíè-

ìèçàöèè íåãëàäêèõ ôóíêöèé, òî ðåêîìåíäóåòñÿ ñëåäóþùèé âûáîð ïàðàìåòðîâ:

� � "2 4, h0 � 1.0, q1 � 1.0, q2 1 1 1 2� ". . , nh � "2 3. Åñëè èçâåñòíà îöåíêà ðàññòîÿ-

íèÿ îò íà÷àëüíîé òî÷êè x0 äî òî÷êè ìèíèìóìà x� , òî íà÷àëüíûé øàã h0 öåëåñîîá-

ðàçíî âûáèðàòü ñðàâíèìûì ñ | | | |x x0 
 � . Ïðè ìèíèìèçàöèè ãëàäêèõ ôóíêöèé ðå-

êîìåíäóåìûå ïàðàìåòðû àíàëîãè÷íûå, çà èñêëþ÷åíèåì q1 (q1 0 8 0 95� ". . ). Ýòî

îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî äîïîëíèòåëüíîå äðîáëåíèå øàãà ñïîñîáñòâóåò óâåëè÷åíèþ

òî÷íîñòè ïîèñêà ìèíèìóìà ôóíêöèè ïî íàïðàâëåíèþ, ÷òî ïðè ìèíèìèçàöèè ãëàä-

êèõ ôóíêöèé îáåñïå÷èâàåò áîëåå áûñòðóþ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè. Ïðè òàêîì âûáî-

ðå ïàðàìåòðîâ, êàê ïðàâèëî, ÷èñëî ñïóñêîâ ïî íàïðàâëåíèþ ðåäêî ïðåâûøàåò äâà,

à çà n øàãîâ òî÷íîñòü ïî ôóíêöèè óëó÷øàåòñÿ â òðè-ïÿòü ðàç. Ïàðàìåòðû îñòàíîâà


 
x g, ~ 10 106 5
 
" ïðè ìèíèìèçàöèè âûïóêëîé ôóíêöèè, äàæå ñóùåñòâåííî
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äëÿ ãëàäêèõ ôóíêöèé). Ýòî ïîäòâåðæäàåòñÿ ðåçóëüòàòàìè ìíîãî÷èñëåííûõ òåñ-

òîâûõ è ðåàëüíûõ ðàñ÷åòîâ.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ r( )� -àëãîðèòì ñ àäàïòèâíîé ðåãóëèðîâêîé øàãà è åå ìî-

äèôèêàöèÿìè ðåàëèçîâàí ðÿäîì êîìïüþòåðíûõ ïðîãðàìì íà ÿçûêàõ ïðîãðàììè-

ðîâàíèÿ Ôîðòðàí, Ñè, Ñ++, C# è Octave. Â èõ îñíîâó ïîëîæåíû B-ôîðìû r-àëãî-

ðèòìîâ. Ñ ïîìîùüþ ýêîíîìíîé B-ôîðìû (5)–(7) è åå ìîäèôèêàöèé ðàçðàáîòàíû

êîìïüþòåðíûå ïðîãðàììû ralg (Ôîðòðàí, Ñè, Ñ++), ralgb4 (Ôîðòðàí, Octave),

SolveOpt (Ôîðòðàí, Ñè). Íà îñíîâå B-ôîðìû ìåòîäà (1)–(3) ðàçðàáîòàíà êîì-

ïüþòåðíàÿ ïðîãðàììà ralgb5 (Ôîðòðàí, Octave, Ñ++ è C#). Äëÿ r-àëãîðèòìîâ

â H-ôîðìå êîìïüþòåðíûå ïðîãðàììû øèðîêî íå ïðèìåíÿþòñÿ â ñèëó òîãî, ÷òî

îíè îêàçàëèñü íåýôôåêòèâíûìè äëÿ äîñòàòî÷íî òî÷íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìè-

çàöèè. Èõ èñïîëüçîâàëè, ãëàâíûì îáðàçîì, äëÿ ðåøåíèÿ ñïåöèàëüíûõ çàäà÷

ñ ïðîñòûìè îãðàíè÷åíèÿìè (ëèíåéíûå ðàâåíñòâà è äâóñòîðîííèå ãðàíèöû íà ïå-

ðåìåííûå), äëÿ êîòîðûõ H-ôîðìà r-àëãîðèòìîâ â îòëè÷èå îò B-ôîðìû ïðåäîñ-

òàâëÿåò ðÿä óäîáñòâ ïðè ðåàëèçàöèè ìåòîäà ïðîåêöèè ñóáãðàäèåíòà.

Îäíîé èç ïåðâûõ ðàçðàáîòàíà ôîðòðàíîâñêàÿ ïðîãðàììà ralg (àâòîð

Í.Ã. Æóðáåíêî). Â 70–80 ãã. ïðîøëîãî âåêà ýòà ïðîãðàììà àêòèâíî èñïîëüçîâà-

ëàñü äëÿ îïòèìèçàöèè íåãëàäêèõ ôóíêöèé â Èíñòèòóòå êèáåðíåòèêè ÀÍ Óêðàè-

íû è â äðóãèõ îðãàíèçàöèÿõ. Òàê, íàïðèìåð, ïîëüçîâàòåëè ïðîãðàììû Ä.È. Ñîëî-

ìîí (ã. Êèøèíåâ, Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè) è Å.Ì. Êèñåëåâà (Äíåïðîïåòðîâñêèé

óíèâåðñèòåò) âïîñëåäñòâèè çàùèòèëè äîêòîðñêèå äèññåðòàöèè ïîä ðóêîâîäñòâîì

Í.Ç. Øîðà [14, 15]. Â 90-å ãîäû íà îñíîâå ïðîãðàììû ralg áûëà ñîçäàíà ôîðòðà-

íîâñêàÿ ïðîãðàììà ralgb4 (àâòîð Ï.È. Ñòåöþê), â êîòîðîé èñïîëüçîâàëàñü ìîäè-

ôèêàöèÿ r-àëãîðèòìà èç [16]. Ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììû ralg À.Â. Êóíöåâè÷ ðàçðà-

áîòàë êîìïëåêñ ïðîãðàìì SolveOpt (ÿçûêè Ôîðòðàí è Ñè), ãäå èñïîëüçîâàë

óñëîæíåííóþ àäàïòèâíóþ ðåãóëèðîâêó øàãà è êðèòåðèè îñòàíîâà
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ìàëûìè �x è � f [17]. Â êîíöå ÕÕ – íà÷àëå XXI âåêîâ ïðîãðàììà ralg ÿâèëàñü

îñíîâîé äëÿ ðàçðàáîòêè êîìïüþòåðíûõ ïðîãðàìì íà ÿçûêàõ ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Ñè, Ñ++ (àâòîðû Í.Ã. Æóðáåíêî è À.Ï. Ëèõîâèä).

Â 2007–2008 ãã. ðàçðàáîòàíà ôîðòðàíîâñêàÿ ïðîãðàììà ralgb5 (àâòîð

Ï.È. Ñòåöþê), â êîòîðîé èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä (1)–(3). Åå íàçâàíèå ñâÿçàíî ñ òåì,

÷òî â îñíîâó ïðîãðàììû ïîëîæåíà B-ôîðìà r-àëãîðèòìà, êîòîðàÿ òðåáóåò 5 2n

àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé óìíîæåíèÿ íà êàæäîé èòåðàöèè. Â 2010 ã. ïðîãðàììó

ralgb5 ïåðåïèñàëè íà ÿçûêå Octave, åå êîä ïðèâåäåí â [18, ñ. 384–385]. Octave-ïðî-

ãðàììà ralgb5 îêàçàëàñü áûñòðåå îäíîèìåííîé ôîðòðàíîâñêîé ïðîãðàììû, åñëè

ðåøàëèñü çàäà÷è äëÿ òûñÿ÷è è áîëåå ïåðåìåííûõ. Ýòî îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî áèá-

ëèîòåêà BLAS (Basic Linear Algebra Subprograms) äëÿ ÿçûêà Octave ïîçâîëÿåò áûñ-

òðåå âûïîëíÿòü ìàòðè÷íî-âåêòîðíûå îïåðàöèè â r-àëãîðèòìàõ, ÷åì èñïîëíÿåìûé

êîä ïðè îïòèìèçèðóþùèõ îïöèÿõ êîìïèëÿòîðà Ôîðòðàíà. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðî-

ãðàììà ralgb5 ðåàëèçîâàíà À.Ï. Ëèõîâèäîì íà ÿçûêàõ Ñ++, C# è èñïîëüçóåòñÿ

â ïðîãðàììíûõ èìïëåìåíòàöèÿõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ ðàçëè÷íîãî ðîäà çàäà÷ íåëè-

íåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Â 2016 ã. ïî àíàëîãèè ñ ïðîãðàììîé ralgb5 ðàçðàáîòàíà Octave-ïðîãðàììà

ralgb4 [19]. Îíà èñïîëüçóåò ìåòîä (5)–(7), êîòîðûé ðåàëèçóåò ýêîíîìíóþ B-ôîð-

ìó r-àëãîðèòìîâ. Octave-ïðîãðàììà ralgb4 òðåáóåò 4 2n àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðà-

öèé óìíîæåíèÿ íà êàæäîé èòåðàöèè. Åå âû÷èñëèòåëüíûå ñâîéñòâà îêàçàëèñü

ñõîæèìè ñ âû÷èñëèòåëüíûìè ñâîéñòâàìè ïðîãðàììû ralgb5. Oñtave-ôóíêöèè

ralgb4 è ralgb5 ìîæíî èñïîëüçîâàòü êàê îïòèìèçàöèîííûå ÿäðà ïðè ðåàëèçàöèè

íà ÿçûêå Octave àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Íà

èõ îñíîâå ëåãêî ðàçðàáàòûâàòü îïòèìèçàöèîííûå ÿäðà íà ÿçûêå MATLAB äëÿ

ðåøåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ çàäà÷, êîòîðûå ñâîäÿòñÿ ê ïðîáëåìàì ìèíèìèçàöèè

íåãëàäêèõ âûïóêëûõ ôóíêöèé èëè ãëàäêèõ âûïóêëûõ ôóíêöèé ñ îâðàæíîé

ñòðóêòóðîé ïîâåðõíîñòåé óðîâíÿ.

Oñtave-ôóíêöèè ralgb4 è ralgb5 ìîæíî ëåãêî àäàïòèðîâàòü ê ÿçûêàì Ôîðòðàí

è Ñè, èñïîëüçóÿ áèáëèîòåêó áàçîâûõ ïîäïðîãðàìì ëèíåéíîé àëãåáðû BLAS (Basic

Linear Algebra Subprograms) èëè áèáëèîòåêó ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì

IntelR Math Kernel Library (IntelR MKL), êîòîðûå îïòèìèçèðîâàíû ïîä ñîâðåìåííûå

âû÷èñëèòåëüíûå ìàøèíû. Ýòî çíà÷èòåëüíî óñêîðÿåò ìåòîäû äëÿ ðåøåíèÿ áîëüøèõ

çàäà÷ (ñ òûñÿ÷üþ è áîëåå ïåðåìåííûìè), íàïðèìåð, çà ñ÷åò èñïîëüçîâàíèÿ âû÷èñëè-

òåëüíûõ ìîùíîñòåé ãðàôè÷åñêîãî ïðîöåññîðà, â ðàçû ïðåâûøàþùèå âû÷èñëèòåëü-

íûå ìîùíîñòè êëàññè÷åñêèõ ïðîöåññîðîâ. Òàê, ñóùåñòâåííîå óñêîðåíèå ìîæíî ïî-

ëó÷èòü, ïðèìåíèâ äëÿ ðàñ÷åòîâ òåõíîëîãèþ CUDA íà ãðàôè÷åñêèõ óñêîðèòåëÿõ.

Ýòî ïîäòâåðæäàåò ãèáðèäíàÿ ðåàëèçàöèÿ r-àëãîðèòìà [20] ïðè êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ

ñîêðàùåíèå âðåìåíè ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ 1000–8000 ïåðåìåííûìè îò 14 äî 18 ðàç.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â ðàìêàõ ñåìåéñòâà ñóáãðàäèåíòíûõ ìåòîäîâ ñ ðàñòÿæåíèåì ïðîñòðàíñòâà

â íàïðàâëåíèè ðàçíîñòè äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñóáãðàäèåíòîâ ïîëó÷åíû äîñ-

òàòî÷íî ýôôåêòèâíûå ðåàëèçàöèè r-àëãîðèòìîâ. Ðàçðàáîòàííûå ìîäèôèêàöèè

r-àëãîðèòìîâ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðè ìèíèìèçàöèè âûïóêëûõ íåãëàäêèõ

ôóíêöèé èç ðàçëè÷íûõ îáëàñòåé ïðèëîæåíèé. Òàê êàê ñâîéñòâà ãëàäêîé ôóíê-

öèè ñ î÷åíü áûñòðî èçìåíÿþùèìñÿ ãðàäèåíòîì ñõîæè ñî ñâîéñòâàìè íåãëàä-

êîé ôóíêöèè, òî r-àëãîðèòìû èìåþò óñêîðåííóþ ñõîäèìîñòü ïðè îïòèìèçà-

öèè îâðàæíûõ ãëàäêèõ ôóíêöèé. Ïðè ìèíèìèçàöèè ãëàäêèõ ôóíêöèé îíè îêà-

çûâàþòñÿ êîíêóðåíòíîñïîñîáíûìè ñ íàèáîëåå óäà÷íûìè ðåàëèçàöèÿìè

ìåòîäîâ ñîïðÿæåííûõ íàïðàâëåíèé è ìåòîäîâ êâàçèíüþòîíîâñêîãî òèïà.
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Ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììíûõ ðåàëèçàöèé r( )� -àëãîðèòìà ñ àäàïòèâíûì øàãîì

ìîæíî íàõîäèòü äîñòàòî÷íî òî÷íûå ïðèáëèæåíèÿ ê òî÷êå ìèíèìóìà âûïóêëîé

ôóíêöèè. Åñëè êîýôôèöèåíò ðàñòÿæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà âûáðàòü òàêèì, ÷òîáû îí

õîðîøî ñîãëàñîâàëñÿ ñ ïàðàìåòðàìè àäàïòèâíîé ðåãóëèðîâêè øàãà â íàïðàâëå-

íèè íîðìèðîâàííîãî àíòèñóáãðàäèåíòà â ïðåîáðàçîâàííîì ïðîñòðàíñòâå ïåðå-

ìåííûõ, òî äëÿ âûïîëíåíèÿ îäíèõ è òåõ æå êðèòåðèåâ îñòàíîâà ìîæíî çíà÷è-

òåëüíî ñîêðàòèòü êîëè÷åñòâî èòåðàöèé è êîëè÷åñòâî âû÷èñëåíèé çíà÷åíèÿ ôóíê-

öèè è ñóáãðàäèåíòà (ãðàäèåíòà). Ýòî çàâèñèò îò êîíêðåòíîãî âèäà

ìèíèìèçèðóåìîé ôóíêöèè, ñòåïåíè åå îâðàæíîñòè è ìàñøòàáà ïåðåìåííûõ.

Îäíàêî òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå r-àëãîðèòìîâ ïðîâåäåíî íåäîñòàòî÷íî

ïîëíî. È õîòÿ êîëè÷åñòâî èòåðàöèé äëÿ íàõîæäåíèÿ ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ f �

ñ òî÷íîñòüþ 
 äëÿ âûïóêëûõ ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ ýìïèðè÷åñêè îöåíèâàåòñÿ
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, â íàñòîÿùåå âðåìÿ àêòóàëüíî ñóæäåíèå Í.Ç. Øîðà «... Òåî-

ðèÿ âñåãî êëàññà àëãîðèòìîâ ñ ðàñòÿæåíèåì ïðîñòðàíñòâà äàëåêà îò ñîâåðøå-

íñòâà. Íàì êàæåòñÿ äîñòàòî÷íî ðåàëèñòè÷íîé öåëüþ ïîñòðîåíèå òàêîãî àëãîðèò-

ìà, êîòîðûé ïî ñâîåé ïðàêòè÷åñêîé ýôôåêòèâíîñòè íå óñòóïàë áû r-àëãîðèòìó

è áûë ñòîëü æå õîðîøî îáîñíîâàí, êàê ìåòîä ýëëèïñîèäîâ». Èññëåäîâàíèÿ

â äàííîì íàïðàâëåíèè àêòèâíî ïðîäîëæàþòñÿ.
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Ï.². Ñòåöþê
ÒÅÎÐ²ß ÒÀ ÏÐÎÃÐÀÌÍ² ÐÅÀË²ÇÀÖ²¯ r-ÀËÃÎÐÈÒÌ²Â ØÎÐÀ

Àíîòàö³ÿ. Ðîçãëÿíóòî òðè îá÷èñëþâàëüí³ ôîðìè r-àëãîðèòì³â ç ð³çíèì îáñÿ-
ãîì îá÷èñëåíü íà îäí³é ³òåðàö³¿. Íàâåäåíî ðåçóëüòàòè ïðî çá³æí³ñòü ãðàíè÷-
íîãî âàð³àíòà r-àëãîðèòì³â äëÿ îïóêëèõ ãëàäêèõ ôóíêö³é ³ r� �( )-àëãîðèòìó
äëÿ îïóêëèõ êóñêîâî-ãëàäêèõ ôóíêö³é. Îáãîâîðåíî ïðàêòè÷í³ àñïåêòè
âàð³àíòà r( )� -àëãîðèòì³â ç ïîñò³éíèì � — êîåô³ö³ºíòîì ðîçòÿãó ïðîñòîðó
³ àäàïòèâíèì ñïîñîáîì ðåãóëþâàííÿ êðîêó â íàïðÿìêó íîðìîâàíîãî àíòè-
ñóáãðàä³ºíòà â ïåðåòâîðåíîìó ïðîñòîð³ çì³ííèõ.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ñóáãðàä³ºíòíèé ìåòîä, íàéøâèäøèé ñïóñê, ð³çíèöÿ ñóá-
ãðàä³ºíò³â, ðîçòÿã ïðîñòîðó, r-àëãîðèòì, ìåòîä ñïðÿæåíèõ ãðàä³ºíò³â, àäàï-
òèâíèé êðîê, ïðîãðàìíà ðåàë³çàö³ÿ.

P.I. Stetsyuk
THEORY AND SOFTWARE IMPLEMENTATIONS OF SHOR’S r-ALGORITHMS

Abstract. Three computational forms of r-algorithms with different amount of
computation per iteration are considered. The results on the convergence of the
limit variant of r-algorithms for convex smooth functions and the
r� �( )-algorithm for convex piecewise smooth functions are presented. Practical
aspects of the variant of r( )� -algorithms with a constant coefficient of space
dilation � and an adaptive method for step adjustment in the direction of the
normalized anti-subgradient in the transformed space of variables are discussed.

Keywords: subgradient method, steepest descent, difference of subgradients,
space dilation, r-algorithm, conjugate gradient method, adaptive step, software
implementation.
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