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ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÎÅ ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ ÐÈÑÊÎÌ
Â ÌÍÎÃÎÌÅÐÍÛÕ ÌÀÐÊÎÂÑÊÈÕ ÌÎÄÅËßÕ

Àííîòàöèÿ. Ðàññìîòðåíà òèïè÷íàÿ äëÿ ìíîãèõ îáëàñòåé ïðèêëàäíîé ìàòå-
ìàòèêè ìîäåëü âûáîðà îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé â ñòîõàñòè÷åñêèõ ñèñòåìàõ.
Óïðàâëÿåìûé íà ïðîìåæóòêå ñëó÷àéíîé äëèíû ìíîãîìåðíûé ïðîöåññ ãèáå-
ëè, êîòîðûé èçó÷àåòñÿ â ñòàòüå, ìîæåò îïèñûâàòü ÿâëåíèÿ, âîçíèêàþùèå
â ýêîíîìè÷åñêèõ, áèîëîãè÷åñêèõ, ìåäèöèíñêèõ, òåõíè÷åñêèõ è äðóãèõ ïðè-
ëîæåíèÿõ. Ïðåäëîæåíî íåñêîëüêî ïîäõîäîâ ê îïðåäåëåíèþ êðèòåðèÿ îïòè-
ìàëüíîñòè è èçó÷åíû ñâîéñòâà ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíêöèé ðèñêà, à òàêæå
ðàçðàáîòàí êîíñòðóêòèâíûé âû÷èñëèòåëüíûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ îïòè-
ìàëüíûõ ñòàöèîíàðíûõ ñòðàòåãèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îïòèìàëüíûå ñòàöèîíàðíûå ñòðàòåãèè, óïðàâëÿåìûå ïðî-
öåññû, ìàðêîâñêèå ïðîöåññû ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé, ôóíêöèÿ ðèñêà, ïðîöåññû
ãèáåëè è ðîæäåíèÿ, èòåðàöèîííûå àëãîðèòìû.

Â ñòàòüå èçó÷àåòñÿ òèïè÷íàÿ äëÿ ìíîãèõ ýêîíîìè÷åñêèõ ìîäåëåé ñèòóàöèÿ îò-
íîñèòåëüíî âûáîðà îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé, îïèñàííàÿ, â ÷àñòíîñòè, â ìàðêå-
òèíãîâûõ ìîäåëÿõ [1, 2], çàäà÷àõ äèñòðèáóöèè òîâàðîâ [2], óïðàâëåíèÿ çàïàñà-
ìè [4], ìîäåëÿõ ñòðàõîâàíèÿ è óïðàâëåíèÿ ðèñêîì [5, 6]. Ïîäîáíûå ñèòóàöèè
÷àñòî ìîæíî âñòðåòèòü òàêæå â òåõíè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ, ñâÿçàííûõ, íàïðè-
ìåð, ñ êîíòðîëåì êà÷åñòâà, â áèîëîãè÷åñêèõ ìîäåëÿõ è ìåäèöèíñêèõ èññëåäîâà-
íèÿõ, êàñàþùèõñÿ ïðîôèëàêòèêè çàáîëåâàíèé, áîðüáû ñ ýïèäåìèÿìè. Õàðàêòåð-
íîé îñîáåííîñòüþ ìíîãèõ óïîìÿíóòûõ âûøå ìîäåëåé åñòü òî, ÷òî ýðãîäè÷åñêèå
ñâîéñòâà ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ íå ïîçâîëÿþò ñòðîèòü
îïòèìàëüíûå ñòðàòåãèè ñ ïîìîùüþ «êëàññè÷åñêèõ» ïîäõîäîâ. Â ìàðêîâñêèõ
ìîäåëÿõ, êàê ïðàâèëî, âûáîð îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè
èõ ñòàöèîíàðíûõ ðàñïðåäåëåíèé. Âàæíàÿ îñîáåííîñòü çàäà÷è, ðàññìîòðåííîé â
íàñòîÿùåé ñòàòüå, çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî âñå ñîñòîÿíèÿ óïðàâëÿåìîãî ìíîãî-
ìåðíîãî ïðîöåññà ÿâëÿþòñÿ íåñóùåñòâåííûìè, çà èñêëþ÷åíèåì îäíîãî. Ñòàöèî-
íàðíîå ðàñïðåäåëåíèå òàêîãî ïðîöåññà ñîñðåäîòî÷åíî â ýòîì âûäåëåííîì ñîñòî-
ÿíèè, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ «îïòèìàëüíûì» ñ òî÷êè çðåíèÿ çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíê-
öèè. Ñëåäóþùàÿ ñóùåñòâåííàÿ îñîáåííîñòü çàêëþ÷àåòñÿ â âûáîðå îïòèìàëüíûõ
óïðàâëåíèé íà ïðîìåæóòêå âðåìåíè T ñëó÷àéíîé äëèíû.

Ðàññìîòðèì öåëî÷èñëåííûé ìíîãîìåðíûé ìàðêîâñêèé ïðîöåññ � �( , )t ñ äèñêðåò-
íûì âðåìåíåì t � 0 1 2, , ,� è êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé � �( , ) ( )t X M� , êîòî-
ðûé óïðàâëÿåòñÿ ñîãëàñíî ñòðàòåãèè �. Ïðè ýòîì

� � � � � � � �( , ) { ( , ), ( , ), ..., ( , )}t t t tm� 1 2 ,

X M x x x x M i mm i i( ) {( , , ..., ) : , , , ..., }� � � �1 2 0 1 2 ,

ãäå M M M M m� { , , ..., }1 2 — èçâåñòíûé âåêòîð ñ öåëî÷èñëåííûìè ïîëîæè-
òåëüíûìè êîîðäèíàòàìè. Ñòðàòåãèÿ óïðàâëåíèÿ � îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäàíî ìíîæåñòâî A, ñîñòîÿùåå èç r âåêòîðîâ:

A a a a r� { , , ..., }( ) ( ) ( )1 2 , a a a au
u u um

( ) { , , ..., }� 1 2 , u U r� � { , , ..., }1 2 ,

ïðè ýòîì äëÿ êàæäîãî u U� èìååì

0 1 1 2� � �a j muj , , , ..., .

Íàçîâåì U r� { , , ..., }1 2 ìíîæåñòâîì óïðàâëåíèé. Äëÿ êàæäîãî óïðàâëåíèÿ u U�

îïðåäåëåíà îäíîðîäíàÿ öåïü Ìàðêîâà x tu( ) ( ) ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì
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t �1 2 3, , ,� è çíà÷åíèÿìè â ìíîæåñòâå X M( ) . Ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè çà
îäèí øàã ìàðêîâñêîé öåïè ïðåäñòàâëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

• Åñëè x x x x X Mm� �( , , ..., ) ( )1 2 è y y y y X Mm� �( , , ..., ) ( )1 2 — äâà ñî-

ñòîÿíèÿ öåïè x tu( ) ( ) è ïðè ýòîì x y� , ò.å. äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà i m�1 2, , ...,

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî x yi i� , òî

p x y P x t y y y x t x xu u
m

u( ) ( ) ( )( , ) ( ) ( , , ..., ) / ( ) ( ,� � � �{ 1 1 2 1 2 , ..., )xm } =

= C a a
x

x y
u

x y
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x y
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� � � �( ) ( ) ...
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m
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• Åñëè óñëîâèå x y� íå âûïîëíÿåòñÿ, ò.å. õîòÿ áû äëÿ îäíîé êîîðäèíàòû i
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî x yi i	 , òî

p x y P x t y y y x t x xu u
m

u( ) ( ) ( )( , ) ( ) ( , , ..., ) / ( ) ( ,� � � �{ 1 1 2 1 2 0, ..., )xm } � .

Ââåäåì ìíîæåñòâà

X X X X X Mn0 1 2� � � � �... ( ) ; U U U Un1 2� � � �... .

Äëÿ êàæäîãî t n�{ , , , ..., }0 1 2 îïðåäåëèì ìíîæåñòâî

I t X U X U X U Xt t( ) � � � � � � � �0 1 1 2 2 � .

Êàæäóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

i t x u x u x u x I tt t( ) { , , , , , .., , } ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )� �0 1 1 2 2

íàçîâåì èñòîðèåé äëèíû t n�{ , , , ..., }0 1 2 , à ñèìâîëîì � t i s( ( )) , s t� , îáîçíà÷èì
îòîáðàæåíèå

� t I s I s t s t: ( ) ( ),
 � � ,

ãäå i s u u u s s I s( ) { ( ), ( ), ( ), ( ), ( ), .., ( ), ( )} ( )� �� � � �0 1 1 2 2 , à

� t i s( ( )) = �� � � �( ), ( ), ( ), ( ), ( ), .., ( ), ( )} (t u t t u t t u s s I� � � � �1 1 2 2 s t� ).

Ñòðàòåãèåé óïðàâëåíèÿ äëÿ óïðàâëÿåìîé ìàðêîâñêîé ìîäåëè áóäåì íàçû-
âàòü ôóíêöèþ � �� � � � �{ ( / ( )), ( ) ( ), { , , ..., }}t i t i t I t t n0 1 1 , êîòîðàÿ ñòàâèò â ñî-
îòâåòñòâèå ïðîèçâîëüíîé èñòîðèè i t I t( ) ( )� , t n�{ , , , ..., }0 1 2 , íåêîòîðîå ðàñïðå-
äåëåíèå âåðîÿòíîñòåé � t i t( / ( ))� , ñîñðåäîòî÷åííîå íà ìíîæåñòâå U t�1.

Ñòðàòåãèÿ � íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé, åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî t n� �{ , , , ..., }0 1 2 1
è ïðîèçâîëüíîé èñòîðèè i t I t( ) ( )� ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé � t i t( / ( ))� ñîñðå-

äîòî÷åíî â îäíîé òî÷êå ìíîæåñòâà U t�1.

Åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìîìåíòà t n� �{ , , , ..., }0 1 2 1 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

� � �t t ti t i t( / ( )) ( / ( ( )))� � � ,

òî ñòðàòåãèþ � �� � �{ ( / ( )), ( ) ( )t i t i t I t , t n� �{ , , ..., }}0 1 1 íàçîâåì ìàðêîâñêîé.
Ìíîæåñòâî âñåõ ìàðêîâñêèõ ñòðàòåãèé îáîçíà÷èì �M .

Ïóñòü � �� � � � �{ ( / ( )), ( ) ( ), { , , ..., }}t i t i t I t t n0 1 1 — íåêîòîðàÿ ñòðàòåãèÿ
óïðàâëåíèÿ, à � �( ) , � � X 0 , — ìåðà, îïðåäåëÿþùàÿ íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå
óïðàâëÿåìîãî ñîãëàñíî ñòðàòåãèè � ìíîãîìåðíîãî ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà
� � �� � ( , )t , t � 0 1 2, , ,� Îáîçíà÷èì Pn ( )� ñîîòâåòñòâóþùåå åìó ðàñïðåäåëåíèå
âåðîÿòíîñòåé íà ìíîæåñòâå I n( ) âñåõ èñòîðèé äëèíû n è äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíê-
öèè �( )l , l I n� ( ), îïðåäåëèì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå M En ( ) ( ( ))� � ��� :

M l P ln n

l I n

( ) ( ) ( )

( )

� �� �
�

 .

Äëÿ òîãî ÷òîáû ââåñòè ïîíÿòèå îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè, çàäàäèì âåêòîð êî-
ýôôèöèåíòîâ c c c cm� ( , , ..., )1 2 è îïðåäåëèì íà ìíîæåñòâå X M( ) ôóíêöèþ r( )� ,
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� � X M( ), ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè � � � �� �{ , , ..., } ( )1 2 m X M , òî

r ci i

i

m

( )� �� �
�



1

.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî îïðåäåëåíà íåêîòîðàÿ ñòðàòåãèÿ óïðàâëåíèÿ � �
� � � � �{ ( / ( )), ( ) ( ), { , , ..., }}� t i t i t I t t n0 1 1 è âûáðàíî íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå
� � X 0 óïðàâëÿåìîãî ìíîãîìåðíîãî ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà. Îöåíêîé ñîñòîÿíèÿ
� � X 0 äëÿ ñòðàòåãèè � �� � � � �{ ( / ( )), ( ) ( ), { , , ..., }}t i t i t I t t n0 1 1 íàçîâåì âåëè-
÷èíó S ( , )� � , îïðåäåëåííóþ ðàâåíñòâîì

S r l P ln n

l I n

( , ) ( ( )) ( )

( )

� � �� �
�

 .

Ñîîòâåòñòâåííî âåëè÷èíó
V ( )� � inf { }

M�
� �

��
S ( , )

íàçîâåì îöåíêîé íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ � � � �� �{ , , ..., }1 2 0m X â ìíîæåñòâå �M

âñåõ ìàðêîâñêèõ ñòðàòåãèé. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìàðêîâñêàÿ ñòðàòåãèÿ

� �� �� � � � �{ ( / ( )), ( ) ( ), { , , ..., }}t i t i t I t t n0 1 1

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé, åñëè âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

V ( )� �S ( , )� � � .

Íèæå â òåîðåìå ïðåäëîæåí êîíñòðóêòèâíûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëü-
íîé ñòðàòåãèè â ñëó÷àå, êîãäà âðåìåííîé èíòåðâàë óïðàâëåíèÿ
t T n� � { , , , ..., }0 1 2 íå ñëó÷àéíûé, à åãî äëèíà n îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíà.

Òåîðåìà 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå � � �( ), � X 0 , ïðîöåññà

�( ), , , ,t t � 0 1 2 � , ñîñðåäîòî÷åíî â îäíîé òî÷êå M M M M Xm� �{ , , ..., }1 2 0 , ò.å.

P M M M m{ ( ) { , , ..., }}� 0 11 2� � .

Îïðåäåëèì ñåìåéñòâî ôóíêöèé

[ ( ), { , , ..., } , { , , ..., , , }]V X t n nt m t� � � � �� � � �1 2 1 2 1 0

ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ t n� ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ

V r r cn m i i

i

m

( ) ( ) ( , , ..., )� � � � � �� � � �
�

1 2

1

, � � � �� �{ , , ..., }1 2 m nX .

Äëÿ îñòàëüíûõ 0 � 	t n ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíêöèè Vt ( )� îïðåäåëÿåì ðåêóððåíòíî:

V p Vt
u A

u
t

X t

( ) min ( , ) ( )( )� � � �
�

� �
�

�

�
�

�

�

�
��

�
� �


 1

1

, t n n� � �{ , , ..., , }1 2 1 0 ,

� � � �� �{ , , ..., }1 2 m tX , � � � �� � �{ , , ..., }1 2 1m tX .

Òîãäà îïòèìàëüíîé äëÿ óïðàâëÿåìîãî ìíîãîìåðíîãî ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà
� � �� � �( , ), , , ,t t 0 1 2 �, áóäåò ïðîñòàÿ ìàðêîâñêàÿ ñòðàòåãèÿ

� � 	� � � � � �{ ( / ( )) , ( ) ( ), { , , ..., }}t ti t i t I t t n0 1 1 ,

êîòîðàÿ ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

� � � 
 �
�
�t t t

t

t

u u u
u u

u u
� � �

�
�

( / ) ( , ( ))
, ( ),

, ( ),

1

0

åñëè

åñëè

�
�
�

ut ( )� � arg min
u U�

p Vu
t

X t

( ) ( , ) ( )� � �
�

�
�

�

�
�

�

�

�
�

�
� �


 1

1

.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû áàçèðóåòñÿ íà èñïîëüçîâàíèè èäåé äèíàìè÷åñêîãî

óïðàâëåíèÿ, èñõîäÿ èç îáùåé òåîðèè óïðàâëÿåìûõ ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ [8, 7] ñ ó÷åòîì

îñîáåííîñòåé ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè. Ñîãëàñíî ïîñòàíîâêå çàäà÷è íåîáõîäèìî

âûáðàòü â òî÷íîñòè n óïðàâëåíèé u Ut t� ��1 1, t n� �0 1 2 1, , , ... , , ïðè÷åì êàæäîå èç íèõ

çàâèñèò îò ñîñòîÿíèÿ � � � � �( , ) { , , ... , }t Xm t� �1 2 óïðàâëÿåìîãî ìàðêîâñêîãî

ïðîöåññà â ìîìåíò âðåìåíè t n� �0 1 2 1, , , ... , . Ïîýòîìó ïðàêòè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ

ïðîöåäóðû ïîñòðîåíèÿ îïèñàííîé â òåîðåìå 1 ïðîñòîé ìàðêîâñêîé ñòðàòåãèè

� � � �� � � � � �{ ( / ( )) , ( ) ( ), { , , ... , }}t ti t i t I t t n0 1 1 ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

• Ïðîöåñc îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé íà÷èíàåì ñ âûáîðà óïðàâëå-
íèÿ u Un n� íà n-ì øàãå â ìîìåíò âðåìåíè t n T� � �1 . Åñëè � �( , )t � �1
� { , , ..., }� � �1 2 m , òî

u un n� �( )� arg min
u U�

p Vu
n

X

( )
( )( , ) ( )� � �

�

�
�

�

�
�

�

�

�
��



1

�
�

arg min
u U

p ru

X

( ) ( , ) ( )� � �
�

�
�

�

�
�

�

�

�
��



1

èëè

� 
 �n nu u� �1
* ( , ( )) .

• C èñïîëüçîâàíèåì ôóíêöèè [ ( ), { , , ... , } ]V Xn m n� � � � �� �1 2 ñòðîèì

î÷åðåäíîå ñåìåéñòâî [ ( ), { , , ... , } ]V Xn m n� �� �1 1 2 1� � � � � , ãäå

V p Vn
u A

u
n

X t

�
� �

� �
�

�

�
�

�

�

�
�

�


1

1

( ) min ( , ) ( )( )� � � �
�

.

Îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì íà ( )n�1 -ì øàãå ïðè óñëîâèè, ÷òî óïðàâëÿåìûé ìàð-
êîâñêèé ïðîöåññ íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè � � � �� � �1 2 2, , ..., m nX , ÿâëÿåòñÿ
óïðàâëåíèå u u Un n n� � �� �1 1 1( )� , óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ

u un n� �� �1 1 ( )� arg min
u U�

p Vu
n

X

( )
( )( , ) ( )� � �

�

�
�

�

�
�

�

�

�
�

�
�

 1

1

èëè

� 
 ���n nu u* ( , ( ))� �1 .

Ïðîäîëæàÿ îïèñàííóþ ïðîöåäóðó, ïîñòðîèì ïðîñòóþ ìàðêîâñêóþ ñòðàòåãèþ

� � � �
��� � � �� � � � �0 1 1� n , êîòîðàÿ íà îñíîâàíèè òåîðåìû 1 ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé

äëÿ óïðàâëÿåìîãî ìíîãîìåðíîãî ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà � � �� � ( , )t , t � 0 1 2, , ,�

Êàê ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ïðîñòîé ìàðêîâñêîé ñòðàòåãèè, äëÿ ïðîèçâîëü-

íîãî t n� �{ , , ..., }0 1 1 ôóíêöèÿ � �t
t( / )( )� , � ( )t

tX� , ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé ôóíêöèåé

è ïîðîæäàåò ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà X t íà r ïîäìíîæåñòâ:

{ ( ), { , , ..., }}Y j j U rt t� ��1 1 2 .

Ïðè ýòîì

Y j X u j U rt t t t( ) { , ( ) { , , ..., }}� � � � �� �� �1 1 1 2 .

Î÷åâèäíî, ÷òî

Y j Y l j lt t( ) ( ) ,� �� � , j l U rt, { , , ..., }� ��1 1 2 ,

Y Y Y r Xt t t t( ) ( ) ( )1 2� � � �� .

Äëÿ ìíîãîìåðíîãî óïðàâëÿåìîãî ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà � ��( )t �
� { ( , ), ( , ), ..., ( , )}� � � � � �1 2t t tm ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçáèåíèÿ ñòðîÿòñÿ ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì. Íà ïåðâîì øàãå àëãîðèòìà äëÿ âñåõ � � � �� �{ , , ..., }1 2 m nX âû-
÷èñëÿåì V n( ) ( )� :

V r cn i i

i

m

( ) ( ) ( )� � �� � �
�



1

.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî u ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûì óïðàâëåíèåì èç ìíîæåñòâà
U r� { , , ..., }1 2 , à � � � �� � �{ , , ..., }1 2 1m nX . Ó÷èòûâàÿ âèä ïåðåõîäíûõ ôóíê-

öèé p x y x X M y X Mu( ) ( , ), ( ), ( )� � , u U� , ñåìåéñòâà öåïåé Ìàðêîâà { ( ),( )x tu

u r�1 2, , ..., }, äëÿ âû÷èñëåíèÿ V
n
u

( )
( ) ( )
�1

� ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

V V
n
u

n
u

n( )
( )

( )
( )( ) ( , , ..., )

� �
� �

1 1 1 2� � � � p h V hu
n

h X n

( )
( )( , ) ( )� � �

�

 c ai i ui

i

m

� � �
�

 � ( )1

1

.

Îïðåäåëÿåì îöåíêó V n( ) ( )�1 � ñîñòîÿíèÿ � � �X n 1, è åñëè îêàæåòñÿ, ÷òî

V Vn n
j

( ) ( )
( )( ) ( )� �

�1 1
� � ,

òî ñîñòîÿíèå � âêëþ÷àåì â ìíîæåñòâî Y jn( ) ( )�1 , ãäå

j V V
j U

n m n
j� �

�
� �

min{ ( , , ..., ) ( , , ...,( ) ( )
( )

1 1 2 1 1 2� � � � � �m )} .

Ïðîäîëæàåì îïèñàííóþ ïðîöåäóðó äî òåõ ïîð, ïîêà íè âû÷èñëèì äëÿ êàæäî-
ãî ñîñòîÿíèÿ � � � �� �{ , , ..., }1 2 0m X åãî îöåíêó V( ) ( )0 � è íè ïîñòðîèì ðàçáè-
åíèå [ ( ), , , ..., }Y j j r0 1 2� ìíîæåñòâà X 0 .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t íåçàâèñèìî îò íîìåðà î÷å-

ðåäíîãî øàãà è èñòîðèè i t x u x u x u x I tt t( ) { , , , , , ..., , } ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )� �0 1 1 2 2 ïðî-

öåññ óïðàâëåíèÿ ìîæåò áûòü ïðåðâàí. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïóñòü äëèíà � âðåìåí-
íîãî èíòåðâàëà óïðàâëåíèÿ T� — ñëó÷àéíàÿ è ïðè ýòîì � èìååò ãåîìåòðè÷åñêîå
ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì p :

t T� �� �{ , , , ..., }0 1 2 ; � �{ , , , }1 2 3 � , P n p pn{ } ( )� � � � ��1 1 , n �1 2 3, , ,�

Â ýòîì ñëó÷àå ïðåäëîæåííîå â òåîðåìå 1 ðåøåíèå íåëüçÿ íåïîñðåäñòâåííî èñ-
ïîëüçîâàòü, íåîáõîäèìà ñîîòâåòñòâóþùàÿ åãî ìîäèôèêàöèÿ. Âíà÷àëå ñêîððåêòè-
ðóåì ïîñòàíîâêó îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è. Çàäàäèì âåêòîð d d d dm� ( , , ..., )1 2 è
äëÿ êàæäîãî t T� �� �{ , , , ..., }0 1 2 ïîëîæèì

L t t d t ti i i

i

m

� � � � �( ( ), ( )) ( ( ) ( ))� � � � �
�

1 1

1

.

Öåëåâóþ ôóíêöèþ äëÿ ñòðàòåãèè óïðàâëåíèÿ � �� � �{ ( / ( )), ( ) ( )}t i t i t I t îïðå-
äåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

L� � ( ( ( ), ( )))L t t

t

�

�

� ��
�

 1

1

.

Ïðîâåäåì òàêæå ñîîòâåòñòâóþùóþ ìîäèôèêàöèþ ôîðìàëüíîé ìîäåëè. Äîáà-

âèì ê ìíîæåñòâó X M( ) íåêîòîðîå ñïåöèàëüíîå ñîñòîÿíèå x x x xm
� � � �� ( , , ..., )1 2 è

ïî îïðåäåëåíèþ óñòàíîâèì

x xi i
� �� � 0 , i m�{ , , ..., }1 2 ; c xi� �* 0 , i m�{ , , ..., }1 2 ,

ãäå c — ïðîèçâîëüíîå öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî. Îïðåäåëèì íîâîå ñåìåé-
ñòâî öåïåé Ìàðêîâà

{ ( ), , , ..., } ( ( ), ( ), ...,*( ) *( ) *(x t u r x t x t x
u r�
 � � �1 2 1 2 ) ( )}t

ñî çíà÷åíèÿìè â ìíîæåñòâå ñîñòîÿíèé X M x X M� �( ) { } ( )� � . Ïåðåõîäíûå

ôóíêöèè çà îäèí øàã öåïè x tu*( ) ( ) , t � 0 1 2, , ,� , ïðèîáðåòàþò ñëåäóþùèé âèä:

p x yu*( ) ( , ) �

� � � �P x t y y y x t x x xu
m

u{ *( ) *( )( ) ( , , ..., ) / ( ) ( , , ...,1 1 2 1 2 m )} � p x yu( ) ( , ) ,

åñëè x x x x X Mm� �( , , ..., ) ( )1 2 è y y y y X Mm� �( , , ..., ) ( )1 2 .
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Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x x x x X Mm� �( , , ..., ) ( )1 2 íåçàâèñèìî îò ìîìåíòà âðå-
ìåíè t è îò ðåøåíèÿ u U t� �1

p x x pu*( ) ( , )� � , p x xu*( ) ( , )� � �1.

Ïóñòü f f x X Mx� �{ , ( )} — âåêòîð, ðàçìåðíîñòü ( )N êîòîðîãî ñîâïàäàåò
ñ ðàçìåðíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé X M( ) ñåìåéñòâà öåïåé Ìàðêîâà

{ ( ), , , ..., }( )x t u ru �1 2 , à êîîðäèíàòû f x , x X M� ( ), ïðèíèìàþò ñâîè çíà÷åíèÿ

â ìíîæåñòâå U âîçìîæíûõ ðåøåíèé: f U rx � � { , , ..., }1 2 , x X M� ( ). Âåêòîð f íà-
çîâåì âåêòîðîì ðåøåíèé äëÿ óïðàâëÿåìîãî ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà. Ïðîèçâîëü-
íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü { f t t( ), , , ,�1 2 3 �}, ãäå äëÿ êàæäîãî t �1 2 3, , ,�
f t f t x X Mx( ) { ( ), ( )}� � — âåêòîð ðåøåíèé, íàçîâåì ñòðàòåãèåé è îáîçíà÷èì,
êàê è ðàíåå, ñèìâîëîì �:

� � { ( ), ( ), ( ), }f f f1 2 3 � .

Íàçîâåì � ñòðàòåãèåé ñòàöèîíàðíîé, åñëè âåêòîð ðåøåíèé f t f f x( ) {� � ,
x X M� ( )} íå çàâèñèò îò t T� .

Êàê è â ñëó÷àå ïðîöåññà � �( , )t , t � 0 1 2, , ,� , ñåìåéñòâà öåïåé Ìàðêîâà

{ ( ), , , ..., }*( )x t u ru �1 2 âìåñòå ñî ñòðàòåãèåé óïðàâëåíèÿ � îïðåäåëÿþò íà

ìíîæåñòâå I t* ( ) âñåõ èñòîðèé i t I t� �( ) ( )� äëèíû t ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé

P i t� �( ( )) è ñîîòâåòñòâåííî íåêîòîðûé óïðàâëÿåìûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ

� � ��
�* ( , )� t , t � 0 1 2, , ,� ×òîáû îïðåäåëèòü öåëåâóþ ôóíêöèþ

L L t t T�
� � �� �� �({ ( , ), }) ïðîöåññà � � ��

* * ( , ), , , ,� �t t 0 1 2 � , ââåäåì ôóíêöèîíàë

L t t d t ti i i

i

�
� � � � �� � � � � � � �( ( , ), ( , )) ( ( , ) ( , ))� � � � �

�

1 1

1

m


 ,

êîòîðûé ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü, êàê âûãîäó («ïðèáûëü») ïðè ïåðåõîäå ïðî-

öåññà � � �� �
� � ( , )t , t � 0 1 2, , ,� , èç ñîñòîÿíèÿ � � �� ( , ) ( ) ( )t t X M� � â ñîñòîÿ-

íèå � � �� ( , ) ( ) ( )t t X M� � � �1 1 . Â ñâîþ î÷åðåäü,

L L t t

t

�
�

�
� � �� � � �� �

�

�


 ( ( , ), ( , ))1

0

ñîîòâåòñòâåííî ìîæíî âîñïðèíèìàòü êàê âûãîäó, ïîëó÷åííóþ îò óïðàâëåíèÿ

ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì � � ��
� �� ( , )t , t � 0 1 2, , ,� , íà áåñêîíå÷íîì ïðîìåæóòêå

âðåìåíè. Ó÷èòûâàÿ ïðåäïîëîæåíèÿ, ïðèíÿòûå îòíîñèòåëüíî ñîñòîÿíèÿ

x x x xm
� � � �� ( , , ..., )1 2 ïðîöåññà ��

� , ïîêàæåì, ÷òî

L L t t

t

�
�

�
� � �� � � �� � �

�

�


 ( ( , ), ( , ))1

0

( ( ( ), ( )))L t t

t

�

�

� �� �
�

 1

1

L� .

Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì P f t( ( ))
* ìàòðèöó, ðàçìåðíîñòü êîòîðîé ñîâïàäàåò c ðàç-

ìåðíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà X M x X M� �( ) { } ( )� � , ïðè ýòîì

p x y p x yf t
f tx

( ( ))
* *( ( ))

( , ) ( , )� , x X M y X M� �� �( ), ( ).

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïåðâàÿ ñòðîêà è ïåðâûé ñòîëáåö ìàò-

ðèöû P f t( ( ))
* ñîîòâåòñòâóþò ñîñòîÿíèþ x x x xm

� � � �� ( , , ..., )1 2 . Òîãäà ñîâîêóï-

íîñòü ìàòðèö
P p x yu u*( ) *( )|| ( , ) ||� , x X M y X M� �* *( ), ( ) , u U� ,

îïðåäåëÿåò ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè çà îäèí øàã óïðàâëÿåìîãî ìàðêîâñêîãî
ïðîöåññà ïðè óñëîâèè, ÷òî ïîñëå êàæäîãî î÷åðåäíîãî øàãà, íåçàâèñèìî îò åãî
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íîìåðà t, à òàêæå îò èñòîðèè óïðàâëåíèÿ, ïðîöåññ óïðàâëåíèÿ ìîæåò áûòü
ïðåðâàí. Åñëè � � { ( ), ( ), ( ), }f f f1 2 3 � — íåêîòîðàÿ ñòðàòåãèÿ, òî äëÿ ïðîèç-

âîëüíîãî t � 0 ñèìâîë Pt
* ( )� îáîçíà÷àåò ìàòðèöó, îïðåäåëåííóþ ðàâåíñòâîì

P P P Pf f f tt
� �( ) ( ( ))

*
( ( ))
*

( ( ))
*� � � �1 2 � .

Â ñëó÷àå t � 0 äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñòðàòåãèè � � { ( ), ( ), ( ), }f f f1 2 3 � ïîëîæèì
ïî îïðåäåëåíèþ

P E0
* ( )� � ,

ãäå E — åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ñîîòâåòñòâóþùåé ðàçìåðíîñòè. Ââåäåì âåêòîð-ñòîë-
áåö m m x x X M� �� �{ ( ), ( )} , ðàçìåðíîñòü êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðíîñòüþ
ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé X M( ) , à êîîðäèíàòû îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâîì

m x E L x� �
�� �( ) / ( , )� �{ }0 , x x x x X Mm� �{ , , ..., } ( )1 2 .

Åñëè èíòåðïðåòèðîâàòü L�
* êàê âûãîäó (ïðèáûëü), ïîëó÷åííóþ îò óïðàâëåíèÿ

ïðîöåññîì ��
� , òî êîîðäèíàòû m x� ( ) âåêòîðà m� ïðåäñòàâëÿþò ñðåäíþþ ïðè-

áûëü ïðè óñëîâèè, ÷òî x X M� ( ) ÿâëÿåòñÿ íà÷àëüíûì ñîñòîÿíèåì äëÿ óïðàâ-

ëÿåìîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà � � ��
� �� ( , )t , t � 0 1 2, , ,�

Ñòàöèîíàðíóþ ñòðàòåãèþ � � ( � ) { �, �, �, }� �� �f f f f � , ãäå � { � , ( )}f f x X Mx� � ,

íàçîâåì îïòèìàëüíîé, åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíîé äîïóñòèìîé ñòðàòåãèè
�( ) { , , , }f f f f� � , ãäå f f x X Mx� �{ , ( )}, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

m m�� �� .

Ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü x x x x X Mm� �{ , , ..., } ( )1 2 , à êîîðäèíàòû d x( ) âåêòîðà

D d x x X M� �{ ( ), ( )} îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâîì

d x d xi i

i

m

( ) � �
�



1

.

Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

m E p P Dt

t

� �� � �
�

�

 
 

!

"

#
#
�

�

�


 ( )

0

,

ãäå Pt ( )� — ìàòðèöà, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç ìàòðèöû Pt
* ( )� èñêëþ÷åíèåì

ïåðâîé ñòðîêè è ïåðâîãî ñòîëáöà, à P0 ( )� — åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà E , ðàçìåð-
íîñòü êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé X M( )
óïðàâëÿåìîãî ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà � � �� � ( , )t , t � 0 1 2, , ,�

Îïðåäåëèì âåêòîð w w x x X M� �� �{ ( ), ( )} ñëåäóþùèì îáðàçîì:

w p P Dt

t

� �� � �
�

�


 ( )

0

.

Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàò òåîðåìû 2, ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ñòàöèîíàðíàÿ ñòðàòå-

ãèÿ � � ( � ) { �, �, �, }� �� �f f f f � , ãäå � { � , ( )}f f x X Mx� � , áóäåò îïòèìàëüíîé òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîé äîïóñòèìîé ñòðàòåãèè �( ) { , , , }f f f f� �

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî w w�� �� .
Ïóñòü � �{ ( ), ( ), ( ), }f f f1 2 3 � — íåêîòîðàÿ ñòðàòåãèÿ, g g x X Mx� �{ , ( )} —

íåêîòîðûé âåêòîð ðåøåíèé. Òîãäà ñèìâîë ( , )g � áóäåò îáîçíà÷àòü ñëåäóþùóþ

ñòðàòåãèþ: { , ( ), ( ), ( ), }g f f f1 2 3 � .

Òåîðåìà 3. Åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà ðåøåíèé g g x X Mx� �{ , ( )}

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
w w g� ( , � )� �� ,

òî ñòðàòåãèÿ � � ( � ) { �, �, �, }� �� �f f f f � , ãäå � { � , ( )}f f x X Mx� � , áóäåò îïòèìàëüíîé.
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Ïîñêîëüêó ñîãëàñíî òåîðåìå 2 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

m D w� �� � ,

òî, èñïîëüçóÿ òåîðåìó 3, ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèé ïðàêòè÷åñêèé
êðèòåðèé îïòèìàëüíîñòè ñòðàòåãèè ��: åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà
ðåøåíèé g g x X Mx� �{ , ( )} âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

m m g� ( , � )� �� ,

òî ñòàöèîíàðíàÿ ñòðàòåãèÿ � � ( � ) { �, �, �, }� �� �f f f f � , ãäå � { � , ( )}f f x X Mx� � —

íåêîòîðûé âåêòîð ðåøåíèé, áóäåò îïòèìàëüíîé.

Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ âåêòîðà ðåøåíèé � { � , ( )}f f x X Mx� �

è ñîîòâåòñòâåííî îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè �� .

Òåîðåìà 4. Ïóñòü � � { ( ), ( ), ..., ( ), }f f f t1 2 � — íåêîòîðàÿ ñòðàòåãèÿ,

à f f x X Mx� �{ , ( )} — íåêîòîðûé âåêòîð ðåøåíèé, �( ) { , , , }f f f f� � —
ñòàöèîíàðíàÿ ñòðàòåãèÿ, ïîñòðîåííàÿ íà îñíîâàíèè âåêòîðà ðåøåíèé
f f x X Mx� �{ , ( )} . Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå

m mf{ }� �� , òî m mf� �( ) � .

Òåîðåìà 5. Ïóñòü f f x X Mx� �{ , ( )} — íåêîòîðûé âåêòîð ðåøåíèé. Îïðå-

äåëèì äëÿ êàæäîãî âåêòîðà x X M� ( ) ìíîæåñòâî Q x f( , ) òàêèõ ðåøåíèé
u U r� � { , , ..., }1 2 , äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

p d x p p x y w y w xu
f

y X M

f� � � � 	
�

( ) ( , ) ( ) ( )*( )

( )

( )

( )� � .

Ïîñòðîåííàÿ íà îñíîâàíèè âåêòîðà ðåøåíèé f f x X Mx� �{ , ( )} ñòàöèîíàð-
íàÿ ñòðàòåãèÿ �( ) { , , , ...}f f f f� áóäåò îïòèìàëüíîé òîãäà, êîãäà äëÿ âñåõ
x X M� ( ) ìíîæåñòâî Q x f( , ) ïóñòî.

Åñëè æå ñóùåñòâóþò òàêèå x X M� ( ) , ÷òî Q x f( , ) íå ïóñòî, òî äëÿ êàæäîãî
âåêòîðà ðåøåíèé g g x X Mx� �{ , ( )} , ãäå g fx x� â ñëó÷àå, êîãäà g Q x fx $ ( , ) ,
è (âîçìîæíî) g fx x� â ñëó÷àå, êîãäà g Q x fx � ( , ) , âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

m mg f� �( ) ( )� .

Òåîðåìà 6. Äëÿ óïðàâëÿåìîãî ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà { ( ), , , ..., }*( )x t u ru �1 2

ñ ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé X M x X M� �( ) { } ( )� � , êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì ðåøå-

íèé u U r� � { , , ..., }1 2 è ñåìåéñòâîì ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé

{ ( , ), , , ..., }*( )p x y u ru �1 2 , x X M� � ( ) , y X M� � ( ) , X M x X M� �( ) { } ( )� �

ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíàÿ ñòàöèîíàðíàÿ ñòðàòåãèÿ � � � � �( ) { , , , }f f f f� � .

Âåêòîð ðåøåíèé f f x X Mx
� �� �{ , ( )}, íà îñíîâàíèè êîòîðîãî ñòðîèòñÿ

ñòðàòåãèÿ � � � � �( ) { , , , }f f f f� � , ìîæíî îïðåäåëèòü, èñïîëüçóÿ ñëåäóþùóþ

èòåðàöèîííóþ ïðîöåäóðó.

1. Âûáèðàåì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð ðåøåíèé f f x X Mx� �{ , ( )} èç óñëîâèÿ

p x y d y p x y d y
f

y X M u r

ux�
 � �
 �
( , ) ( ) min ( , ) (

( ) , ...,
� � �

� �



1
)

( )y X M�

 .

2. Ðåøàåì ñèñòåìó óðàâíåíèé

V x p d x p p x y V y

x X M

f

y X M

x( ) ( ) ( , ) ( ),

( )
( )

� � � � �

�

�

�
%

�%
�

 �
 �

è íàõîäèì âåêòîð V V x x M� �{ ( ), }.
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3. Äëÿ êàæäîãî ñîñòîÿíèÿ x X M� ( ) îïðåäåëÿåì ìíîæåñòâî Q x f( , ) òàêèõ
ðåøåíèé u U r� � { , , ..., }1 2 , äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

p d x p p x y V y V xu

y X M

� � � � 	
�

( ) ( , ) ( ) ( )( )

( )

.

Åñëè îêàæåòñÿ, ÷òî äëÿ âñåõ x X M� ( ) ìíîæåñòâî Q x f( , ) ïóñòî, òî:

• ñòàöèîíàðíàÿ ñòðàòåãèÿ �( ) { , , , }f f f f� � , ïîñòðîåííàÿ íà îñíîâàíèè âåê-
òîðà ðåøåíèé f f x X Mx� �{ , ( )} , áóäåò îïòèìàëüíîé ñòàöèîíàðíîé ñòðàòåãèåé;

• âåêòîð m m x x X M
f f� �� �( ) ( )

{ ( ), ( )}� � ñðåäíèõ âûãîä (ïðèáûëåé), ñîîò-

âåòñòâóþùèé îïòèìàëüíîé ñòàöèîíàðíîé ñòðàòåãèè � �( )f , îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåí-

ñòâîì

m x d x V x x X M
f� �( )

( ) ( ) ( ), ( )� � � .

Åñëè îêàæåòñÿ, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå äëÿ îäíîãî ñîñòîÿíèÿ x X M� ( ) ìíî-
æåñòâî Q x f( , ) íå áóäåò ïóñòûì, òî ìîæíî ïîñòðîèòü áîëåå îïòèìàëüíûé ïî
ñðàâíåíèþ ñ f f x X Mx� �{ , ( )} âåêòîð ðåøåíèé g g x X Mx� �{ , ( )} , èñïîëüçóÿ
ñëåäóþùèé àëãîðèòì.

Ïóñòü

Q x X M Q x f� � � ��{ ( ): ( , ) }.

• Åñëè x Q$ � , òî ïîëîæèì g fx x� .

• Åñëè x Q� � , òî äëÿ âåêòîðà ðåøåíèé g g x X Mx� �{ , ( )} â ñîñòîÿíèè

x X M� ( ) âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå èç ìíîæåñòâà Q x f( , ), íàïðèìåð ðåøå-
íèå gx , óäîâëåòâîðÿþùåå ñîîòíîøåíèå

p x y d y p x y d y
g

y X M u r

ux*( )

( ) , ... ,

( )( , ) ( ) min ( , ) (� � �
� �



1

� )

( )y X M�

 .

• Íà îñíîâàíèè ïîëó÷åííîãî òàêèì îáðàçîì âåêòîðà ðåøåíèé g g x X Mx� �{ , ( )}

ñòðîèì ñòàöèîíàðíóþ ñòðàòåãèþ �( ) { , , , }g g g g� � è çàòåì âîçâðàùàåìñÿ ê ï. 2.

Èçëîæåííûå ïîäõîäû ÿâëÿþòñÿ àêòóàëüíûìè â óñëîâèÿõ óâåëè÷åíèÿ âû÷èñ-
ëèòåëüíûõ ìîùíîñòåé è ðàçâèòèÿ ðàñïðåäåëåííûõ îáëà÷íûõ âû÷èñëåíèé, ïîçâî-
ëÿþùèõ îïåðèðîâàòü áîëüøèìè îáúåìàìè èñòîðè÷åñêèõ äàííûõ. Ïðè ýòîì âàæ-
íîé îñîáåííîñòüþ ïðåäëîæåííûõ â ñòàòüå ìîäåëåé ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíèìîñòü â
óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè ñðîêîâ ðåàëèçàöèè, õàðàêòåðíûõ äëÿ ìíîãèõ ñîöè-
àëüíî-ýêîíîìè÷åñêèõ è òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, êîòîðûå ôîðìàëèçóþòñÿ
ìàðêîâñêèìè ïðîöåññàìè ãèáåëè è ðîæäåíèÿ.

Ñôåðà âîçìîæíîãî ïðèìåíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ øèðîêà è âêëþ÷àåò, â ÷àñòíî-
ñòè, ðåàëèçàöèþ â ðàìêàõ ñèñòåì ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé è áèçíåñ-ïëàíèðîâàíèÿ â
ýêîíîìèêå, îïòèìèçàöèþ òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, ïîèñê ýôôåêòèâíûõ øàãîâ
ïîâûøåíèÿ ýêîëîãè÷åñêîé áåçîïàñíîñòè, ïîñòðîåíèå ýôôåêòèâíûõ ïðîöåäóð
ìåäèöèíñêîãî îáñëóæèâàíèÿ, ïîâûøåíèå ïðîèçâîäèòåëüíîñòè òðóäà.
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Î.À. Âîéíà, À.Î. Âîéíà
ÄÈÍÀÌ²×ÍÅ ÊÅÐÓÂÀÍÍß ÐÈÇÈÊÎÌ Ó ÁÀÃÀÒÎÂÈÌ²ÐÍÈÕ ÌÀÐÊÎÂÑÜÊÈÕ ÌÎÄÅËßÕ

Àíîòàö³ÿ. Ðîçãëÿíóòî òèïîâó äëÿ áàãàòüîõ ãàëóçåé ïðèêëàäíî¿ ìàòåìàòèêè ìî-
äåëü äëÿ âèáîðó îïòèìàëüíèõ ð³øåíü ó ñòîõàñòè÷íèõ ñèñòåìàõ. Êåðîâàíèé íà
ïðîì³æêó âèïàäêîâî¿ äîâæèíè áàãàòîâèì³ðíèé ïðîöåñ çàãèáåë³, ùî âèâ÷àºòüñÿ
ó ñòàòò³, ìîæå áóòè âèêîðèñòàíî äëÿ àíàë³çó ÿâèù, ÿê³ âèíèêàþòü â åêî-
íîì³÷íèõ, á³îëîã³÷íèõ, ìåäè÷íèõ, òåõí³÷íèõ òà ³íøèõ çàñòîñóíêàõ. Çàïðîïîíî-
âàíî äåê³ëüêà ï³äõîä³â äî âèçíà÷åííÿ êðèòåð³þ îïòèìàëüíîñò³ ³ âèâ÷åíî âëàñ-
òèâîñò³ â³äïîâ³äíèõ ôóíêö³é ðèçèêó, à òàêîæ ðîçðîáëåíî êîíñòðóêòèâíèé îá-
÷èñëþâàëüíèé àëãîðèòì ïîáóäîâè îïòèìàëüíèõ ñòàö³îíàðíèõ ñòðàòåã³é.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: îïòèìàëüí³ ñòàö³îíàðí³ ñòðàòåã³¿, êåðîâàí³ ïðîöåñè,
ìàðêîâñüê³ ïðîöåñè ïðèéíÿòòÿ ð³øåíü, ôóíêö³ÿ ðèçèêó, ïðîöåñè çàãèáåë³ òà
íàðîäæåííÿ, ³òåðàö³éí³ àëãîðèòìè.

O.A. Voina, A.O. Voyna
DYNAMIC RISK CONTROL IN MULTIDIMENSIONAL MARKOV MODELS

Abstract. Typical model used in many fields of applied mathematics regarding
selection of optimal decisions in stochastic systems is considered. The
multidimensional death process controlled on an interval of random length,
which is analyzed in the paper, can be used to describe phenomena that appear
in economical, biological, medical, engineering, and other applications. Several
approached are proposed to determine the of optimality criteria, the properties of
corresponding risk function are investigated, and a computing algorithm is
developed for construction of optimal stationary strategies.

Keywords: optimal stationary strategies, controlled processes, Markov decision
processes, risk function, birth-death processes, iterative algorithms.
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