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Àííîòàöèÿ. Ðàññìîòðåíû èäåè è ìåòîäû ïñåâäîîáðàùåíèÿ ëèíåéíûõ àëãåá-
ðàè÷åñêèõ ñèñòåì äëÿ çàäà÷ ïîñòðîåíèÿ íàèëó÷øåãî ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîãî
ïðèáëèæåíèÿ ê ðåøåíèþ íåëèíåéíûõ äèñêðåòíî ïðåîáðàçóþùèõ ñèñòåì.
Îïèñàíû ñëó÷àè, êîãäà ôîðìà íåëèíåéíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ äåêàðòîâûì ïðî-
èçâåäåíèåì èëè èòåðàöèîííûì óòî÷íåíèì ëèíåéíî ïðåîáðàçîâàííîãî âõîäà.
Ïîñòðîåíû ïñåâäîðåøåíèÿ êâàäðàòè÷åñêè íåëèíåéíûõ ñèñòåì, à òàêæå ñèñ-
òåì ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà íåëèíåéíîñòè è èññëåäîâàíû èõ òî÷íîñòü è îä-
íîçíà÷íîñòü.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïñåâäîîáðàùåíèå, íåëèíåéíûå äèñêðåòíî ïðåîáðàçóþùèå
ñèñòåìû, íåëèíåéíûå àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû, ìóëüòèïëèêàòèâíî íåëèíåé-
íûå ñèñòåìû.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ïñåâäîèíâåðñíûé ïîäõîä ê ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîìó îáðàùåíèþ ëèíåéíûõ àëãåá-
ðàè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé, ïðåäëîæåííûé Í.Ô. Êèðè÷åíêî [1, 2], îáîáùåííûé
â [3] íà ëèíåéíûå èíòåãðàëüíûå è ôóíêöèîíàëüíûå ñèñòåìû, ïîçâîëèë óñïåøíî
ïî ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîìó êðèòåðèþ ðåøèòü [4, 5] ðÿä ïðÿìûõ è îáðàòíûõ çàäà÷
äèíàìèêè íåïîëíî íàáëþäàåìûõ ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâåííî ðàñïðåäåëåííûõ
ïðîöåññîâ è ÿâëåíèé. Ïðè ïðèìåíåíèè èäåé èç [4, 5] äëÿ èññëåäîâàíèÿ êâàçèëè-
íåéíûõ è íåëèíåéíûõ ñèñòåì [6, 7] äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ïîëó÷èëè è îñíîâîïî-
ëàãàþùèå ðåçóëüòàòû [1, 2] ïî ïñåâäîîáðàùåíèþ ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ïðå-
îáðàçîâàíèé. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ñ èñïîëüçîâàíèåì èäåé è ìåòîäîâ [7] ñòðîÿòñÿ
ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèå ïðèáëèæåíèÿ ê ðåøåíèþ íåêîòîðûõ êëàññîâ íåëèíåéíûõ
äèñêðåòíî ïðåîáðàçóþùèõ ñèñòåì ñ âåêòîðíûìè âõîäàìè-âûõîäàìè è èññëåäóþò-
ñÿ èõ òî÷íîñòü è îäíîçíà÷íîñòü. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëó÷àè ìóëüòèïëèêàòèâíûõ è
èòåðàöèîííî óòî÷íÿþùèõñÿ êâàäðàòè÷åñêèõ íåëèíåéíîñòåé áåç ëèíåéíî ïðåîáðà-
çóþùåé ÷àñòè. Îáîáùàþòñÿ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû è äëÿ ñèñòåì ñ ïðîèçâîëü-
íûì ïîðÿäêîì íåëèíåéíîñòè. Ïðåäñòàâëåííûå èññëåäîâàíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ íå-
ëèíåéíî ïðåîáðàçóþùèõ ñèñòåì ìîæíî èñïîëüçîâàòü [6] äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ìàòå-
ìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñîñòîÿíèÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ íåëèíåéíûõ
ïðîñòðàíñòâåííî ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåì è óïðàâëåíèÿ èìè.

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ ÏÎ ÏÑÅÂÄÎÎÁÐÀÙÅÍÈÞ ËÈÍÅÉÍÎ
ÏÐÅÎÁÐÀÇÓÞÙÈÕ ÀËÃÅÁÐÀÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÈÑÒÅÌ

Íå ñòàíåì ïåðå÷èñëÿòü ìàòåìàòè÷åñêèå ïðîáëåìû è çàäà÷è, ðåøåíèå êîòîðûõ
ñòðîèòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì àïïàðàòà êëàññè÷åñêîé ëèíåéíîé àëãåáðû äëÿ ðå-
øåíèÿ ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé âèäà

Ax b� , (1)

ãäå A b, — çàäàííûå ( )L M� - è L-ìåðíûå ìàòðèöà è âåêòîð, à x R M� íåîáõî-

äèìî îïðåäåëèòü. Êîëè÷åñòâî òàêèõ ïðîáëåì è çàäà÷ âåëèêî è óìåíèå ðàáî-
òàòü ñ ñèñòåìîé (1) íåîöåíèìî. Áóäåì èñõîäèòü èç òîãî, ÷òî ñèñòåìà (1) ìî-
æåò èìåòü ðåøåíèå (îäíî èëè ìíîæåñòâî), à ìîæåò è íå èìåòü åãî. Ïîñëåäíèé
ñëó÷àé â êëàññè÷åñêîé àëãåáðå íå ðàññìàòðèâàåòñÿ. Îäíàêî â ðàáîòàõ Í.Ô. Êè-
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ðè÷åíêî [1, 2] äëÿ ëþáûõ A è b ñòðîèòñÿ ìíîæåñòâî

� x
x

x Ax b� � �{ }:| | | | min2 , (2)

èññëåäóþòñÿ âîïðîñû åãî îäíîçíà÷íîñòè è òî÷íîñòè âåêòîðà x x�� ïî îòíî-
øåíèþ ê (1). Òîãäà ïîñòðîåííîå ñîãëàñíî (2) ìíîæåñòâî

� x
Mx x A b v A Av v R� � � � 	 �� �{ }: (3)

ïðè A � òàêîì, ÷òî

A b x
x x

�

�
� arg min | | | |

�

2 , (4)

ãäå A � — ìàòðèöà ïñåâäîîáðàòíàÿ ê A, äëÿ êîòîðîé ñðåäè ïðî÷èõ ñîîòíîøå-
íèé èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå:

A A AA A A A� � �� �T T T T( ) ( )1 1 .

Òî÷íîñòü ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà � x ïî îòíîøåíèþ ê (1) îïðåäåëÿåòñÿ
âåëè÷èíîé

�2 2� � � �
�

�min | | | |
x x

Ax b b b b AA b
�

T T , (5)

à åãî îäíîçíà÷íîñòü ( )v 
 0 — óñëîâèåì det A AT � 0.

ÑÐÅÄÍÅÊÂÀÄÐÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÎÁÐÀÙÅÍÈÅ ÌÓËÜÒÈÊÀÒÈÂÍÎ ÍÅËÈÍÅÉÍÛÕ
ÀËÃÅÁÐÀÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÈÑÒÅÌ ÂÒÎÐÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ ÍÅËÈÍÅÉÍÎÑÒÈ

Èçëîæåííûå ðåçóëüòàòû ïî ïñåâäîîáðàùåíèþ ñèñòåìû (1) èñïîëüçóåì äëÿ ðå-
øåíèÿ ïðîáëåìû ïîñòðîåíèÿ [6] è èññëåäîâàíèÿ òî÷íîñòè è îäíîçíà÷íîñòè
ìíîæåñòâ

� x
x

x Ax Bx y� � � �{ }:| | | | min2 ,

� x N
x

x A x A x x y� � �{ }: | | ( , , ) | | min1
2�

ïñåâäîîáðàùåíèé ñèñòåì

Ax Bx y� � , (6)

( , , )A x A x x yN1 � � , (7)

â êîòîðûõ A B Ai, , ( , )i N�1 — ïðÿìîóãîëüíûå ìàòðèöû ðàçìåðà L M� ,

x R M� , y R L� , à çíàê � îáîçíà÷àåò îïåðàöèþ äåêàðòîâîãî óìíîæåíèÿ.

Ñèñòåìà (6), êàê è ñèñòåìû

Ax y� 1, (8)

Bx y� 2 , (9)

ãäå y R y RL L
1 2� �, òàêèå, ÷òî

y y y1 2� � , (10)

ìîæåò èìåòü ðåøåíèå (îäíî èëè ìíîæåñòâî) èëè íå èìåòü åãî. Â ïîñëåäíåì
ñëó÷àå ïîñòðîèì

x A B y
R M

� � �
�

arg min | | | |
�

� � 2 . (11)

Áóäåì èñõîäèòü èç òîãî, ÷òî

x Ax y
x R M

1 1
2

1� � � �
�

arg min | | | | �

� � � � 	 �� �{ }T Tx x A P y v A P Av v R M
1 1 1 1 1 1 1 1: , (12)
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x Bx y
x R M

2 2
2

2� � � �
�

arg min | | | | �

� � � � 	 �� �{ }T Tx x B P y v B P Bv v R M
2 2 2 2 2 2 2 2: , (13)

min | | | |
x

Ax y y y y P P y
1 1

1 1
2

1 1 1 1 1 1 1
2

�

�� � � �
�

T T � ,

min | | | |
x

Bx y y y y P P y
2 2

2 2
2

2 2 2 2 2 2 2
2

�

�� � � �
�

T T � ,

A y x B y x
x x

�

�

�

�
� �1 1

2
2 2

2

1 1 2 2

arg argmin | | | | , min | | | |
� �

,

ãäå, êàê è ðàíåå, çíàê + îáîçíà÷àåò îïåðàöèþ ïñåâäîîáðàùåíèÿ ìàòðèöû,

P AA1 � T , P BB2 � T , à v1 0
 , v2 0
 ïðè det A AT � 0 è det B BT � 0 ñîîòâåò-

ñòâåííî. Ïðè ýòîì

y BA y y1 1� �� , (14)

y AB y y2 2� �� . (15)

Ïðîáëåìû ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (14), (15) ðàññìàòðèâàåì, ïîëàãàÿ

y c c cL� ( , , ..., )1 2
T ,

y L1 1 2�  ( , )� � �� T , (16)

y L2 1 2�  ( , )� � �� T (17)

è ó÷èòûâàÿ, ÷òî

[ ]BA c

j

M

ij i j i
�

�
� �

1

� � ( , ),i L�1 (18)

[ ] ( , )AB c i Lij i j i

j

M
�

�

� �� � � 1

1

, (19)

ãäå [ ]� ij — ij-é ýëåìåíò ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòðèöû.

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî óðàâíåíèÿ (18), (19) ìîæíî ñâåñòè ñîîòâåòñòâåííî
ê âèäó

A y� � , (20)

B y� � , (21)

ãäå

� � �� � �col ((( ), , ), , )i j j L i L1 1 , (22)

� � �� � �col ((( ), , ) , , )i j j L i L1 1 , (23)

A BA j L

L i

ij� �

�

�col str(( , ..., , ([ ] , , ), , ...,

( )

0 0 1 0 0

1

���
L iL

i L

2

1

�

�
���

), , ), (24)

B AB j L

L i

ij� �

�

�col str(( , ..., , ([ ] , , ), , ...,

( )

0 0 1 0 0

1

���
L iL

i L

2

1

�

�
���

), , ). (25)

Îòñþäà ñîãëàñíî (2), (3) íàõîäèì

� �
�

� �� � � �� � � � � � �� �{ } { }: | | | | min :A y A y v A Av2 , (26)

� �
�

� �� � � �� � � � � � �
� �

{ } { }: | | | | min :B y B y v B Bv2 . (27)
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Ïðè ýòîì, êàê è â (4),

min | | | | min | | | |
� �� �

�
�

�

�

�� � � � � �
� �

y BA y y A y y y y AA y1 1
2 2 T T � �

1
2 ,

min | | | | min | | | |
� �� �

�
�

�

�

�
� � � � � �

� �
y AB y y B y y y y BB y2 2

2 2 T T � �
2
2 .

Çäåñü v� è v � òàêèå, ÷òî � � �
( ) ( ) ( )i L j i L i i L j� � � � � ��

1
2

1 1 , �
( )i L j� � �

1
2

� � � � �� �( ) ( )i L i i L j1 1 ïðè j M�1, , i M�1, .

Ïðè det A AT � 0 è det B B
T

� 0 ìíîæåñòâà � � è � � îäíîçíà÷íûe

( )v v� �� 
 0 , à

A y�

�
� arg min | | | |

� �

�
�

2 , (28)

B y
�

�
� arg min | | | |

� �

�
�

2 . (29)

Íàéäåííûå ñîãëàñíî (26)–(29) ïñåâäîðåøåíèÿ óðàâíåíèé (20), (21) ñ ó÷åòîì

îïðåäåëåíèÿ (22), (23) ïîñëåäíèõ ïîçâîëÿþò íàéòè êîìïîíåíòû � i (i L�1, ) è � i

( , )i L�1 âåêòîðîâ y1 è y2 .

Ïðè ýòîì

� � �i Ai i L i Ai
q y v q Av2

1� � �� �
T T[ ]( ) , (30)

� � �i Bi i L i Bi
q y v q Bv2

1� � �� �
T T[ ]( ) , (31)

ãäå q
Ai
T è q

Bi
T — ( ( ) )L i i� �1 -ñòðîêè ìàòðèö A � è B

�
ñîîòâåòñòâåííî. Èñïîëü-

çîâàâ ôîðìóëó Ãðåâèëÿ [6] îáðàùåíèÿ ïðÿìîóãîëüíûõ ìàòðèö, ðàñøèðåííûõ

ñòðîêîé, ê îïðåäåëåííûì ñîãëàñíî (24), (25) ìàòðèöàì A è B, ïîëó÷èì ñëåäó-

þùèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ q
Ai
T è q

Bi
T äëÿ i L�1, :

( )A a
Q

q
i i

A

Ai

� � �
�

�
�
�

�

�
�
�T , ( )B b

Q

q
i i

B

Bi

� � �
�

�
�
�

�

�
�
�T . (32)

Çäåñü Q RA
L L� � �( )2 1 , Q RB

L L� � �( )2 1 , Ai è B i — ìàòðèöû A è B áåç

( ( ) )L i i� �1 -õ ñòîëáöîâ, ai è bi — ýòè ñòîëáöû.

Èñõîäÿ èç îáùíîñòè ðåøåíèé (12), (13), (26), (27) óðàâíåíèé (8), (9), (20), (21)

ñ ó÷åòîì òî÷íîñòåé � i
2 , �i

2 ýòèõ ðåøåíèé, íàõîäèì, ÷òî èñêîìîå ñîãëàñíî (6), (11)

x
x

x
�

� �

� �

�
�
�

�

1 1
2

1
2

2
2

2
2

1 1
2

1
2

2
2

2
2

,

,

åñëè

åñëè

� � � �

� � � �

�

��

�
�
�

��
.

Âåêòîðû x1 è x2 ïðè ýòîì îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (12), (16), (30) è
(13), (17), (31) ñîîòâåòñòâåííî.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ è èññëåäîâàíèÿ òî÷íîñòè è îäíîçíà÷íîñòè

ðåøåíèÿ x A A yM� �arg min | | ( , , ) | |
�

� � �1
2� ñèñòåìû (7), êîòîðóþ äëÿ óäîáñòâà

çàïèøåì â âèäå (20), ãäå

� � � �col((( ), , ), , )x x j M i Mi j 1 1 , (33)

A a k M i M
i
k� � �col str T( (( ) , , ), , )

( )
( ) 1 1 (34)

ïðè ( , , )x x xM1 � � T , str T( , , )
( )
( )a i M A
i
k

k
� �1 ( , )k M�1 .
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Äëÿ óðàâíåíèÿ (20), âåêòîð � è ìàòðèöà A êîòîðîãî îïðåäåëåíû ñîãëàñíî
(33), (34), àíàëîãè÷íî (26) íàõîäèì

� �
�

� � �� � � � � � � �{ } TR A y v A P AvM 2 2
1

: | | | | min (35)

	 � �� � � � � �v v
i M j i M i j M j{ }: ,

( ) ( ) ( )� � �
1

2
1 1 ,

ãäå
	 min | | | |� �

� �

� � �
�

�arg T

�
A y A P y2

1
, (36)

à P AA1 � T .

Ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèÿ (33) âåêòîðà � èç (35) íàõîäèì êîìïîíåíòû xi

( , )i M�1 âåêòîðà x, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì (èëè ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèì ïðèáëè-

æåíèåì ê íåìó) óðàâíåíèÿ (20), à ñëåäîâàòåëüíî, è óðàâíåíèÿ (7). Ïðè ýòîì

x x x i M x i Mx i i i� � � � � �� �{ }T( , , ) : ( , )1 1 , (37)

ãäå

� i i i i Mx x i M� � �� �{ }: ( , )( )
2

1 2 1� . (38)

Ñîãëàñíî (5) òî÷íîñòü, ñ êîòîðîé íàéäåííûé ñ ó÷åòîì (37), (38) âåêòîð x áó-
äåò óäîâëåòâîðÿòü (7), îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé

�2
1 2

2
1 1

� � � �
�

�min | | ( , , , ) | |
x

MA x A x A x x y y y y P P y
�

� T T .

Ìíîæåñòâî � x íàéäåííûõ òàêèì îáðàçîì âåêòîðîâ x áóäåò îäíîçíà÷íûì (v 
 0)

ïðè óñëîâèè, ÷òî det ( )A AT � 0.

ÑÐÅÄÍÅÊÂÀÄÐÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÎÁÐÀÙÅÍÈÅ ÀËÃÅÁÐÀÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÈÑÒÅÌ
ÂÛÑØÈÕ ÏÎÐßÄÊÎÂ ÍÅËÈÍÅÉÍÎÑÒÈ

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû îáîáùèì äëÿ çàäà÷ ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîãî îáðàùåíèÿ
ñèñòåìû íåëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé âèäà

A x A x A x yN1 2� � � �� , (39)

(( (( , , ) , , ) , ) , , )� ��A x i M x i M x x i M x yi i i NN1 2 1 21 1 1� � � � . (40)

Ïî àíàëîãèè ñ (8)–(10) çàêëþ÷àåì, ÷òî çàäà÷à íàõîæäåíèÿ âåêòîðà

x A A A y
R

N
L

� � � � �
�

arg min | | | |
�

� � �1 2
2� (41)

ïðè çàäàííûõ A Ri
L M� � è y R L� ýêâèâàëåíòíà ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîìó îáðà-

ùåíèþ óðàâíåíèÿ

y y y yN1 2� � � �� , (42)

ãäå

y A x i Ni i� �( , )1 . (43)

Ðåøåíèå xi i-ãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (43) òàêîå, ÷òî x A x yi
x R

i i
M

� �
�

arg min | | | |2 ,

îïðåäåëèì ñîîòíîøåíèåì

x x x P A y v P P v v Ri i i i i i i i i i i i
M� � � � � 	 �� �� { }T: ,

ãäå çíàêîì +, êàê è ðàíüøå, îáîçíà÷åíà îïåðàöèÿ ïñåâäîîáðàùåíèÿ, P A Ai i i� T ,

vi 
 0 ïðè det Pi � 0, à min | | | |
x

i i i i i i i i i i i
i i

A x y y y y A P A y
�

�� � � �
�

2 2T T T � .
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Äëÿ íàõîæäåíèÿ âåêòîðîâ y y y yi
i i

L
i� ( , , ..., )( ) ( ) ( )

1 2
T ( , )i N�1 ÷åðåç êîìïî-

íåíòû âåêòîðà y y y yL� ( , , ..., )10 20 0
T áóäåì èñõîäèòü èç òîãî, ÷òî óðàâíåíèå (42)

ìîæåò èìåòü îäíî èç ñëåäóþùèõ N ïðåäñòàâëåíèé:

[ ] [ ] ...[ ] [( )A A y A A y A A y y A A yi i j i i j i i i j j
i

i i i1 2 1 1
� �

�
�

�
� ] ...[ ]j N i i jA A y� �

� � �y j L i Nj0
1 1( , , , )

èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî,

A y i Ni i� � �( , )1 . (44)

Çäåñü [ ]� j — j-é ýëåìåíò âåêòîðà [ ]� ,

A Ai

L j

j
i

L jLN N N

�
� �� �

col ( , ..., , , , ..., )

( )

( )0 0 0 0

1 11

��� ���
, ,j L�

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

1 ,

A A A A A A Aj
i

i jk i jk i
( ) ((... (((... ([ ] [ ] ...[� � �

�str 1 2 11 2 i jki

�
�

�]
1

� � ��
� �

��
[ ] ...[ ] , , ), ... )), ,A A A A k L ki i jk N i jk N ii N1 11

1 1 L k L), ... ), , )1 1� ,

� i k

i

k

i

k

i
N Ny y y k L k

N

� � ��col ((... (( ... , , ), ,( ) ( ) ( )

1 2

1 11 L k L), ... ), , )1 1� .

Èç (44) íàõîäèì, ÷òî

� � � �
�

i

R

i i i i i i i i i
MN

A y A y v A A v� � � � � � �
�

� �arg {min | | | | :2 � },

ãäå vi òàêèå, ÷òî

[ ]
( ) ( ) ( )

� i
i L i L i L i

N
N N

N N1
1

2
2

11 1 1� � � � � � �� �
�

�
�

� �
� � � � �

�
�� [ ] ( , )

( ) ( )
� i i L i L i

k

N

k
N

k k
i N

1 1
1

1 1
�

(45)

ïðè i L i LN1 1 1� �, , ..., , (ïðè det A Ai i
T � 0 vi 
 0). Îòñþäà ñ ó÷åòîì (45) èìååì

( ) [ ] ( , )( )
*y q y v q A v j Lj

i N

A j i j A j i i
i i

� � � �T T 1 ,

ãäå q
A ji

T — ñòðîêà ìàòðèöû Ai
� ñ íîìåðîì j j L LN N* (( )( ) ).� � � � � �� �1 1 11 2 �

Ýòó ñòðîêó ïî àíàëîãèè ñ (32) îïðåäåëèì ñîîòíîøåíèåì

( )A y
Q

qij j

ij

A ji

� � �
�

�

�
�

�

�

�
�T ,

â êîòîðîì Aij — ìàòðèöà Ai áåç j*-ãî ñòîëáöà, à y j — ýòîò ñòîëáåö. Ïðè ýòîì

� �
�

i i i i i i
i i

A y y y y A P A y i N2 2 1� � � � �
�

�arg T T Tmin | | | | ( , )
�

, ãäå P A Ai i i� T .

Ðåøåíèåì èëè îïðåäåëåííûì ñîãëàñíî (41) ïñåâäîðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (39)

áóäåì ñ÷èòàòü x xi�
0
, ãäå i

i N
i i0

1

2 2� �
�

arg
{ }
min ( )

,...,
� � .

Àíàëîãè÷íî ðàññìîòðåííîìó ðàíåå ðåøèì çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ (èëè
ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ê íåìó) íåëèíåéíîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòå-
ìû (40), êîòîðóþ äëÿ óäîáñòâà çàïèøåì â âèäå

A x x y( ) � , (46)

132 ISSN 1019-5262. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2019, òîì 55, ¹ 1



ãäå

A x A x i M x i M x xi i i N NN
( ) ((... (( , , ) , , ) , ... ) ,...� � ��1 2

1 11 i M1 1� , ) .

Êàê è ðàíåå,

x A y
R M

� �
�

arg min | | ( ) | |
�

� � 2
(47)

ïîñòðîèì ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêè, îáðàòèâ ëèíåéíóþ àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó
(20), â êîòîðîé òåïåðü

� � � �
� �col ((... ((( ... ), , ), , ), ...x x x i M i Mi i i N NN N1 1

1 11 ), , )i M1 1� , (48)

A A i M i M i Mi i i N NN N
� � � �

� �str (( (( , , ), , ), ), ,...� �
1 1

1 1 11 1 ). (49)

Àíàëîãè÷íî (35) äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ çàïèøåì è ìíîæåñòâî � � ,

â êîòîðîì òåïåðü âåêòîð v R M N

� îïðåäåëèì èç óñëîâèÿ

� �
( ) ( ) ( ) ( )i M i M i

N
i M i MN

N N k
N

k1
1

1

1
1 1 1 1� � � � � � � � � ��

�
��

� � i
k

N

k
�

�
1

ïðè i M i MN1 1 1� �, , ..., , .

Èç îïðåäåëåííîãî ñîîòíîøåíèÿìè (35), (36), (48), (49) îáùåãî ðåøåíèÿ

óðàâíåíèÿ (20) íàõîäèì è êîìïîíåíòû xi ( , )i L�1 âåêòîðà x, êîòîðûé ñîãëàñíî

(47) áóäåò óäîâëåòâîðÿòü (46):

x i Mi
N

i M i M iN� �
� � � � ���

( ) ( )
( , )

1 11 1
�

. (50)

Ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêàÿ òî÷íîñòü �2 2� �
�
min | | ( ) | |
x x

A x x y
�

, ñ êîòîðîé íàéäåí-

íûé ñ ó÷åòîì (50) âåêòîð x x i Mi� �( , , )1 T óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (40), áóäåò

îïðåäåëÿòüñÿ âåëè÷èíîé

�2
1 1

� � �y y y P P yT T ,

â êîòîðîé, êàê è ðàíåå, P AA1 � T . Îäíîçíà÷íîñòü ýòîãî âåêòîðà îïðåäåëÿåòñÿ

óñëîâèåì det ( )A AT � 0.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â ðàáîòå äàíî ðåøåíèå ñëîæíîé ìàòåìàòè÷åñêîé çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ ïñåâäîðå-
øåíèé íåêîòîðûõ êëàññîâ íåëèíåéíûõ äèñêðåòíî ïðåîáðàçóþùèõ ñèñòåì, íå
âñåãäà èìåþùåé òî÷íîå è îäíîçíà÷íîå ðåøåíèå. Îïèñàíû ñëó÷àè, êîãäà íåëè-
íåéíîñòè ñòðîÿòñÿ äåêàðòîâûì óìíîæåíèåì ëèíåéíî ïðåîáðàçîâàííûõ âõîä-
íûõ âåêòîðîâ èëè ïîñëå äâóõ- è N -êðàòíîãî èõ èòåðàöèîííîãî óòî÷íåíèÿ.
Ïîñòðîåíû àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ âõîäíîãî âåêòîðà ïî ñðåäíåêâàäðà-
òè÷åñêîìó êðèòåðèþ ñîãëàñîâàííîãî ñ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ íåëèíåéíîãî
ïðåîáðàçîâàòåëÿ. Äàíû îöåíêè òî÷íîñòè ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé, ñôîðìóëèðîâà-
íû óñëîâèÿ èõ îäíîçíà÷íîñòè, ÷òî ïîçâîëÿåò çàïèñàòü (îäíîçíà÷íî èëè â âèäå
ìíîæåñòâà) ðåøåíèå, åñëè îíî ñóùåñòâóåò, èëè ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå ïðèáëè-
æåíèå ê íåìó äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà êîíêðåòíîå íåëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå ðåøå-
íèÿ íå èìååò. Ôîðìà êîíå÷íîãî ðåçóëüòàòà íåñëîæíàÿ è ïðèåìëåìà äëÿ ïðàê-
òè÷åñêîé ðåàëèçàöèè.
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Â.À. Ñòîÿí
ÌÅÒÎÄÈ Ë²Í²ÉÍÎ¯ ÀËÃÅÁÐÈ Â ÇÀÄÀ×ÀÕ ÄÎÑË²ÄÆÅÍÍß
ÄÅßÊÈÕ ÊËÀÑ²Â ÍÅË²Í²ÉÍÈÕ ÄÈÑÊÐÅÒÍÎ ÏÅÐÅÒÂÎÐÞÂÀËÜÍÈÕ ÑÈÑÒÅÌ.
². ÌÓËÜÒÈÏË²ÊÀÒÈÂÍÎ ÍÅË²Í²ÉÍ² ÑÈÑÒÅÌÈ

Àíîòàö³ÿ. Ðîçãëÿíóòî ³äå¿ ³ ìåòîäè ïñåâäîîáåðíåííÿ ë³í³éíèõ àëãåáðà¿÷íèõ
ñèñòåì äëÿ çàäà÷ ïîáóäîâè íàéêðàùîãî ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íîãî íàáëèæåííÿ
äî ðîçâ’ÿçê³â íåë³í³éíèõ äèñêðåòíî ïåðåòâîðþâàëüíèõ ñèñòåì. Íàâåäåíî âè-
ïàäêè, êîëè ôîðìó íåë³í³éíîñò³ âèçíà÷àþòü äåêàðòîâèì äîáóòêîì àáî ³òå-
ðàö³éíèì óòî÷íåííÿì ë³í³éíî ïåðåòâîðåíîãî âõîäó. Ïîáóäîâàíî ïñåâäîðîç-
â’ÿçêè êâàäðàòè÷íî íåë³í³éíèõ ñèñòåì ³ ñèñòåì äîâ³ëüíîãî ïîðÿäêó
íåë³í³éíîñò³ òà äîñë³äæåíî ¿õíþ òî÷í³ñòü ³ îäíîçíà÷í³ñòü.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ïñåâäîîáåðíåííÿ, íåë³í³éí³ äèñêðåòíî ïåðåòâîðþâàëüí³ ñèñ-
òåìè, íåë³í³éí³ àëãåáðà¿÷í³ ñèñòåìè, ìóëüòèïë³êàòèâíî íåë³í³éí³ ñèñòåìè.

V.A. Stoyan
METHODS OF LINEAR ALGEBRA IN PROBLEMS OF THE ANALYSIS OF CERTAIN
CLASSES OF NONLINEAR DISCRETELY TRANSFORMATIVE SYSTEMS.
I. MULTIPLICATIVELY NON-LINEAR SYSTEMS

Abstract. The ideas and methods of pseudo-inversion of linear algebraic systems
are propagated to problems of constructing the best root-mean square
approximation to solutions of nonlinear discretely transformative systems. The
cases are considered where the form of nonlinearity is defined by a Cartesian
product or iterative specification of linearly transformed input. Pseudo-solutions
of quadratic nonlinear systems and systems of arbitrary order of nonlinearity are
constructed and analyzed for accuracy and uniqueness.

Keywords: pseudo-inversion, nonlinear discretely transformative systems,
nonlinear algebraic systems, multiplicatively nonlinear systems.
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