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Àííîòàöèÿ. Ïðåäëîæåí ìåòîä ìíîãîìåðíîãî øêàëèðîâàíèÿ èíôîðìàöèè íà
îñíîâå ðåçóëüòàòîâ òåîðèè âîçìóùåíèÿ ïñåâäîîáðàòíûõ è ïðîåêöèîííûõ
ìàòðèö è ðåøåíèé ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Ðàçðàáîòàí
àëãîðèòì êóñî÷íî-ãèïåðïëîcêîñòíîé êëàñòåðèçàöèè ñ ïðîâåðêîé çàäàííîãî
êðèòåðèÿ åå ýôôåêòèâíîñòè. Ïðèâåäåí ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäà øêàëè-
ðîâàíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïðèçíàêîâ äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ áóêâ àëôàâèòà
óêðàèíñêîãî æåñòîâîãî ÿçûêà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: øêàëèðîâàíèå, êëàññèôèêàöèÿ, êëàñòåðèçàöèÿ, ïñåâäîîá-
ðàòíûå ìàòðèöû.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ È ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Â ðàçëè÷íûõ ïðèêëàäíûõ îáëàñòÿõ èññëåäîâàíèé ïðîáëåì ðàñïîçíàâàíèÿ îá-
ðàçîâ, êîãäà íåîáõîäèìî ðàáîòàòü ñ áîëüøèìè îáúåìàìè èíôîðìàöèè, ñó-
ùåñòâåííû êàê êîëè÷åñòâî îáúåêòîâ èññëåäîâàíèÿ (íàáëþäåíèé), òàê è ïðè-
çíàêîâ, õàðàêòåðèçóþùèõ ýòè îáúåêòû. Ñòðîãèå ìàòåìàòè÷åñêèå ïîñòàíîâêè
ïðåäïîëàãàþò âûïîëíåíèå äâóõ âçàèìíî äîïîëíÿþùèõñÿ îïåðàöèé:

— ðàçáèåíèå îáúåêòîâ ïî ãðóïïàì îäíîðîäíîñòè — êëàñòåðàì, êîãäà îáúåêòû
êëàñòåðèçàöèè ïðåäñòàâëÿþòñÿ êàê òî÷êè â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïðèçíàêîâ (n —
êîëè÷åñòâî ïðèçíàêîâ, õàðàêòåðèçóþùèõ îáúåêòû), à ñõîäñòâî ìåæäó îáúåêòàìè
îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè ââîäèìîãî àáñòðàêòíîãî ïðîñòðà-
íñòâà (÷åì ìåíüøå ðàññòîÿíèå ìåæäó îáúåêòàìè, òåì îíè áîëåå ïîõîæè è, çíà÷èò,
ïðèíàäëåæàò îäíîìó êëàñòåðó). Ìåòîäû êëàñòåðíîãî àíàëèçà ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ
îñóùåñòâëåíèÿ êëàññèôèêàöèè â óñëîâèÿõ îòñóòñòâèÿ ìîäåëè èññëåäóåìîãî ÿâëå-
íèÿ, ïðåäñòàâëåííîãî âåêòîðàìè â ïðîñòðàíñòâå ïðèçíàêîâ. Ïðåèìóùåñòâî êëàñòåð-
íîãî àíàëèçà ñîñòîèò â âîçìîæíîñòè ïðîâîäèòü ðàçáèåíèå îáúåêòîâ ìíîæåñòâà m
êëàñòåðîâ òàê, ÷òîáû êàæäûé îáúåêò ïðèíàäëåæàë òîëüêî îäíîé ãðóïïå ðàçáèåíèÿ;

— ïîñòðîåíèå â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïðèçíàêîâ äèñêðèìèíàíòíûõ ïîâåð-
õíîñòåé, ðàçäåëÿþùèõ îáúåêòû, îòíîñÿùèåñÿ ê ðàçëè÷íûì ãðóïïàì — êëàññàì
(ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè îäíîé ãðóïïû ìèíèìàëüíî îòëè÷íû îò èõ ñðåäíåãî
çíà÷åíèÿ). Äèñêðèìèíàíòíûé àíàëèç âêëþ÷àåò ìåòîäû êëàññèôèêàöèè ìíîãî-
ìåðíûõ íàáëþäåíèé â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî èññëåäîâàòåëü èìååò òàê íàçûâàåìûå
îáó÷àþùèå âûáîðêè.

Â ìíîãî÷èñëåííûõ ïóáëèêàöèÿõ î ìåòîäàõ êëàññèôèêàöèè è êëàñòåðèçàöèè
èíôîðìàöèè èññëåäîâàíû ïðîáëåìû ìèíèìèçàöèè ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà
ïðèçíàêîâ, âûáîðà êðèòåðèåâ îïòèìàëüíîñòè äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðîáàñòíûõ ðåøåíèé,
ïðèìåíÿåìûõ íà ïðàêòèêå. Ðåøåíèå ïðîáëåì êëàññèôèêàöèè è êëàñòåðèçàöèè
èíôîðìàöèè ÷àñòî ñîïðÿæåíî ñ ïîòðåáíîñòÿìè âèçóàëèçàöèè ðåçóëüòàòîâ äëÿ
çíà÷èòåëüíîãî óñå÷åíèÿ ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà ïðèçíàêîâ, à èìåííî êëàññû è
êëàñòåðû ðàñïîëàãàþò íà ïëîñêîñòè èëè â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Íàïðèìåð,
ìåòîä ìíîãîìåðíîãî øêàëèðîâàíèÿ — ýòî ñîâîêóïíîñòü ìåòîäîâ àíàëèçà ýìïèðè-
÷åñêèõ äàííûõ î áëèçîñòè îáúåêòîâ, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ ðàçìåð-
íîñòü ïðîñòðàíñòâà ñóùåñòâåííûõ äëÿ äàííîé ñîäåðæàòåëüíîé çàäà÷è õàðàêòå-
ðèñòèê èçìåðÿåìûõ îáúåêòîâ è êîíñòðóèðóåòñÿ êîíôèãóðàöèÿ òî÷åê (îáúåêòîâ)
â íåì. Ýòî ïðîñòðàíñòâî — ìíîãîìåðíàÿ øêàëà çíà÷åíèé ñóùåñòâåííûõ õàðàêòå-
ðèñòèê èçìåðÿåìûõ îáúåêòîâ, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò îïðåäåëåííûå ïîçèöèè íà
îñÿõ ïðîñòðàíñòâà. Ëîãèêó ìíîãîìåðíîãî øêàëèðîâàíèÿ ÷àñòî ðàññìàòðèâàþò íà
ïðèìåðå ìàòðèöû ïîïàðíûõ ðàññòîÿíèé (ò.å. ñõîäñòâà íåêîòîðûõ ïðèçíàêîâ)
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ìåæäó íåñêîëüêèìè ãîðîäàìè. Àíàëèçèðóÿ ìàòðèöó, íåîáõîäèìî ðàñïîëàãàòü
òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè ãîðîäîâ â äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, ìàêñèìàëüíî ñîõðàíÿÿ
ðåàëüíûå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íèìè. Â îáùåì ñëó÷àå ìíîãîìåðíîå øêàëèðîâàíèå
ïîçâîëÿåò òàêèì îáðàçîì ðàñïîëîæèòü îáúåêòû â ïðîñòðàíñòâå íåêîòîðîé íå-
áîëüøîé ðàçìåðíîñòè, ÷òîáû äîñòàòî÷íî àäåêâàòíî âîñïðîèçâîäèòü
íàáëþäàåìûå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íèìè.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôîðìóëèðîâêà öåëè ìíîãîìåðíîãî øêàëèðîâàíèÿ — ïîèñê
è èíòåðïðåòàöèÿ â èñõîäíîì ïðîñòðàíñòâå ïðèçíàêîâ íîâûõ ïåðåìåííûõ, ïîçâîëÿþ-
ùèõ èññëåäîâàòåëþ îïðåäåëÿòü ñòåïåíü ñõîäñòâà ìåæäó îáúåêòàìè â ïðîñòðàíñòâå
ïðèçíàêîâ: ðàññòîÿíèÿ èëè äðóãèå ñòåïåíè ñõîäñòâà ïîêàçàòåëåé îáúåêòîâ.

Ìíîãîìåðíîå øêàëèðîâàíèå âêëþ÷àåò ìíîæåñòâî ìåòîäîâ è ìîäåëåé â ðàç-
ëè÷íûõ ïðèêëàäíûõ èññëåäîâàíèÿõ [1]. Ñóùåñòâóåò òàêæå ñòðîãàÿ ìàòåìàòè-
÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è è âàðèàíò åå ðåøåíèÿ [2].

Â ðàáîòàõ [3–6] ïðåäëîæåíû èäåè ñèíòåçà ñèñòåì êëàññèôèêàöèè, êëàñòåðèçà-
öèè ñèãíàëîâ, îñíîâàííûå íà èñïîëüçîâàíèè â ïðîñòðàíñòâå ïðèçíàêîâ ãèïåðïëîñ-
êîñòåé ðåøåíèé (ïñåâäîðåøåíèé) ñïåöèàëüíûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé è íà ïîñòðîåíèè â ïðîñòðàíñòâå ïðèçíàêîâ ãèïåðïëîñêîñòíûõ êëàñòåðîâ.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ðàçâèòèå àíàëîãè÷íûõ ñðåäñòâ ñèíòåçà ñèñ-
òåì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ âèçóàëèçàöèè èíôîðìàöèè îòíîñèòåëüíî âçàèìíîãî ðàñïî-
ëîæåíèÿ îáúåêòîâ êëàññèôèêàöèè è (èëè) êëàñòåðèçàöèè íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
äâóìåðíûõ (òðåõìåðíûõ) ïëîñêîñòåé â íåêîòîðîì ïðîñòðàíñòâå, ïðîèçâîäíîì îò
èñõîäíîãî ïðîñòðàíñòâà ïðèçíàêîâ. Ïðè ðåøåíèè ïîñòàâëåííûõ çàäà÷ ñóùåñòâåí-
íî èñïîëüçóþòñÿ ðåçóëüòàòû òåîðèè âîçìóùåíèÿ ïñåâäîîáðàòíûõ è ïðîåêöèîííûõ
ìàòðèö è ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé [5–11].

1. ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÑÐÅÄÑÒÂÀ ÏÑÅÂÄÎÎÁÐÀÙÅÍÈß
È ÅÃÎ ÑÂÎÉÑÒÂÀ

Â äàëüíåéøåì, êðîìå ñòàíäàðòíîãî îáîçíà÷åíèÿ m n� ìàòðèöû A aij� ( ) ïî åå
ýëåìåíòàì, èñïîëüçóåòñÿ åå èçîáðàæåíèå ïî ñòîëáöàì èëè ñòðîêàì ñîîòâåòñòâåííî
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n� �, ,1 , — îðòîíîðìîâàííûé íàáîð ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ

ìàòðèöû A AT , êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò íåíóëåâûì ñîáñòâåííûì ÷èñëàì
L k( ) ( )0 , k �1 2, , ... :

A Av vi i i
T � �2 , i r�1, , v vi j ij

T � � ;

u R i ri
m� �, ,1 , — îðòîíîðìîâàííûé íàáîð ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû AAT ,

êîòîðûå òàêæå ñîîòâåòñòâóþò íåíóëåâûì ñîáñòâåííûì ÷èñëàì � i
2 , i r�1, :

AA u ui i i
T � �2 , i r�1, , u ui j ij

T � � .

Îïòèìèçàöèîííàÿ ôîðìà îïðåäåëåíèÿ ïñåâäîîáðàòíîé ìàòðèöû. Äëÿ
ìàòðèöû A R m n� � ïñåâäîîáðàòíàÿ ïî Ïåíðîóçó [12] ìàòðèöà A R n m� �� îïðå-
äåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì
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Ñèíãóëÿðíîå ïðåäñòàâëåíèå ïñåâäîîáðàòíîé ìàòðèöû. Èñïîëüçóÿ ñèíãó-
ëÿðíîå ïðåäñòàâëåíèå ìàòðèöû A R m n� � , ïñåâäîîáðàòíóþ ìàòðèöó A R n m� ��
ìîæåì ïðåäñòàâèòü â âèäå [13]
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Ñâåñòè âû÷èñëåíèÿ ïñåâäîîáðàòíîé ìàòðèöû äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû
ê âû÷èñëåíèþ ñîîòâåòñòâóþùåé åé íåêîòîðîé îáðàòíîé êâàäðàòíîé ìàòðèöû
ñ ðàçìåðíîñòüþ min( , )m n ïîçâîëÿþò ñîîòíîøåíèÿ

A A A A A AA� � �� �( ) ( )T T T T , A R A A� � ( ) T .

Â ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ, ñâÿçàííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïñåâäîîáðàùåíèÿ,
îñîáîå çíà÷åíèå èìåþò ïðÿìûå è îáðàòíûå ôîðìóëû [14–17]. Ïðÿìûå ôîðìóëû —
ýòî ñîîòíîøåíèÿ, êîòîðûå ñâÿçûâàþò ïñåâäîîáðàòíóþ ìàòðèöó, ðàñøèðåííóþ ââå-
äåíèåì äîïîëíèòåëüíîé ñòðîêè èëè ñòîëáöà, ñ ïñåâäîîáðàòíîé èñõîäíîé ìàòðèöåé.
Îáðàòíûå ôîðìóëû — ýòî ñîîòíîøåíèÿ, â êîòîðûõ ïñåâäîîáðàòíàÿ ìàòðèöà äëÿ
èñõîäíîé ìàòðèöû âû÷èñëÿåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïñåâäîîáðàòíîé ìàòðèöû, ïî-
ëó÷åííîé èç èñõîäíîé ìàòðèöû óäàëåíèåì ñòðîêè èëè ñòîëáöà.

Ïðÿìûå ôîðìóëû. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðàñøèðåíèå ìàòðèöû A ïðîèñõî-
äèò â ðåçóëüòàòå ïîÿâëåíèÿ íîâîé ñòðîêè a R nT � ïîñëå ( )i �1 -é ñòðîêè
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A i a a a a a a Ri i m
m n( , ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( )� ��
� �

1 1
1

��� � � ���
T .

Òîãäà ïðè èçâåñòíîé ïñåâäîîáðàòíîé ìàòðèöå A R n m� �� äëÿ ðåêóððåíòíîãî
âû÷èñëåíèÿ ïñåâäîîáðàòíîé ìàòðèöû A i a R n m� � ��( , ) ( )1 èìåþò ìåñòî ñîîò-
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íîøåíèÿ [14–16]. Åñëè èñêîìóþ ïñåâäîîáðàòíóþ ìàòðèöó A i a� ( , ) ïðåäñòàâèòü â âèäå

A i a p p i p i p i p m R n m� �� � � � �( , ) ( ( ) ( ) ( ) ( ) ( )) (1 1 1 1��� � � ���
�1) ,

ãäå P p p i p i p mi � � � �( ( ) ( ) ( ) ( ))1 1 1 1��� � ��� , ò.å. ñ÷èòàòü, ÷òî ìàòðèöó A i a� ( , )

ìîæíî ïîëó÷èòü èç ìàòðèöû P Ri
n m� � âñòàâêîé ïîñëå ( )i �1 -ãî ñòîëáöà âåêòî-

ðà p i( ), òî äëÿ ìàòðèöû Pi ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

P p i a Ai � � �( ( ) )1 T . (1)

Íåèçâåñòíûé âåêòîð p i( ) îïðåäåëÿåòñÿ ñ ó÷åòîì ñâîéñòâà ëèíåéíîé çàâèñè-
ìîñòè âåêòîðà îò âåêòîðîâ ïîäïðîñòðàíñòâà âåêòîð-ñòðîê ìàòðèöû A:

— åñëè âåêòîð a ëèíåéíî íåçàâèñèì îò âåêòîðîâ ïîäïðîñòðàíñòâà âåêòîð-
ñòðîê ìàòðèöû A, ò.å. a Z A aT ( ) � 0, òî p i Z A a Z A a( ) ( ) | | ( ) | |� �2 ;

— åñëè âåêòîð a ëèíåéíî çàâèñèì îò âåêòîðîâ ïîäïðîñòðàíñòâà âåê-
òîð-ñòðîê ìàòðèöû A, ò.å. a Z A aT ( ) � 0, òî p i R A a a R A a( ) ( ) ( ( ) )� � �1 1T .

Â ñèëó òîãî, ÷òî îïåðàöèÿ ïñåâäîîáðàùåíèÿ ýêâèâàëåíòíà äëÿ òðàíñïîíèðî-
âàííîé ìàòðèöû A T , ïðÿìûå ôîðìóëû (1) àíàëîãè÷íî âûâîäÿòñÿ äëÿ âàðèàíòà
ðàñøèðåíèÿ èñõîäíîé ìàòðèöû A ñòîëáöîì.

Îáðàòíûå ôîðìóëû. Åñëè äëÿ ìàòðèöû A i a R m n( , ) ( )� � �1 (ïîñëå ( )i �1 -é

ñòðîêè (i m� �2 1, ) ìàòðèöû A âñòàâëåíà âåêòîð-ñòðîêà a T ) èçâåñòíà åå ïñåâäîîá-

ðàòíàÿ ìàòðèöà A i a R n m� � ��( , ) ( )1 , òî äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïñåâäîîáðàòíîé ìàòðè-

öû A R n m� �� , ò.å. ñòðîêà a T èç ìàòðèöû A i a( , ) óäàëÿåòñÿ, ñïðàâåäëèâû îáðàò-
íûå ôîðìóëû:

— äëÿ ñëó÷àÿ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè óäàëÿåìîé âåêòîð-ñòðîêè a T îò âåêòî-
ðîâ ïîäïðîñòðàíñòâà âåêòîð-ñòðîê ìàòðèöû A i a( , ), ÷òî îïðåäåëÿåòñÿ âûïîëíåíè-
åì a p iT ( )� 1, ïñåâäîîáðàòíàÿ ìàòðèöà A R n m� �� èìååò âèä

A I p i a a p i Pn i
� �� � �( ( ) ( ( )) )T T1 1 , (2)

òîãäà ðàíã ïñåâäîîáðàòíîé ìàòðèöû íå èçìåíÿåòñÿ, ò.å. rank rank T TA A a� ( )� ;

— äëÿ ñëó÷àÿ ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè óäàëÿåìîé âåêòîð-ñòðîêè a T îò âåê-
òîðîâ ïîäïðîñòðàíñòâà âåêòîð-ñòðîê ìàòðèöû A i a( , ), ÷òî îïðåäåëÿåòñÿ âûïîëíå-
íèåì óñëîâèÿ a p iT ( ) �1, ïñåâäîîáðàòíàÿ ìàòðèöà A R n m� �� èìååò âèä

A I p i p i p i Pn i
� �� �( ( ) ( )| | ( ) | | )T 2 . (3)

Ïðè ýòîì ðàíã ïñåâäîîáðàòíîé ìàòðèöû èçìåíÿåòñÿ, ò.å. rank rank T TA A a� �( )� 1.

Èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ | | ( )| | ( ( , ))p i R A i aii
2 � T , 1� �p i a Z Aii

T T( ) ( ).

Èñïîëüçîâàâ ïðÿìûå è îáðàòíûå ôîðìóëû (1)–(3) äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ïñåâäî-
îáðàòíûõ ìàòðèö, ïîëó÷èì ýôôåêòèâíûå äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèìåíåíèé ôîðìó-
ëû ýêîíîìíîãî âû÷èñëåíèÿ âîçìóùåííûõ ïðîåêöèîííûõ ìàòðèö.

2. ÑÈÍÒÅÇ ÊÓÑÎ×ÍÎ-ÃÈÏÅÐÏËÎÑÊÎÑÒÍÎÃÎ ÊËÀÑÒÅÐÀ.
ÀËÃÎÐÈÒÌ ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È

Ïîä çàäà÷åé ñèíòåçà êóñî÷íî-ãèïåðïëîñêîñòíîãî êëàñòåðà äëÿ îáó÷àþùåé
âûáîðêè âåêòîðîâ � 0 1� � �{ }x x j R j nm: ( ) , , â ïðîñòðàíñòâå ïðèçíàêîâ
ïîíèìàåòñÿ íàõîæäåíèå êóñî÷íî-ãèïåðïëîñêîñòíîãî êëàñòåðà òàê, ÷òîáû òî÷êè
îáó÷àþùåé âûáîðêè áûëè ðàñïîëîæåíû áëèçêî (â ñìûñëå êðèòåðèÿ
ðàññòîÿíèÿ îïðåäåëåííîé âûáðàííîé ìåòðèêè) ê íåêîòîðîé ñîâîêóïíîñòè
ãèïåðïëîñêîñòåé, êîòîðàÿ ïîðîæäàåòñÿ ýòîé âûáîðêîé. Îñîáåííîñòüþ
ïîñòàíîâêè ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî äëÿ çàäà÷è êëàñòåðèçàöèè
çàðàíåå íå èçâåñòíû ñîñòàâëÿþùèå ñîâîêóïíîñòåé ãèïåðïëîñêîñòåé. Ýòî
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îçíà÷àåò, ÷òî â íà÷àëå ïðîöåññà êóñî÷íî-ãèïåðïëîñêîñòíîé êëàñòåðèçàöèè
ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âåêòîðû x x n( ), , ( )1 � èç ïðîñòðàíñòâà ïðèçíàêîâ R m

ìîãóò ïðèíàäëåæàòü îäíîé èç íåñêîëüêèõ ãèïåðïëîñêîñòåé L A k b k( ( ), ( )),
k �1 2, ,� , íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé ðàçìåðíîñòè s ( )s m� . Çäåñü èñïîëüçîâàíà
èäåÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ãèïåðïëîñêîñòåé êàê ìíîæåñòâà ðåøåíèé (ïñåâäîðåøåíèé)
ñèñòåì àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

A k x b k A k R b k R ks m s( ) ( ), ( ) , ( ) , , ,� � � �� 1 2 � ,

L A k b k x R x A k y Z A k zn( ( ), ( )) : ( ) ( ( ))� � � ��{ , z R n� },

ãäå A k( ) è b k( ) ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ìàòðè÷íûì è âåêòîðíûì ïàðàìåò-
ðàìè îïðåäåëåííîé ãèïåðïëîñêîñòè L A k b k( ( ), ( )).

Ðàññòîÿíèå �( ( ), ( , ))x j L A b îò òî÷êè x j( ) äî ãèïåðïëîñêîñòè L A b( , ) â åâêëè-
äîâîì ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîîòíîøåíèåì

� 2 2( ( ), ( , )) | | ( ( ))| |x j L A b A b Ax j� �� , | | | |x x x2 � T .

Ñóììà êâàäðàòîâ ðàññòîÿíèé ìíîæåñòâà òî÷åê x j j n( ), ,�1 , äî ãèïåðïëîñêîñ-
òè L A b( , ) âû÷èñëÿåòñÿ ôîðìóëîé [4]

� 2

1

1( : ( ), , , ( , )) ( ( )) ( )({ } T Tx x j j n L A b b Ax j R A b A

j

n

� � � �
�
 x j( )) �

� � �
�
tr T TR A b Ax j b Ax j

j

n

( ) ( ( ))( ( ))
1

.

Òîãäà ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ A x j j n, ( ), ,�1 , èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå äëÿ îïòè-
ìàëüíîãî çíà÷åíèÿ âåêòîðà ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû óðàâíåíèé, îïðåäåëÿþùåé ãèïåð-

ïëîñêîñòü b Ax x x j j n L A b
b R S

opt arg { }� � �
�

� min ( : ( ), , , ( , ))� 2 1 , ãäå � ( )x
n

x j

j

n

�
�


1

1

.

Ðàññòîÿíèå �( : ( ), , , ( , )){ }x x j j n L A b�1 ìíîæåñòâà òî÷åê x j( ), j n�1, , äî ãè-
ïåðïëîñêîñòè ïðè îïòèìàëüíîì âûáîðå âåêòîðà b âû÷èñëÿåòñÿ òàê:

�( : ( ), , , ( , ( ))) (
~~

) /{ } tropt
Tx x j j n L A b A A AXX� � �1 1 2 ,

ãäå
~ ~( ) ~ ( )X x x n� ( )1 ��� , ~ ( ) ( ) �x j x j x� � , j n�1, .

Îïòèìàëüíûé âûáîð ìàòðèöû A R s m� � îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðåøåíèå çàäà÷è

A x x j j n
AA I A Rs

s m
opt arg { }

T
� �

� � �
min ( : ( ), ,

,
� 2 1 , L A b A

u

u

m s

m

( , ( )))opt

T

T
�

�

�

�
�
�
�

	




�
�
�
�

� �1
� ,

ïðè ýòîì tr opt opt
TA A X X j

j m s

r
�

� � �

� 
~ ~

�2

1

, ( , , ) ( , , )u u u u Im m m1 1� �
T � .

Åñëè ãèïåðïëîñêîñòè îïðåäåëåíû ñ ïîìîùüþ âåêòîðîâ ñèíãóëÿðíîãî ðàçëî-

æåíèÿ ìàòðèöû
~
X u vi i i

i

r

�
�
 � T

1

, U u us s� ( )1 ��� , ãäå s r r� min( , )1 2 — êîëè÷åñòâî

ñòàðøèõ u-âåêòîðîâ (ñîîòâåòñòâóþùèõ áîëüøèì ñèíãóëÿðíûì ÷èñëàì) ñèíãóëÿð-
íîãî ðàçëîæåíèÿ, òî ðàññòîÿíèå �( ( )x i , L A b( , )) îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè [6]

�( ( ), ( , )) ( ( ) � ) ( )( ( ) � )x i L A b x i x Z U x i xs� � � �T T

� � � � �
�
| | ( ) �| | ( ( ) � ) ( ( ) � ).x i x x i x u u x i xj j

j

s
2

1

T T
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Àëãîðèòì êóñî÷íî-ãèïåðïëîñêîñòíîé êëàñòåðèçàöèè. Äàííûé àëãîðèòì
çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîì âûïîëíåíèè ðåêóððåíòíûõ øàãîâ, íà êàæäîì
èç êîòîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ ïàðàìåòðû ãèïåðïëîñêîñòåé L A k b k( ( ), ( )), k �1 2, , ... ,
ñòðîÿùèõñÿ â ðàìêàõ òðåáîâàíèé êðèòåðèÿ ýôôåêòèâíîñòè îñóùåñòâëÿåìîé ãè-
ïåðïëîñêîñòíîé êëàñòåðèçàöèè (ôîðìàëüíî âûðàæåííîé êîìïàêòíîñòè êëàñòåðà
â òîì èëè èíîì âèäå). Â íà÷àëå ïðîöåññà êóñî÷íî-ãèïåðïëîñêîñòíîé êëàñòåðèçà-
öèè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå âåêòîðû îáó÷àþùåé âûáîðêè x x n( ), , ( )1 � èç ïðî-
ñòðàíñòâà ïðèçíàêîâ R m îïòèìàëüíî ïðèáëèæàþòñÿ ãèïåðïëîñêîñòüþ
L A b( ( ), ( ))opt opt1 1 . Äàëåå ïðîâåðÿåòñÿ âûïîëíåíèå êðèòåðèÿ ýôôåêòèâíîñòè îñó-
ùåñòâëÿåìîé ãèïåðïëîñêîñòíîé êëàñòåðèçàöèè. Åñëè îí âûïîëíåí, òî ðåçóëüòàò
äîñòèãíóò ïîñòðîåíèåì êëàñòåðà îäíîé ãèïåðïëîñêîñòüþ. Åñëè óñëîâèÿ êðèòå-
ðèÿ ýôôåêòèâíîñòè äëÿ ïåðâîé ãèïåðïëîñêîñòè íå âûïîëíåíû, òî ïåðåõîäÿò
ê ïîñòðîåíèþ âòîðîé ãèïåðïëîñêîñòè êëàñòåðà. Äëÿ ýòîãî èç îáó÷àþùåé âûáîð-
êè èñêëþ÷àþòñÿ âåêòîðû, îáóñëîâëèâàþùèå íåâûïîëíåíèå êðèòåðèÿ ýôôåêòèâ-
íîñòè, ò.å. ôîðìèðóåòñÿ ïîäìíîæåñòâî �1

1 1 11� � �{ }x x j R j nm: ( ) , , . Ïîâòîðÿþò-

ñÿ äåéñòâèÿ äëÿ îïòèìàëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ ïîäìíîæåñòâà �1 ãèïåðïëîñêîñòüþ
L A b( ( ), ( ))opt opt2 2 . Î÷åâèäíî, ÷òî ýòîò êîíå÷íûé ðåêóððåíòíûé ïðîöåññ îáåñïå-
÷èò ïîñòðîåíèå îïòèìàëüíîãî êóñî÷íî-ãèïåðïëîñêîñòíîãî êëàñòåðà.

Àëãîðèòì ñèíòåçà êóñî÷íî-ãèïåðïëîñêîñòíûõ êëàñòåðîâ. Íà îñíîâàíèè
èçëîæåííîé èäåè ñèíòåçà êóñî÷íî-ãèïåðïëîñêîñòíûõ êëàñòåðîâ àëãîðèòì òàêîãî
ñèíòåçà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äåéñòâèé.

Ôîðìèðîâàíèå ïåðâîãî çâåíà êëàñòåðà.
1. Âåêòîðû îáó÷àþùåé âûáîðêè � ( ) : ( ) , ,0 1� � �{ }x x j R j nm èç ïðîñòðàíñòâà

ïðèçíàêîâ îïòèìàëüíî ïðèáëèçèòü ãèïåðïëîñêîñòüþ L A b( ( ), ( ))opt opt1 1 , îïðåäåëÿå-
ìîé êàê ìíîæåñòâî ðåøåíèé (ïñåâäîðåøåíèé) ñèñòåì àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

A k x k b k( ) ( ) ( )� , A k R s m( ) � � , b k R s( ) � , k �1 2, , ,�

L A k b k x k R x k A k b k Z A k kn( ( ), ( )) ( ) : ( ) ( ) ( ) ( ( )) ( )� � � � ��{ � �( )k R n� }.

2. Ñôîðìèðîâàòü ìíîæåñòâî � ( ) : ( ) , ,1 11 1 1� � �{ }x x j R j nm èç òî÷åê � ( )0 ,

äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

( ( ) ( ) ( )) ( ( ))( ( )b A x j R A b A1 1 1 1 1 11 1 1 1opt opt
T

opt
T

opt o� � pt ( ) ( )) min1 1x j h� ,

ãäå hmin — äîïóñòèìîå ðàññòîÿíèå âåêòîðîâ îò ñîñòàâëÿþùèõ êëàñòåðà ãèïåð-
ïëîñêîñòåé. Ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü èëè íåçàâèñèìîñòü âåêòîðîâ, êîòîðûå ìî-
ãóò áûòü èçúÿòû èç ìíîæåñòâà, äàåò âîçìîæíîñòü óïðîñòèòü âèä ôîðìóë äëÿ
ðàññòîÿíèé ýòèõ âåêòîðîâ îò ñîîòâåòñòâóþùèõ ãèïåðïëîñêîñòåé, ïîýòîìó öåëåñî-
îáðàçíî èñïîëüçîâàòü ñîîòíîøåíèÿ, ïîëó÷åííûå â âèäå ôîðìóë (1)–(3).

3. Çàâåðøèòü ðàáîòó àëãîðèòìà íà ýòàïå ôîðìèðîâàíèÿ ïåðâîãî çâåíà êëàñ-
òåðà ìîæíî ïîñëå òîãî, êàê ðàññòîÿíèå êàæäîãî âåêòîðà îáó÷àþùåé âûáîðêè
� ( ) : ( ) , ,0 1� � �{ }x x j R j nm îò ãèïåðïëîñêîñòè L A b( ( ), ( ))opt opt1 1 íå áóäåò ïðåâû-

øàòü åãî äîïóñòèìîãî çíà÷åíèÿ.
4. Åñëè âî ìíîæåñòâå � ( ) : ( ) , ,1 11 1 1� � �{ }x x j R j nm èìååòñÿ íå ìåíåå äâóõ

âåêòîðîâ, òî ïåðåéòè ê ôîðìèðîâàíèþ âòîðîãî çâåíà êëàñòåðà.
Ôîðìèðîâàíèå âòîðîãî çâåíà êëàñòåðà.
1. Èç ïîëó÷åííîãî â ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ ïåðâîãî çâåíà êëàñòåðà ìíîæåñòâà

� ( ) : ( ) , ,1 11 1 1� � �{ }x x j R j nm ïîñòðîèòü ãèïåðïëîñêîñòü L A b( ( ), ( ))opt opt2 2 , êî-

òîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî ðåøåíèé (ïñåâäîðåøåíèé) ñèñòåìû
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

A x bk k( ) ( )2 2� , k �1 2, � (4)

2. Âû÷èñëèòü îïòèìàëüíûå A bk kopt opt( ), ( )2 2 äëÿ L A bk k( ( ), ( ))2 2 , k �1 2, �
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3. Ñôîðìèðîâàòü ìíîæåñòâî �
k
0 2( ), k � �1 2, , , ïî ðàññòîÿíèþ âåêòîðà

x j( ) ( )�� 0 2 îò êàæäîé ãèïåðïëîñêîñòè (4)

� 2 2 2( : ( ), ( ( ), ( )))x x j L A bk kopt opt �

� � �( ( ) ( ) ( )) ( ( ))( ( )b A x j R A b Ak k k k kopt opt
T T

opt opt o2 2 2 2 pt ( ) ( ))2 x j

(äåéñòâèÿ àíàëîãè÷íûå ï. 3 ïîñòðîåíèÿ ïåðâîãî çâåíà êëàñòåðà).

4. Ïåðåéòè ê âûïîëíåíèþ ï. 2 ñ íîâûìè ïîäìíîæåñòâàìè �1 1j ( ), � 2 1j ( ),

j �1 2, , ,� j — êîëè÷åñòâî èòåðàöèé íà ýòàïå ôîðìèðîâàíèÿ âòîðîãî çâåíà
êëàñòåðà.

Àëãîðèòì çàâåðøàåò ðàáîòó, êîãäà ðàññòîÿíèÿ êàæäîãî âåêòîðà îïðåäåëåííîãî
ýëåìåíòà ðàçáèåíèÿ îò ñîîòâåòñòâóþùåé ãèïåðïëîñêîñòè áîëüøå íå óâåëè÷èâàþòñÿ.

Ïðîâåðÿåòñÿ êðèòåðèé ýôôåêòèâíîñòè ïðîâåäåííîé ãèïåðïëîñêîñòíîé êëàñ-
òåðèçàöèè (íàïðèìåð, òðåáîâàíèå óðîâíÿ êîìïàêòíîñòè çâåíüåâ êëàñòåðà). Ïðè
âûïîëíåíèè êðèòåðèÿ ïîñòðîåíèå êëàñòåðà çàâåðøàåòñÿ, à ïðè íåâûïîëíåíèè
îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä ê ôîðìèðîâàíèþ òðåòüåãî çâåíà êëàñòåðà.

3. ÐÀÑÏÎÇÍÀÂÀÍÈÅ ÁÓÊÂ ÀËÔÀÂÈÒÀ ÓÊÐÀÈÍÑÊÎÃÎ ÆÅÑÒÎÂÎÃÎ ßÇÛÊÀ

Ýôôåêòèâíîñòü îïèñàííîãî ìåòîäà øêàëèðîâàíèÿ èíôîðìàöèè ïðîäåìîíñòðèðî-
âàíà íà ðàñïîçíàâàíèè äàêòèëåì óêðàèíñêîãî æåñòîâîãî ÿçûêà [18, 19], ãäå â êà-
÷åñòâå õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ âûáèðàëèñü 52 ïðèçíàêà, ðàçäåëåííûå íà øåñòü ãðóïï
â çàâèñèìîñòè îò ñïîñîáà èõ ïîëó÷åíèÿ. Ýêñïåðèìåíòû ïðîâîäèëèñü ñ ãðóïïàìè
ïðèçíàêîâ, õàðàêòåðèçóþùèõ ãåîìåòðî-òîïîëîãè÷åñêèå ïàðàìåòðû êèñòè ðóêè ÷å-
ëîâåêà ïðè ïîêàçå áóêâ äàêòèëüíîé àçáóêè, äëÿ êîòîðûõ ïîëó÷èëè ïðèåìëåìîå
êà÷åñòâî ðàñïîçíàâàíèÿ [18]. Íà ïðèìåðå êëàññèôèêàöèè äåâÿòè äàêòèëåì
(À, Á, Â, Ã, Æ, È, Å, Û, É) ïî òðåì è ïÿòè õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïðèçíàêàì ïîëó÷è -
ëè èõ ðàçäåëåíèå íà ïëîñêîñòè øêàëèðîâàíèÿ. Â êà÷åñòâå òðåõ õàðàêòåðèñòè÷åñ-
êèõ ïðèçíàêîâ âûáèðàëèñü êîìïàêòíîñòü, íàïðàâëåííîñòü è âûòÿíóòîñòü, à â ýêñ-
ïåðèìåíòàõ ñ ïÿòüþ ïðèçíàêàìè — îòíîøåíèå øèðèíû ê âûñîòå, ÷åòûðå çíà÷å-
íèÿ óãëîâ ìåæäó âåêòîðàìè, ïðîâåäåííûìè èç öåíòðà êèñòè ðóêè ê êðàéíèì åå
òî÷êàì. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå èñïîëüçîâàíèÿ òðåõ è ïÿòè õàðàêòåðèñòè÷åñ-
êèõ ïðèçíàêîâ ïðèâåäåíû â òàáë. 1 è 2 ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ïðîâåäåíèè ýêñïåðè-
ìåíòîâ äàêòèëåìó À ïîìåùàëè â íà÷àëî êîîðäèíàò.

Îòìåòèì, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ïÿòè õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïðèçíàêîâ ïîçâîëèëî
ïîëó÷èòü áîëåå ÷åòêóþ îòäåëèìîñòü (ðàññòîÿíèÿ äàêòèëåì îò ïëîñêîñòè øêàëè-
ðîâàíèÿ â ïðåäåëàõ 0.1580–0.3828), òîãäà êàê ïðè èñïîëüçîâàíèè òðåõ ïðèçíàêîâ
ðàññòîÿíèÿ îò ïëîñêîñòè øêàëèðîâàíèÿ áûëè çíà÷èòåëüíî (â òðè-ïÿòü ðàç) ìåíü-
øå (â ïðåäåëàõ 0.0306–0.1274). Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿëà äàêòèëåìà Á â ñëó÷àå èñ-
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Áóêâû àëôàâèòà
(äàêòèëåìû)

Êîîðäèíàòà X

íà ïëîñêîñòè
øêàëèðîâàíèÿ

Êîîðäèíàòà Y

íà ïëîñêîñòè
øêàëèðîâàíèÿ

Ðàññòîÿíèå äàêòèëåì îò
ïëîñêîñòè øêàëèðîâàíèÿ

À 0.0000 0.0000 0.0354

Á 0.7196 0.9517 0.0073

Â 0.4579 0.6644 0.0519

Ã 0.4495 0.6088 0.1107

Æ 0.4547 0.7062 0.0536

È 0.3257 0.4415 0.0306

Å 0.2998 0.5237 0.1274

Û 0.4083 0.5908 0.0643

É 0.4067 0.6252 0.0707

Ò à á ë è ö à 1



ïîëüçîâàíèÿ ïÿòè õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïðèçíàêîâ (0.0177) è òðåõ õàðàêòåðèñòè-
÷åñêèõ ïðèçíàêîâ (0.0073), îòäåëèìîñòü îò ïëîñêîñòè øêàëèðîâàíèÿ áûëà íåçíà-
÷èòåëüíîé, ÷òî ïîäòâåðæäàåò ñëîæíîñòü ðàñïîçíàâàíèÿ èìåííî ýòîé äàêòèëåìû
ïî äàííûì õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïðèçíàêàì.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ êëàññèôèêàöèè è êëàñòåðèçàöèè èíôîðìàöèè ïðåäëîæåíà
òåõíîëîãèÿ ìíîãîìåðíîãî øêàëèðîâàíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì àëãîðèòìîâ ïîñòðîå-
íèÿ ñðåäñòâàìè ïñåâäîîáðàùåíèÿ ìàòðèö êóñî÷íî-ãèïåðïëîñêîñòíûõ êëàñòåðîâ.
Ïðèâåäåííûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ïðîâåñòè ïðåäâàðèòåëüíûé àíàëèç èíôîðìàöèè
ïðè çíà÷èòåëüíîì ÷èñëå òðóäíîðàçäåëèìûõ êëàññîâ. Äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ
áóäóò íàïðàâëåíû íà óñîâåðøåíñòâîâàíèå ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà è åãî ïðèìåíå-
íèå êî âñåì áóêâàì óêðàèíñêîãî æåñòîâîãî ÿçûêà â öåëÿõ ïîëó÷åíèÿ îïòèìàëü-
íîãî ÷èñëà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïðèçíàêîâ äëÿ ýôôåêòèâíîãî ðàñïîçíàâàíèÿ.
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Áóêâû àëôàâèòà
(äàêòèëåìû)

Êîîðäèíàòà X

íà ïëîñêîñòè
øêàëèðîâàíèÿ

Êîîðäèíàòà Y

íà ïëîñêîñòè
øêàëèðîâàíèÿ

Ðàññòîÿíèå äàêòèëåì îò
ïëîñêîñòè øêàëèðîâàíèÿ
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Ò à á ë è ö à 2
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Þ.Â. Êðàê , Ã.². Êóä³í, À.². Êóëÿñ
ÁÀÃÀÒÎÂÈÌ²ÐÍÅ ØÊÀËÞÂÀÍÍß ÇÀÑÎÁÀÌÈ ÏÑÅÂÄÎÎÁÅÐÍÅÍÈÕ ÎÏÅÐÀÖ²É

Àíîòàö³ÿ. Çàïðîïîíîâàíî ìåòîä áàãàòîâèì³ðíîãî øêàëþâàííÿ ³íôîðìàö³¿ íà
îñíîâ³ ðåçóëüòàò³â òåîð³¿ çáóðåííÿ ïñåâäîîáåðíåíèõ òà ïðîåêö³éíèõ ìàòðèöü
³ ðîçâ’ÿçàííÿ ñèñòåì ë³í³éíèõ àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü. Ðîçðîáëåíî àëãîðèòì
êóñêîâî-ã³ïåðïëîùèííî¿ êëàñòåðèçàö³¿ ç ïåðåâ³ðêîþ çàäàíîãî êðèòåð³þ åôåê-
òèâíîñò³ çä³éñíåííÿ òàêî¿ êëàñòåðèçàö³¿. Íàâåäåíî ïðèêëàä âèêîðèñòàííÿ
ìåòîäó øêàëþâàííÿ õàðàêòåðèñòè÷íèõ îçíàê äëÿ ðîçï³çíàâàííÿ áóêâ àáåòêè
óêðà¿íñüêî¿ æåñòîâî¿ ìîâè.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: øêàëþâàííÿ, êëàñèô³êàö³ÿ, êëàñòåðèçàö³ÿ, ïñåâäîîáåðíåí³
ìàòðèö³.

Iu.V. Krak, G.I. Kudin, A.I. Kulyas
MULTIVARIATE SCALING BASED ON PSEUDO-INVERSE OPERATIONS

Abstract. The method of multidimensional information scaling based on the
results of the theory of perturbation of pseudo-inverse and projective matrices
and solutions of systems of linear algebraic equations is proposed in the paper.
The algorithm of piecewise hyperplane clasterization with the verification of
a given criterion for efficiency of such a clasterization is developed. An example
of using the method of scaling characteristic futures to recognize letters of the
Ukrainian sign language alphabet is given..

Keywords: scaling, classification, clasterization, pseudo-inverse matrices.

Êðàê Þðèé Âàñèëüåâè÷,
÷ë.-êîð. ÍÀÍ Óêðàèíû, äîêòîð ôèç.-ìàò. íàóê, ïðîôåññîð, çàâåäóþùèé êàôåäðîé Êèåâñêîãî
íàöèîíàëüíîãî óíèâåðñèòåòà èìåíè Òàðàñà Øåâ÷åíêî, ñòàðøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê Èíñòèòóòà
êèáåðíåòèêè èì. Â.Ì. Ãëóøêîâà ÍÀÍ Óêðàèíû, Êèåâ, e-mail: krak@univ.kiev.ua.

Êóäèí Ãðèãîðèé Èâàíîâè÷,
êàíäèäàò ôèç.-ìàò. íàóê, äîöåíò, çàâåäóþùèé ëàáîðàòîðèåé Êèåâñêîãî íàöèîíàëüíîãî óíèâåðñèòåòà
èìåíè Òàðàñà Øåâ÷åíêî, e-mail: kudin@unicyb.kiev.ua.

Êóëÿñ Àíàòîëèé Èâàíîâè÷,
êàíäèäàò òåõí. íàóê, âåäóùèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê Èíñòèòóòà êèáåðíåòèêè èì. Â.Ì. Ãëóøêîâà ÍÀÍ
Óêðàèíû, Êèåâ, e-mail: kulyas@nas.gov.ua.

38 ISSN 1019-5262. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2019, òîì 55, ¹ 1


