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ÎÁ ÎÄÍÎÌ ÀËÃÎÐÈÒÌÅ ÏÎÑÒÐÎÅÍÈß ÑÎÊÐÀÙÅÍÍÛÕ ÄÍÔ
ÏÎÐßÄÊÎÂÎ-ÂÛÏÓÊËÛÕ ÁÓËÅÂÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ

Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîáëåìà ïîñòðîåíèÿ ñîêðàùåííûõ äèçúþíê-
òèâíûõ íîðìàëüíûõ ôîðì ïîðÿäêîâî-âûïóêëûõ áóëåâûõ ôóíêöèé. Ïðåäëà-
ãàåòñÿ îðèãèíàëüíûé àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ýòèõ ôîðì. Aëãîðèòì èñïîëüçó-
åò òàêèå ïîíÿòèÿ òåîðèè óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ êàê èäåàë è êîèäåàë è
èìååò ñóùåñòâåííî ìåíüøóþ âðåìåííóþ ñëîæíîñòü, ÷åì êëàññè÷åñêèé àë-
ãîðèòì Êâàéíà–Ìàê-Êëàñêè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: èìïëèêàíò, ðåøåòêà, ïîðÿäêîâî-âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî,
èäåàë, êîèäåàë.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ ñîêðàùåííûõ äèçúþíêòèâíûõ íîðìàëüíûõ

ôîðì (ÄÍÔ) äëÿ îïðåäåëåííîãî êëàññà áóëåâûõ ôóíêöèé, à èìåííî äëÿ ïî-

ðÿäêîâî-âûïóêëûõ áóëåâûõ ôóíêöèé. Ïðåäëîæèì àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ñî-

êðàùåííûõ ÄÍÔ ïîðÿäêîâî-âûïóêëûõ áóëåâûõ ôóíêöèé, â êîòîðîì ñíèæå-

íû âðåìåííûå çàòðàòû ïî ñðàâíåíèþ ñ êëàññè÷åñêèìè ìåòîäàìè çà ñ÷åò èñ-

ïîëüçîâàíèÿ îïåðàöèé îáðàçîâàíèÿ ïîðÿäêîâûõ èäåàëîâ è êîèäåàëîâ.

Ïîäìíîæåñòâî I óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà P íàçûâàåòñÿ èäåàëîì â P, åñëè

äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ x , y P� èç óñëîâèé x I� è y x� âûòåêàåò, ÷òî y I� . Äëÿ

A P� ìíîæåñòâî {x P� : x a� äëÿ íåêîòîðîãî a A� } áóäåò èäåàëîì. Eãî íà-

çûâàþò èäåàëîì, ïîðîæäåííûì ïîäìíîæåñòâîì A. Äâîéñòâåííûì ê ïîíÿòèþ

èäåàëà ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå ôèëüòðà (êîèäåàëà) â P [1].

Àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ñîêðàùåííîé ÄÍÔ ïîðÿäêîâî-âûïóêëîé áóëåâîé
ôóíêöèè. Ïóñòü èìåþòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ ïîðÿäêîâî-âûïóêëàÿ (ò.å. çàäàííàÿ íà

âûïóêëîì ïîäìíîæåñòâå ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà) áóëåâà ôóíêöèÿ

îò n ïåðåìåííûõ f x xn( , ..., )1 è A — íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî ðåøåòêè B âñåõ

n-ìåðíûõ äâîè÷íûõ âåêòîðîâ, íà êîòîðîì ôóíêöèÿ f ïðèíèìàåò åäèíè÷íîå çíà-

÷åíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî ïîäìíîæåñòâî A ðåøåòêè B â äàííîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ïî-

ðÿäêîâî-âûïóêëûì. Ïîäìíîæåñòâî V ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà P íà-

çûâàåòñÿ âûïóêëûì ïîäìíîæåñòâîì, åñëè ñïðàâåäëèâà èìïëèêàöèÿ [2]

(( , )& ( )& ( )) ( )a b V x P a x b x V� � � � � � .

Ïðåäëàãàåìûé àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ñîêðàùåííîé ÄÍÔ ïîðÿäêîâî-âûïóêëîé

áóëåâîé ôóíêöèè çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì.

1. Íåîáõîäèìî ïðîðàíæèðîâàòü ïîäìíîæåñòâî A ìíîæåñòâà B. Ðàíã ïðîèç-

âîëüíîãî n-ìåðíîãî äâîè÷íîãî íàáîðà ( , ..., )� �1 n B� ðàâåí ÷èñëó åãî åäèíè÷-

íûõ êîìïîíåíò. Òîãäà

r A q q nm( ) { , ..., } { , ..., }� �1 0 ,

ãäå r — ðàíãîâàÿ ôóíêöèÿ.

Ðàíãîâàÿ ôóíêöèÿ r ïîðîæäàåò ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà A íà m íåïåðåñåêàþ-

ùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ: A Aq

i

m

i
�

�1

� .

Ïóñòü q qm1, ..., — öåïî÷êà ðàíãîâûõ ÷èñåë, óïîðÿäî÷åííûõ ïî âîçðàñòà-

íèþ.
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2. Ñôîðìèðóåì êîèäåàë D Aq( )
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è èäåàë J Aqm
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,

ãäå aq n qi i
� ( , , )� �1 � . Ðàñêðûâàÿ ñêîáêè è èñêëþ÷àÿ ïðîèçâåäåíèÿ, ñîäåðæà-

ùèå ïåðåìåííóþ xi è åå îòðèöàíèå îäíîâðåìåííî, ïîëó÷àåì ñîêðàùåííóþ äèçú-

þíêòèâíóþ íîðìàëüíóþ ôîðìó. Åñëè A Pq qm
�

1
, òî èìååì ïîâòîðåíèå ïî i

ïðîöåäóðû.

3. Ñôîðìèðóåì êîèäåàë D Aqi
(

~
) , çàäàííûé ðåêóðñèâíî:
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� , òî íàéäåì ïåðåñå÷åíèå D Aqi
(
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P D A J Aq q q qi m i m
� �(

~
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Åñëè A D Aq

l

i

l
�

�

(
~

)

1

� èëè A Pq q

l

i

l m
�

�1

� , òî ôîðìèðóåòñÿ ôîðìóëà, ñîîòâåòñòâó-

þùàÿ îäíîìó èç îáúåäèíåíèé.
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Åñëè A J Aq
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þùàÿ îäíîìó èç îáúåäèíåíèé. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ìíîæåñòâî A ïðåäñòàâèìî

â âèäå îäíîãî èç òðåõ âîçìîæíûõ îáúåäèíåíèé: A D Aq
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. (1)

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñîêðàùåííîé ÄÍÔ èç (1) íåîáõîäèìî ðàñêðûòü ñêîáêè è èñ-

êëþ÷èòü ïðîèçâåäåíèÿ, ñîäåðæàùèå îäíîâðåìåííî ïåðåìåííóþ xk è åå îòðèöà-

íèå îäíîâðåìåííî.

Îáîñíîâàíèå ïðåäëàãàåìîãî àëãîðèòìà. Ïîêàæåì, ÷òî äàííûé àëãîðèòì

äåéñòâèòåëüíî ñòðîèò ñîêðàùåííóþ ÄÍÔ ïîðÿäêîâî-âûïóêëîé áóëåâîé ôóíê-

öèè. Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî A ÿâëÿåòñÿ ïîðÿäêîâî-âûïóêëûì, òî ïðîèçâîëüíûé

èíòåðâàë [ , ]a aq qi m k�
�� ñîäåðæèòñÿ â A, ãäå a Aq qi i

� è a Aq qm k m k� �
� [3]. Ñëåäî-

âàòåëüíî, D A J A Aq qi m k
( ) ( )

�
�� âñåãäà äëÿ ïðîèçâîëüíûõ i è k. Î÷åâèäíî òàê-

æå, ÷òî A D A J A� ( ) ( )min max� , ãäå Amin è Amax — ïîäìíîæåñòâà ìèíèìàëü-

íûõ è ìàêñèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A. Ïðè ýòîì D A D a

a A

( ) ( )
min

min

�
�
� è

J A J a

a A

( ) ( )max

max

�
�
� , ãäå D a( ) — ãëàâíûé êîèäåàë è J a( ) — ãëàâíûé èäåàë. Ñëå-

äîâàòåëüíî, â àëãîðèòìå öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàíèå ïðîöåäóðû îáðàçîâàíèÿ

èäåàëîâ è êîèäåàëîâ, ïîðîæäàåìûõ ïîäìíîæåñòâàìè àíòèöåïåé, ýëåìåíòû êîòî-

ðûõ ÿâëÿþòñÿ ìàêñèìàëüíûìè è ìèíèìàëüíûìè ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà A . Ïðî-

èçâîëüíûé ýëåìåíò a A i mq qi i
� � �

~
( )1 ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì â ñèëó îïðåäåëå-

íèÿ ìíîæåñòâà
~
Aqi

, çàäàâàåìîãî ðåêóðñèâíî. Ñëåäîâàòåëüíî, êîèäåàë D aqi
( ) òà-

êîé, ÷òî a Aq qi i
�

~
, ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì â ìíîæåñòâå ãëàâíûõ êîèäåàëîâ,
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ïîðîæäåííûõ ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà A [3]. Àíàëîãè÷íî ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò

a Aq qm k m k� �
�

~
â ñèëó ðåêóðñèâíî çàäàííîãî îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà
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Aqm k�

ÿâëÿåò-

ñÿ ìàêñèìàëüíûì. Ïîýòîìó èäåàë J aqm k
( )

�
òàêîé, ÷òî a Aq qm k m k� �

�
~

, ÿâëÿåòñÿ
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(

~
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(
~

)
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ìàëüíûõ èíòåðâàëîâ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà èíòåðâàëîâ, îïðåäåëÿ-

åìûõ ìíîæåñòâîì A äëÿ ïðîèçâîëüíûõ i è k. Òàêèì îáðàçîì, îáúåäèíåíèå
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ëåæàùèõ â A, à îáúåäèíåíèÿ D Aq
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m j
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� ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâàìè

âñåõ ìàêñèìàëüíûõ ãëàâíûõ êîèäåàëîâ è èäåàëîâ, ëåæàùèõ â A, åñëè q nm �
èëè q1 0� . Êàæäîìó ìàêñèìàëüíîìó èíòåðâàëó, ëåæàùåìó â A, ñîîòâåòñòâóåò

ïðîñòàÿ èìïëèêàíòà ôóíêöèè f [4]. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîâîêóïíîñòè âñåõ ìàêñè-

ìàëüíûõ èíòåðâàëîâ, íàõîäÿùèõñÿ â A, ñîîòâåòñòâóåò ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïðî-

ñòûõ èìïëèêàíò ïîðÿäêîâî-âûïóêëîé ôóíêöèè f , ò.å. åå ñîêðàùåííàÿ ÄÍÔ.

Îöåíêà âðåìåííîé ñëîæíîñòè ïðåäëàãàåìîãî àëãîðèòìà. Îòìåòèì, ÷òî

äëÿ âûïîëíåíèÿ îïåðàöèè ñêëåèâàíèÿ êóáîâ è îïåðàöèè íàõîæäåíèÿ ïîðÿäêîâî-

ãî èäåàëà (êîèäåàëà) òðåáóåòñÿ îäèíàêîâîå âðåìÿ. Òîãäà ïðè q nm � âðåìÿ âû-

ïîëíåíèÿ ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîðÿäêîâî-âûïóêëîé

ôóíêöèè íå ïðåâûøàåò k m1 , ãäå k1 — íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Àíàëîãè÷íî â ñëó-

÷àå, êîãäà q1 0� , âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà íå ïðåâûøàåò

k m2 , ãäå k2 — êîíñòàíòà. Çàòðàòû âðåìåíè íà âûïîëíåíèå êëàññè÷åñêîãî àëãî-

ðèòìà Êâàéíà–Ìàê-Êëàñêè â ýòèõ äâóõ ñëó÷àÿõ ìîæíî îöåíèòü ñíèçó âåëè÷èíà-

ìè | | | | | |A A Aq

i

m

q qi i m

�

�

� � �
� �

1

2

1 1
è | | | | | |A A Aq

i

m

q qi i

�

�

� � �
�

2

1

1 1
ñîîòâåòñòâåííî, ãäå | |Aqi

—

÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà Aqi
.

Â ñëó÷àå, êîãäà q nm � èëè q1 0� , âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ïðåäëîæåííîãî àëãî-

ðèòìà íå ïðåâûøàåò k m3
2 , ãäå k3 — êîíñòàíòà. Çàòðàòû âðåìåíè íà âûïîëíåíèå

àëãîðèòìà Êâàéíà–Ìàê-Êëàñêè â ýòîì ñëó÷àå îöåíèâàþòñÿ ñíèçó âåëè÷èíîé

| | | |A A g C Cq
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m

q i

i
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n
q

i i

i i

�

�

�

�

� �� � �
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�

1

1

1

1

1

1 , ãäå gi — íåêîòîðûå êîíñòàíòû. Åñëè

| |A Ñq n
q

1

1� è | |A Ñq n
q

m

m� , òî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n èìååì

k m n m C Cn
q

n
q

i

m
i i

3
2 2

1

1

1 1� � � � �

�

�

�( ) , ïîñêîëüêó m n� .

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäëàãàåìûé àëãîðèòì îáëàäàåò ãîðàçäî ìåíüøèìè âðå-

ìåííûìè çàòðàòàìè, ÷åì êëàññè÷åñêèé àëãîðèòì Êâàéíà–Ìàê-Êëàñêè.
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A.I. Timoshkin
ON AN ALGORITHM FOR CONSTRUCTING REDUCED DNF
OF ORDER-PROMINENT BOOLEAN FUNCTIONS

Abstract. The problem of building the reduced disjunctive normal forms of
order-convex Boolean functions is considered. An algorithm of finding the
reduced disjunctive normal forms of order-convex Boolean functions is
proposed. The algorithm uses notions of partial order theory such as ideal and
coideal and has much less time complexity than classical Quine and
McCluskey’s algorithm.

Keywords: implicant, lattice, order-convex subset, ideal, coideal.
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