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Àíîòàö³ÿ. Ó ñòàòò³ ðîçãëÿíóòî åòàïè ðîçâèòêó äîñë³äæåíü ç îïòèì³çàö³¿ îá-
÷èñëåíü â Óêðà¿í³, çîêðåìà â ²íñòèòóò³ ê³áåðíåòèêè ³ìåí³ Â.Ì. Ãëóøêîâà
ÍÀÍ Óêðà¿íè, ùî ñòîñóþòüñÿ åëåìåíò³â òåîð³¿ ïîõèáîê, îïòèìàëüíèõ çà
òî÷í³ñòþ òà øâèäêîä³ºþ îá÷èñëþâàëüíèõ àëãîðèòì³â, íàóêîºìíèõ êîìï’þ-
òåðíèõ òåõíîëîã³é ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷ îá÷èñëþâàëüíî¿ òà ïðèêëàäíî¿ ìàòåìà-
òèêè ³ç çàäàíèìè çíà÷åííÿìè õàðàêòåðèñòèêè ÿêîñò³.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: îá÷èñëþâàëüíèé àëãîðèòì, íàáëèæåíèé ðîçâ’ÿçîê, ïîõèáêà
íàáëèæåíîãî ðîçâ’ÿçêó, îïòèì³çàö³ÿ àëãîðèòì³â, ðåçåðâè îïòèì³çàö³¿ îá÷èñ-
ëåíü, êîìï’þòåðí³ òåõíîëîã³¿.

Ï³ä ñêëàäíèìè çàäà÷àìè áóäåìî ðîçóì³òè òàê³ çàäà÷³, ÿê³ íå ìîæíà ðîçâ’ÿçàòè
³ç çàäàíîþ ÿê³ñòþ çà äîïîìîãîþ øòàòíîãî ìàòåìàòè÷íîãî çàáåçïå÷åííÿ êîì-
ï’þòåðà.

Íåõàé çàäà÷à P I( ) ðîçâ’ÿçóºòüñÿ àëãîðèòìîì A X( ) íà êîìï’þòåð³ C Y( ), äå
I X, , Y — ñê³í÷åíí³ ìíîæèíè (âåêòîðè) ïàðàìåòð³â, â³ä ÿêèõ ³ñòîòíî çàëåæàòü
â³äïîâ³äíî P A, , C. Êîìïîíåíòàìè âåêòîðà I ìîæóòü áóòè äàí³ ïðî àïð³îðí³ âëàñ-
òèâîñò³ ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³, íàïðèêëàä, êîíñòàíòè, ùî îáìåæóþòü àáñîëþòí³ çíà-
÷åííÿ ðÿäó ïîõ³äíèõ â³ä çàäàíèõ ôóíêö³é, äàí³ ïðî òî÷í³ñòü çàäàííÿ âõ³äíèõ âå-
ëè÷èí òîùî. Êîìïîíåíòàìè âåêòîðà X ìîæóòü áóòè ÷èñëî ³òåðàö³é àëãîðèòìó,
ñòåï³íü àïðîêñèìàö³¿, êðîê ñ³òêè òîùî. Âåêòîð Y ìîæå ì³ñòèòè ÷èñëî ðîçðÿä³â
êîì³ðîê ïàì’ÿò³ êîìï’þòåðà, çàãàëüíèé îáñÿã éîãî îïåðàòèâíî¿ ïàì’ÿò³, ÷àñ âèêî-
íàííÿ îïåðàö³é êîìï’þòåðà, ê³ëüê³ñòü éîãî ïðîöåñîð³â, õàðàêòåðèñòèêè
âèêîðèñòîâóâàíèõ îïåðàö³éíèõ ñèñòåì ³ òðàíñëÿòîð³â òîùî.

Ó ïðàêòèö³ ÷èñëîâîãî ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷ íà êîìï’þòåð³ ðîçãëÿäàþòüñÿ òàê³
õàðàêòåðèñòèêè çàäà÷, àëãîðèòì³â ³ êîìï’þòåð³â: E I X Y( , , ) — ïîâíà ïîõèáêà
ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ P íà êîìï’þòåð³ C çà äîïîìîãîþ àëãîðèòìó A; T I X Y( , , ) —
÷àñ, ïîòð³áíèé äëÿ îòðèìàííÿ ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³; M I X Y( , , ) — íåîáõ³äíà ïàì’ÿòü
êîìï’þòåðà. Íàâåäåí³ õàðàêòåðèñòèêè àëãîðèòì³â íå ºäèí³.

Çàì³ñòü M ìîæíà ââåñòè õàðàêòåðèñòèêó log 2 M ³ íàçâàòè ¿¿ åíòðîï³ºþ àëãî-
ðèòìó. Ìîæíà ðîçãëÿäàòè áóäü-ÿê³ ³íø³ ôóíêö³¿ â³ä ââåäåíèõ õàðàêòåðèñòèê, ÿê³
âçàºìíî îäíîçíà÷íî ç íèìè ïîâ’ÿçàí³, ÿêùî äî íèõ íà ïðàêòèö³ ìîæíà çàñòîñóâà-
òè á³ëüø ïðîñò³ îö³íêè.

ÅËÅÌÅÍÒÈ ÒÅÎÐ²¯ ÏÎÕÈÁÎÊ

Íà ïðàêòèö³ â³äîì³ íå E, T , M , à ëèøå ¿õí³ îö³íêè
~
E ,

~
T ,

~
M . Îö³íêè ìîæóòü

áóòè àïð³îðí³ àáî àïîñòåð³îðí³, ìàæîðàíòí³ àáî àñèìïòîòè÷í³, äåòåðì³íîâàí³
àáî ñòîõàñòè÷í³. Êîæíà ç îö³íîê ìàº ñâî¿ «ïëþñè» ³ «ì³íóñè». Òàê, àïð³îðí³
ìàæîðàíòí³ äåòåðì³íîâàí³ îö³íêè, ç îäíîãî áîêó, º ãàðàíòîâàíèìè, äîñòàòíüî
òî÷íî îá÷èñëþþòüñÿ, à ç ³íøîãî áîêó, îö³íêà ìîæå áóòè çàâèùåíîþ ³ òîìó
ìàëîçàñòîñîâíîþ. Ñèòóàö³ÿ íå çì³íþºòüñÿ â êëàñ³ çàäà÷, íàâ³òü ÿêùî îö³íêà º
íåïîêðàùóâàíîþ. Çàäà÷à, íà ÿê³é äîñÿãàºòüñÿ öÿ îö³íêà, ìîæå ìàòè åêçîòè÷-
íèé õàðàêòåð ³ íà ïðàêòèö³ ìàéæå íå çóñòð³÷àòèñÿ, òîìó ìîæëèâîñò³ îá÷èñëþ-
âàëüíîãî àëãîðèòìó íà ³íøèõ çàäà÷àõ êëàñó çàëèøàþòüñÿ íå âèêîðèñòàíèìè.

ISSN 1019-5262. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2019, òîì 55, ¹ 1 51

© Â.Ê. Çàä³ðàêà, 2019



Àñèìïòîòè÷í³ àïîñòåð³îðí³ îö³íêè ìîæóòü áóòè äîñòàòíüî áëèçüêèìè äî ïî-
õèáêè, àëå òàêà áëèçüê³ñòü äîñÿãàºòüñÿ äëÿ çíà÷åíü ïàðàìåòðó ç ïåâíî¿ îáëàñò³
àñèìïòîòèêè, ùî íå çàâæäè çðó÷íî äëÿ ïðàêòè÷íèõ îá÷èñëåíü. Êð³ì òîãî, äëÿ òà-
êèõ îö³íîê âèêîðèñòîâóºòüñÿ ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³, à äëÿ éîãî ïîáóäîâè ïîòð³áíî âè-
êîíàòè çíà÷íèé îá’ºì îá÷èñëåíü. Äîö³ëüí³ñòü âèêîðèñòàííÿ îö³íîê ïåâíîãî òèïó
âèçíà÷àºòüñÿ îá÷èñëþâàëüíîþ ñèòóàö³ºþ.

Ãàðàíò³ºþ ÿêîñò³ ïîõèáêè º êîìïëåêñíèé ï³äõ³ä äî îö³íêè òî÷íîñò³, ÿêèé
âðàõîâóº ð³çí³ äæåðåëà ¿¿ íàêîïè÷åííÿ. Ðåàëüíèé îá÷èñëþâàëüíèé ïðîöåñ ñóïðî-
âîäæóþòü òàê³ âèäè ïîõèáîê: íåóñóâíà, ùî âèíèêàº âíàñë³äîê íåòî÷íîñò³ âõ³äíî¿
³íôîðìàö³¿ ïðî çàäà÷ó, à òàêîæ ïîõèáêè ìåòîäó òà çàîêðóãëþâàííÿ. Ëèøå âðàõó-
âàííÿ âñ³õ òðüîõ âèä³â ïîõèáîê (òàê çâàíî¿ ïîâíî¿ ïîõèáêè) äàñòü çìîãó ãàðàíòó-
âàòè îö³íêó ÿêîñò³ íàáëèæåíîãî ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ [1, 2].

Äëÿ îö³íêè ïîâíî¿ ïîõèáêè íàáëèæåíîãî ðîçâ’ÿçêó E I X Y( , , ) ìîæíà
çàïèñàòè

E I X Y E E E( , , ) ( ) ( ) ( )� � � � � �í ì ç ,

� � � �( ) ( ) ( ) ( )E E E E� � �í ì ç ,

äå �( )� — äåÿêà ì³ðà ïîõèáêè íàáëèæåíîãî îá÷èñëåííÿ ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³;
Eí ( )� — íåóñóâíà ïîõèáêà; Eì ( )� — ïîõèáêà ìåòîäó; Eç ( )� — ïîõèáêà çà-
îêðóãëþâàíü.

ßê çàçíà÷åíî âèùå, îö³íêà ÿêîñò³ íàáëèæåíîãî ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ º ãàðàíòîâà-
íîþ ëèøå ó ðàç³ âðàõóâàííÿ âñ³õ òðüîõ âèä³â ïîõèáîê. Íà æàëü, ó á³ëüøîñò³ ðå-
çóëüòàò³â ç îá´ðóíòóâàííÿ òèõ ÷è ³íøèõ ìåòîä³â íàáëèæåíîãî ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷,
ÿê ïðàâèëî, ïðîâåäåíî àíàë³ç ëèøå îäíîãî âèäó ïîõèáêè ³ íå âðàõîâàíî ðåàëüíó
îá÷èñëþâàëüíó ñèòóàö³þ. ×åðåç öå ¿õ ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè äëÿ ç’ÿñóâàííÿ
ÿêîñò³ íàáëèæåíîãî ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ ç â³äïîâ³äíèìè çàñòåðåæåííÿìè.

Òðåáà çàóâàæèòè, ùî íàâ³òü íåïîêðàùóâàí³ îö³íêè íå çàâæäè º çàäîâ³ëüíèìè
ç ïðè÷èí, íàâåäåíèõ âèùå. Òîìó äîö³ëüíî âèêîðèñòîâóâàòè ðàçîì ç äåòåðì³íîâà-
íèìè îö³íêàìè ùå é ³ìîâ³ðí³ñí³ îö³íêè ïîõèáêè.

Íàâåäåìî äåòåðì³íîâàíî-éìîâ³ðí³ñí³ îö³íêè òî÷íîñò³ îá÷èñëåííÿ îö³íêè ìà-
òåìàòè÷íîãî ñïîä³âàííÿ âåëè÷èíè õ
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.

Ïðèïóñòèìî, ùî çàì³ñòü x� ìè ìàºìî ñïðàâó ç x�� , ïðè÷îìó

D x x( )� �� �� � 2 .

Òîä³ çàì³ñòü M x� ( ) îòðèìàºìî
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Êð³ì òîãî, ïðèïóñêàþ÷è, ùî x x� ��� º ïîïàðíî íåçàëåæíèìè, áóäåìî ìàòè
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Çâ³äñè, â ñèëó íåð³âíîñò³ ×åáèøîâà

P x M x K D x
K

(| ( ) | ( ))� � 	 �1
1

2
,
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îòðèìàºìî
| ( ) ( ) |M x M x� �� �� 4,5

�

N
ç ³ìîâ³ðí³ñòþ 0,95.

Äëÿ îö³íêè ïîõèáêè çàîêðóãëþâàííÿ îá÷èñëåííÿ M x� ( ) ó ðåæèì³ ðóõîìî¿

êîìè ç � ðîçðÿäàìè ó ìàíòèñ³ ÷èñëà âèêîðèñòîâóºìî òàáëèöþ Äæ. Ó³ëê³íñîíà [3]
ïîõèáîê çàîêðóãëþâàííÿ äëÿ âèêîíàííÿ àðèôìåòè÷íèõ îïåðàö³é íàä ä³éñíèìè
÷èñëàìè. Íåõàé 
 , � îçíà÷àþòü â³äïîâ³äíî îïåðàö³¿ äîäàâàííÿ ³ ìíîæåííÿ ³ç
çàîêðóãëþâàííÿì.

Òîä³ ç òî÷í³ñòþ äî ïåðøèõ ñòåïåí³â 2�� (àñèìïòîòè÷íà îö³íêà) [2] îòðèìóºìî
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ßêùî r � ��2 � 0,1, òî ( )1 2 1� � ��� r 1,06 � � �r 2 � .

Òîìó çà óìîâè ( )N � ��1 2 � 0,1 ìàºìî
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Äëÿ âåëèêîãî N ïîõèáêà çàîêðóãëþâàííÿ ìîæå áóòè çíà÷íîþ. Ùîá óíèêíó-
òè öüîãî, ïîòð³áíî çä³éñíþâàòè äîäàâàííÿ íà êîìï’þòåð³ ïî ìîæëèâîñò³ áåç
çàîêðóãëþâàííÿ [4].

ÏÎCÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ× ÎÏÒÈÌ²ÇÀÖ²¯ ÎÁ×ÈÑËÅÍÜ

Îïòèì³çàö³ÿ îá÷èñëåíü ïîëÿãàº â îïòèì³çàö³¿ îäí³º¿ ç óâåäåíèõ õàðàêòåðèñòèê
(ó çàãàëüíîìó âèïàäêó ïî I X, , Y ) çà ïåâíèõ îáìåæåíü íà ³íø³ [1].

Ïåðøà îñíîâíà çàäà÷à — ì³í³ì³çàö³ÿ ïîâíî¿ ïîõèáêè E I X Y( , , ) çà äîòðè-
ìàííÿ ðåàëüíèõ (Re) îáìåæåíü íà M , T :

E I X Y
I X Y

( , , ) min
, ,

� ,

M I X Y M( , , ) � Re, E I X Y E( , , ) � Re.

Äðóãà îñíîâíà çàäà÷à — ì³í³ì³çàö³ÿ ÷àñó T I X Y( , , ) çà äîòðèìàííÿ ðåàëü-
íèõ (Re) îáìåæåíü íà M , E :

T I X Y
I X Y

( , , ) min
, ,

� ,

M I X Y M( , , ) � Re, E I X Y E( , , ) � Re.

Íåõàé êîìï’þòåð C Y( ) ô³êñîâàíî. Òîä³ T , M , E çàëåæàòü ëèøå â³ä I , X .
Çðó÷íî ââàæàòè I âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ ³ ðîçãëÿäàòè éìîâ³ðí³ñí³ õàðàêòåðèñòè-
êè T , M , E, ÿê³ òàêîæ áóäóòü õàðàêòåðèñòèêàìè îá÷èñëþâàëüíîãî àëãîðèòìó A

³ çàëåæàòèìóòü ëèøå â³ä X .
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ÎÏÒÈÌÀËÜÍ² ÇÀ ÒÎ×Í²ÑÒÞ ÎÁ×ÈÑËÞÂÀËÜÍ² ÀËÃÎÐÈÒÌÈ

Îäíèì ç îñíîâíèõ êðèòåð³¿â îïòèìàëüíîñò³ íàáëèæåíîãî ðîçâ’ÿçêó çàäà÷ ìîæå
áóòè âèìîãà éîãî ìàêñèìàëüíî¿ òî÷íîñò³ (÷è ì³í³ìàëüíî¿ ïîõèáêè) çà çàäàíè-
ìè ðåñóðñàìè, ÿê³ ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè â ïðîöåñ³ ðîçâ’ÿçàííÿ. Ó ïîíÿòòÿ
ðåñóðñó âõîäÿòü îáñÿã ³ òî÷í³ñòü âõ³äíèõ äàíèõ çàäà÷³, â³ëüíà äëÿ âèêîðèñòàí-
íÿ ïàì’ÿòü êîìï’þòåðà, ì³í³ìóì ÷àñó îá÷èñëåíü íà êîìï’þòåð³, íàÿâíèé çàïàñ
ìàòåìàòè÷íîãî çàáåçïå÷åííÿ òîùî.

Íà ïî÷àòêó äîñë³äæåííÿ â òàê³é ïîñòàíîâö³ äîö³ëüíî ðîçãëÿíóòè ïèòàííÿ ïðî
«ïîòåíö³éíó ñïðîìîæí³ñòü» ÷èñåëüíèõ ìåòîä³â, òîáòî ïðî òó ìàêñèìàëüíó òî÷í³ñòü
ðîçâ’ÿçêó, ÿêà ìîæå áóòè äîñÿãíóòà äëÿ âèêîðèñòàíî¿ âõ³äíî¿ ³íôîðìàö³¿ ïðî çàäà÷ó.

Êîæíèé îá÷èñëþâàëüíèé àëãîðèòì ðîçâ’ÿçàííÿ êîíêðåòíî¿ çàäà÷³ âèêîðèñ-
òîâóº ëèøå ñê³í÷åííó ê³ëüê³ñòü âõ³äíèõ äàíèõ ïðî çàäà÷ó ³ òèì ñàìèì àâòîìàòè÷-
íî º îá÷èñëþâàëüíèì àëãîðèòìîì ðîçâ’ÿçàííÿ êëàñó âñ³õ òèõ çàäà÷, ÿê³ ìàþòü
òàê³ ñàì³ âõ³äí³ äàí³. Íà ö³é ìíîæèí³ çàäà÷ çàâæäè çíàéäóòüñÿ äâ³ çàäà÷³, ï³ä ÷àñ
ðîçâ’ÿçàííÿ ÿêèõ äîñÿãàþòüñÿ íàéã³ðøà ³ íàéêðàùà ãðàíèö³ õàðàêòåðèñòèêè, ùî
îïòèì³çóþòüñÿ. Òîìó êîæíèé, ó òîìó ÷èñë³ îïòèìàëüíèé îá÷èñëþâàëüíèé àëãî-
ðèòì ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³, ÿêèé íàñ ö³êàâèòü, áóäå ìàòè ïåâíó «ïîòåíö³éíó ñïðî-
ìîæí³ñòü». ßêùî, íàïðèêëàä, ³ñíóþòü äâ³ çàäà÷³ ç îäíàêîâèìè âõ³äíèìè äàíèìè,
òî÷í³ ðîçâ’ÿçêè ÿêèõ x1 ³ x2 º åëåìåíòàìè ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó, ïðè÷îìó
â³äñòàíü ì³æ íèìè �( , )x x d1 2 0� 	 , òî äëÿ êîæíîãî îá÷èñëþâàëüíîãî àëãîðèòìó
¿õíüîãî ðîçâ’ÿçàííÿ îòðèìóºòüñÿ ðîçâ’ÿçîê õ, ùî ìàº âëàñòèâ³ñòü

max ( , )� x x
d

i �
2

. (1)

Öå îçíà÷àº, ùî íå ³ñíóº îá÷èñëþâàëüíîãî àëãîðèòìó, ÿêèé áè îòðèìóâàâ ðîç-
â’ÿçîê ðîçãëÿíóòî¿ çàäà÷³ ç ãàðàíòîâàíîþ òî÷í³ñòþ, ìåíøîþ çà d / 2. ßêùî
ïîòð³áíî ï³äâèùèòè òî÷í³ñòü ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³, íåîáõ³äíî çàëó÷èòè äîäàòêîâ³ â³äî-
ìîñò³ ïðî íå¿. Òîä³ çàäà÷à áóäå íàëåæàòè íîâîìó, á³ëüø «âóçüêîìó» êëàñó çàäà÷,
îá÷èñëþâàëüí³ àëãîðèòìè ðîçâ’ÿçàííÿ ÿêèõ áóäóòü ìàòè íîâó, á³ëüø ïîòóæíó «ïî-
òåíö³éíó ñïðîìîæí³ñòü». Àíàëîã³÷í³ ì³ðêóâàííÿ ñïðàâåäëèâ³ ñòîñîâíî áóäü-ÿêîãî
³íøîãî ïîêàçíèêà (õàðàêòåðèñòèêè) îá÷èñëþâàëüíîãî àëãîðèòìó ³ çàäà÷.

Âåëèêå çíà÷åííÿ ìàº îòðèìàííÿ íåïîêðàùóâàíèõ õàðàêòåðèñòèê òèïó (1).
Ó öüîìó âèïàäêó çíàê ð³âíîñò³ äîñÿãàòèìåòüñÿ íà îïòèìàëüíîìó îá÷èñëþâàëüíî-
ìó àëãîðèòì³ ³ ð³çíèöÿ ì³æ ïðàâîþ ³ ë³âîþ ÷àñòèíàìè â (1) äëÿ êîæíîãî îá÷èñ-
ëþâàëüíîãî àëãîðèòìó áóäå õàðàêòåðèñòèêîþ ðîçðèâó ì³æ äîñë³äæóâàíèì ³ îï-
òèìàëüíèì îá÷èñëþâàëüíèì àëãîðèòìîì.

Ðîçãëÿíåìî îïòèìàëüí³ àëãîðèòìè äëÿ çàäà÷ îá÷èñëåííÿ ³íòåãðàë³â â³ä
øâèäêîîñöèëþþ÷èõ ôóíêö³é*

I f x x dx( ) ( )sin� �� �
0

1

, (2)

ó âèïàäêó, êîëè f x F( )� òà ³íôîðìàö³ÿ ïðî f x( ) çàäàíà çà äîïîìîãîþ íå
á³ëüøå í³æ N ³íôîðìàö³éíèõ îïåðàòîð³â òà | |� 	� (óìîâà øâèäêî¿ îñöèëÿö³¿
ï³ä³íòåãðàëüíî¿ ôóíêö³¿).

Äëÿ îá÷èñëåííÿ ³íòåãðàë³â (2), ÿê³ ìàþòü äîñèòü øèðîêå êîëî çàñòîñóâàíü,
êëàñè÷í³ ôîðìóëè ³íòåãðóâàííÿ äàþòü ïîãàíó òî÷í³ñòü, îñê³ëüêè ïîõèáêà çà-
îêðóãëþâàííÿ äëÿ | |� 		 áóäå çíà÷íîþ ³ òðåáà çàñòîñîâóâàòè êâàäðàòóðí³
ôîðìóëè òèïó ôîðìóë Ôàéëîíà.
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* Ó [5] ðîçãëÿäàþòüñÿ ³íø³ ïðèêëàäè øâèäêîîñöèëþþ÷èõ ôóíêö³é.



Ðîçãëÿíåìî ïîáóäîâó îïòèìàëüíèõ çà òî÷í³ñòþ òà áëèçüêèõ äî íèõ êâàäðà-
òóðíèõ ôîðìóë îá÷èñëåííÿ ³íòåãðàë³â (2) â óìîâàõ íàéá³ëüø ïîâíîãî âèêîðèñ-
òàííÿ ³íôîðìàö³¿ ïðî ï³ä³íòåãðàëüíó ôóíêö³þ.

Ïðè öüîìó çìåíøóºòüñÿ ÷åáèøîâñüêèé ðàä³óñ ³íôîðìàö³¿ îáëàñò³ çíà÷åíü
³íòåãðàëà (2) ³ òèì ñàìèì ïîêðàùóºòüñÿ òî÷í³ñòü îá÷èñëåííÿ (2) íà ³íòåðïî-
ëÿö³éíîìó êëàñ³ ôóíêö³é FN [1].

Ïîêðàùåííÿ òî÷íîñò³ â³äáóâàºòüñÿ çà ðàõóíîê ïîã³ðøåííÿ îö³íêè ñêëàäíîñò³
êâàäðàòóðíî¿ ôîðìóëè, îñê³ëüêè êëàñ ( )FN âðàõîâóº âñþ âèõ³äíó ³íôîðìàö³þ
ïðî çàäà÷ó, ÿêà âõîäèòü ³ â êâàäðàòóðíó ôîðìóëó, ³ â îö³íêè òî÷íîñò³.

Òàêèì ÷èíîì, äîö³ëüíî êð³ì êëàñ³â ï³ä³íòåãðàëüíèõ ôóíêö³é F , ÿê³ çàçâè÷àé
âèâ÷àþòüñÿ â òåîð³¿ ôóíêö³é ³ ìàòåìàòè÷íîìó àíàë³ç³, äîñë³äèòè á³ëüø âóçüê³
êëàñè ôóíêö³é FN (³íòåðïîëÿö³éí³) òà FN , � (³íòåðïîëÿö³éí³ ç íàáëèæåíî çàäà-
íîþ âõ³äíîþ ³íôîðìàö³ºþ) [5, 6]. Ñàìå êëàñè FN , � íàéêðàùèì ÷èíîì îïèñóþòü
êîíêðåòíó çàäà÷ó, ÿêó ìè ðîçâ’ÿçóºìî.

Ñåðåä íàóêîâèõ øê³ë, ÿê³ ðîçáóäîâóþòü çàãàëüíó òåîð³þ îïòèìàëüíèõ àëãî-
ðèòì³â, ñë³ä â³äçíà÷èòè øêîëè, ÿê³ ïðàöþþòü ó Êàë³ôîðí³éñüêîìó, Ìîñêîâñüêî-
ìó, Âàðøàâñüêîìó óí³âåðñèòåòàõ, â ²íñòèòóòàõ ê³áåðíåòèêè òà ìàòåìàòèêè ÍÀÍ
Óêðà¿íè òà Óêðà¿íñüê³é ³íæåíåðíî-ïåäàãîã³÷í³é àêàäåì³¿ (ì. Õàðê³â).

Â³äì³íí³ñòü óêðà¿íñüêî¿ øêîëè ïîëÿãàº ó ïîáóäîâ³ îïòèìàëüíèõ êâàäðàòóð-
íèõ ³ êóáàòóðíèõ ôîðìóë íå ëèøå äëÿ êëàñ³â ï³ä³íòåãðàëüíèõ ôóíêö³é F , à òàêîæ
äëÿ êëàñ³â FN òà FN , �. Âñüîãî ðîçãëÿíóòî 53 êëàñè ï³ä³íòåãðàëüíèõ ôóíêö³é
ð³çíî¿ ãëàäêîñò³ ³ äëÿ íèõ îòðèìàíî îïòèìàëüí³ çà òî÷í³ñòþ òà áëèçüê³ äî íèõ
êâàäðàòóðí³ òà êóáàòóðí³ ôîðìóëè.

Äëÿ îòðèìàííÿ ðåçóëüòàò³â ó êëàñàõ F âèêîðèñòàíî ìåòîä «êàïåëþõ³â», ðîç-
ðîáëåíèé ó Ìîñêîâñüêîìó äåðæàâíîìó óí³âåðñèòåò³ ³ì. Ìèõàéëà Ëîìîíîñîâà,
à â êëàñàõ FN , FN , � — ìåòîä ãðàíè÷íèõ ôóíêö³é (ÌÃÔ), ðîçðîáëåíèé â ²íñòè-
òóò³ ê³áåðíåòèêè ³ìåí³ Â.Ì. Ãëóøêîâà ÍÀÍ Óêðà¿íè [1].

Ðîçãëÿíåìî ìåòîä ÌÃÔ. Ïîáóäóºìî I � ( )� — âåðõíþ (ìàæîðàíòó) ³ íèæíþ

(ì³íîðàíòó) ãðàíèö³ ìîæëèâèõ çíà÷åíü ³íòåãðàëà I ( )� â îáëàñò³ ³íòåãðóâàííÿ, ÿê³ äî-

ñÿãàþòüñÿ íà f x FN
� �( ) — â³äïîâ³äíî ìàæîðàíòè ³ ì³íîðàíòè êëàñó F FN � . Òà-

êèì ÷èíîì, çàäà÷à çâîäèòüñÿ äî ïîáóäîâè ôóíêö³é f x FN
� �( ) , çíà÷åííÿ ÿêèõ

ó âóçëàõ { }xi
N
0

1� ïîâèíí³ çá³ãàòèñÿ ³ç çíà÷åííÿìè f i , i N� �0 1, : f xi
� �( )

� ��f x fi i( ) , i N� �0 1, . ¯õ íåîáõ³äíî áóäóâàòè ç óðàõóâàííÿì ïîâåä³íêè îñöè-

ëþþ÷èõ ôóíêö³é. Äàë³ çíàõîäèìî ÷åáèøîâñüêèé öåíòð I � ( )� ³ ÷åáèøîâñüêèé

ðàä³óñ � �� ( ) îáëàñò³ íåâèçíà÷åíîñò³ ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³, ÿê³ ïðåäñòàâëÿþòü ñîáîþ

â³äïîâ³äíî îïòèìàëüíå çà òî÷í³ñòþ çíà÷åííÿ ³íòåãðàëó I ( )� ³ îïòèìàëüíó îö³íêó
ïîõèáêè ÷èñåëüíîãî ³íòåãðóâàííÿ I ( )� íà êëàñ³ FN . Äëÿ âèêîðèñòàíî¿ ³íôîð-
ìàö³¿ ïðî çàäà÷ó æîäíà ç êâàäðàòóðíèõ ôîðìóë íå ìîæå äàòè òî÷í³ñòü, êðàùó

í³æ � �� ( ). Äëÿ ³íòåðïîëÿö³éíèõ êëàñ³â FN ÷åáèøîâñüêèé ðàä³óñ � �� ( )

çá³ãàºòüñÿ ç îïòèìàëüíîþ îö³íêîþ [6].
Íàâåäåìî äâà ðåçóëüòàòè ñòîñîâíî ðîçðîáëåííÿ òà îá´ðóíòóâàííÿ îïòèìàëü-

íèõ êâàäðàòóðíèõ ôîðìóë îá÷èñëåííÿ ³íòåãðàëà (2) äëÿ F Q M� (Q M — êëàñ
îáìåæåíèõ ôóíêö³é, ùî ìàþòü êóñêîâî-íåïåðåðâí³ ïåðø³ ïîõ³äí³, îáìåæåí³ êîí-
ñòàíòîþ M ) òà F WN N� 2, , ,� 
 (öåé êëàñ ðîçãëÿíåìî íèæ÷å).

Òåîðåìà 1. Íåõàé f x O M( )� , N � | |� ³ íà åëåìåíòàðíèõ â³äð³çêàõ [ , ]x xi i�1 ,

i N� �0 1, , â³äáóâàþòüñÿ êîëèâàííÿ ôóíêö³¿ sin �x . Êâàäðàòóðíà ôîðìóëà

R f xdxi

i

N

x

x

i

i

1
0

1 1

( ) sin� ��
�

�

� �
�

íàáëèæåíîãî îá÷èñëåííÿ I ( )� º àñèìïòîòè÷íî îïòè-
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ìàëüíîþ â êëàñ³ O M ç îö³íêîþ çâåðõó

V O R
M

M( , , )
| |

1 2

2
1�

�

�

	
�

�


�

�

�
� �

�

�
��

�

�
�� . (3)

Äîâåäåííÿ. Äëÿ îá´ðóíòóâàííÿ îö³íêè (3) íàâåäåìî âèðàç äëÿ «ïîãàíî¿»

ôóíêö³¿ f x� ( ) êëàñó O M ó âèïàäêó ñèëüíî¿ îñöèëÿö³¿ ï³ä³íòåãðàëüíî¿ ôóíêö³¿.

Çàïèøåìî ¿¿ ó âèãëÿä³ f x x x* ( ) ( ) (sin )� � �sign ³ íàâåäåìî âèðàç äëÿ �( )x íà

â³äð³çêàõ [ , ]x xi i�1 , i N� �0 1, :

à) íà â³äð³çêó [ , ]0 0x ôóíêö³ÿ �( )x ìàº âèãëÿä

�( )

( ), , ( ) ,

(

, , , ,

x
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M
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Ïðè öüîìó âèêîðèñòîâóâàëèñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿ
| | | |�
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Òàêèì ÷èíîì,
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( , , )

( , )�

�

�()
�

V O R

V O

M

M

1 1.

Öå äîâîäèòü àñèìïòîòè÷íó îïòèìàëüí³ñòü êâàäðàòóðíî¿ ôîðìóëè R1 ( )� òà çà-
âåðøóº äîâåäåííÿ òåîðåìè.

Íåõàé W N2, , ,� 
 — êëàñ ôóíêö³é, ùî íàëåæàòü W N L2, , [6] ç íàáëèæåíî çàäà-

íèìè âõ³äíèìè äàíèìè: |
~

|f f� � ��� � , |
~

|* � * �f f� � �
 , � � �1 1, N .

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè f x W N L( ) , , , ,� 2 � 
 ³ íàâåäåìî íà â³äð³çêàõ

[ , ]x x� ��1 , � � �0 1, N , ôóíêö³¿ f x� ( ), íà ÿêèõ äîñÿãàþòüñÿ â³äïîâ³äíî I � ( )� íà

êëàñ³ W N2, , ,� 
 òà âèðàçè äëÿ ÷åáèøîâñüêîãî öåíòðó òà ðàä³óñó:
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Ó2) âèêîíóºòüñÿ ð³âí³ñòü

* � *
� �

*
� � �� � � �

�

f f
x f

f

L

x� �
� �

�
� �

�
� �

� � � �1

2 4 4
+ +

+
+ +

+~
~

( ) (
1 1

� �
�

�� � �� �� � )

� � �
*
� � �� �1

8 4 4
2 2

2

2

2

L

f

L

L
x(( ) ( ) )

~
+ +

+
+ +� � �� �

�
� �

�
*

� � � � � �� � �
�

� �
�

�+
+ +

+
~

( ) ( )
f

L

x

L

�
� �

�
� � � �

� � � � � �
2

1 14 4

1

8
(( ) ( ) ) .+ +� �� �

� ��2 2

Òîä³ êâàäðàòóðíà ôîðìóëà R f x x dx

x

x

i

N

i

i

2
0

1 1

( ) ( )sin� ��
�

��
�

�
� íàáëèæåíîãî îá÷èñ-

ëåííÿ I ( )� º îïòèìàëüíîþ çà òî÷í³ñòþ äëÿ N � | |� òà N � �[| | / ]� 	 1.
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Äàë³ äîâåäåííÿ àíàëîã³÷íå äîâåäåííþ òåîðåìè 2.16 [6].

Òåîðåìà 2 ñïðàâåäëèâà, êîëè çàäàío çíà÷åííÿ { }
~
f N

� 0
1� , { }

~
* �f N

� 0
1, � � �0 1, N ,

ó âóçëîâèõ òî÷êàõ. Ñë³ä çàçíà÷èòè, ùî â äåÿêèõ ðîáîòàõ, íàïðèêëàä [5], íàâåäåíî
âèðàçè ÷åáèøîâñüêèõ öåíòð³â ç âèêîðèñòàííÿì ñïëàéí-àïðîêñèìàö³é ñïåö³àëüíî-
ãî âèãëÿäó äëÿ òàêèõ êëàñ³â ôóíêö³é:

,C L N2, , , � — êëàñó ôóíêö³é f x( ), ÿê³ ìàþòü íåïåðåðâí³ ïåðø³ ³ îáìåæåí³ êîí-
ñòàíòîþ L äðóã³ ïîõ³äí³ ³ ÿê³ çàäîâîëüíÿþòü óìîâ³ | ( ) | ,f x y� � ��� � � � �0 1, N , ³

y� , �� — çàäàí³ ä³éñí³ ÷èñëà;

, C xs L N
k

� � �1, ,
( )| ( ) ,{� � �� � k s� 0, , � �1, ,N | ( ) | }( )� s x L� �1 .
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Ðîçãëÿíóò³ êëàñè º áëèçüêèìè äî êëàñ³â W N2, ³ W N2, , ,� 
 äëÿ s �1. Íàâåäåí³
â [5] ðåçóëüòàòè ìîæíà âèêîðèñòàòè äëÿ ïîáóäîâè îïòèìàëüíèõ (àáî áëèçüêèõ
äî íèõ) êâàäðàòóðíèõ ôîðìóë îá÷èñëåííÿ I ( )� ó öèõ êëàñàõ.

ÎÏÒÈÌÀËÜÍ² ÇÀ ØÂÈÄÊÎÄ²ªÞ ÎÁ×ÈÑËÞÂÀËÜÍ² ÀËÃÎÐÈÒÌÈ

ßêùî ïîòð³áíî ðîçâ’ÿçàòè âèñîêîòî÷íó çàäà÷ó, òî ñë³ä âèêîðèñòîâóâàòè îïòè-
ìàëüí³ çà òî÷í³ñòþ àáî áëèçüê³ äî íèõ àëãîðèòìè. ßêùî òðåáà ðîçâ’ÿçóâàòè
çàäà÷ó â ðåàëüíîìó ìàñøòàá³ ÷àñó, òî ïîòð³áíî âèêîðèñòîâóâàòè îïòèìàëüí³
çà øâèäêîä³ºþ îá÷èñëþâàëüí³ àëãîðèòìè.

Íåõàé äëÿ çàäà÷³ P I( ): I i i iN� ( , , , )1 2 � , I �-, — âõ³äí³ äàí³, M — ìíîæè-
íà àëãîðèòì³â A ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ ³ç çàäàíîþ òî÷í³ñòþ �, �	 0, íà ô³êñîâàíîìó
êîìï’þòåð³ òà Q A I( , , )� — ê³ëüê³ñòü àðèôìåòè÷íèõ îïåðàö³é äëÿ ðåàë³çàö³¿ àëãî-
ðèòìó A. Ðîçãëÿíåìî õàðàêòåðèñòèêè

Q A Q A IN
I

( , ) sup ( , , )� ��
�-

, Q Q AN
A M

N( ) inf ( , )� ��
�

.

Àëãîðèòì, íà ÿêîìó äîñÿãàºòüñÿ Q N ( )� , íàçâåìî îïòèìàëüíèì çà øâèä-

êîä³ºþ. ßêùî Q A QN N( , ) ( )� � �� � �, � 	 0 , òî A * íàçâåìî îïòèìàëüíèì çà

øâèäêîä³ºþ ç òî÷í³ñòþ äî �. ßêùî æ � �� o Q N[ ( )] àáî � ��O Q N[ ( )], òî A� íà-

çâåìî â³äïîâ³äíî àñèìïòîòè÷íî îïòèìàëüíèì àáî îïòèìàëüíèì çà ïîðÿäêîì çà
øâèäêîä³ºþ àëãîðèòìîì.

Â³äçíà÷èìî äåÿê³ ðåçóëüòàòè ç ö³º¿ ãàëóç³ äîñë³äæåíü. Öå íàñàìïåðåä ïðàö³
Â.Ì. Ãëóøêîâà ç àëãåáðè àëãîðèòì³â, À.Î. Ñàìàðñüêîãî ç åêîíîì³÷íèõ ð³çíèöå-
âèõ ñõåì, Ì.Ì. ßíåíêà ïðî ìåòîä äðîáîâèõ êðîê³â, Ã.². Ìàð÷óêà ïðî ³òåðàòèâí³
ïðîöåñè, ².ß. Àêóøñüêîãî, Â.Ì. Àìåðáàºâà, ß.Ì. Íèêîëàé÷óêà ïðî ñèñòåìè çà-
ëèøêîâèõ êëàñ³â, À.Â. ªô³ìîâà ç ìóëüòèïë³êàòèâíèõ ³íòåãðàë³â Ôóð’º, Ð.Ï. Áðåí-
òà (R.P. Brent) ç³ çì³ííî¿ ðîçðÿäíîñò³, A. Áîðîä³íà (A. Borodin), ². Ìîíðî
(I. Munro), ². Ì³êëîøêà (J. Miklosko) ç àëãîðèòì³â íàä àëãåáðà¿÷íèìè ñòðóêòóðà-
ìè, À. Àõî, Äæ. Õîïêðîôòà, Äæ. Óëüìàíà ç òåîð³¿ ñêëàäíîñò³ îá÷èñëåíü,
Â.Ê. Çàä³ðàêè ç øâèäêèõ àëãîðèòì³â ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷ öèôðîâî¿ îáðîáêè ñèã-
íàë³â, à òàêîæ ðîáîòè Â.Ì. Ãëóøêîâà, Î.À. Ëåòè÷åâñüêîãî, Þ.Â. Êàï³òîíîâî¿,
².Ì. Ìîë÷àíîâà, Î.Ì. Õ³ì³÷à, Ä.Ê. Ôàääººâà, Â.Ì. Ôàääººâî¿, Â.Â. Âîºâîä³íà,
Ô. Øòðàññåíà, Ä. Ãåëëåðà, Äæ. Òðàóáà, ². Ì³êëîøêà ç ïàðàëåëüíèõ îá÷èñëåíü.

Íå ìîæíà íå â³äì³òèòè ðîáîòè Äæ. Êóë³ (J.W. Cooley ) ³ Äæ. Òüþê³
(J.W. Tukey ), Ó. Äæåíòëüìåíà (W.M. Gentleman ) ³ Ã. Ñàíäå (G. Sande), Â.Øòðàñ-
ñåíà (V. Strassen), Ã. Íóññáàóìåðà (H.J. Nussbaumer), Äæ. Ìîíãåñòåðíà
(J. Morgenstern), Ø. Â³íîãðàäà (S. Winograd) ³ áàãàòüîõ ³íøèõ àâòîð³â, äîñë³äæåí-
íÿ ÿêèõ º ñóòòºâèì âêëàäîì â îïòèì³çàö³þ àëãîðèòì³â îá÷èñëåííÿ ë³í³éíèõ äèñ-
êðåòíèõ ïåðåòâîðåíü.

Îñîáëèâà ïîòðåáà ó øâèäêèõ àëãîðèòìàõ âèíèêàº ó ðàç³ âèêîðèñòàííÿ ìå-
òîä³â ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ, ÿê³ çâîäÿòü ñó÷àñí³ çàäà÷³ äî âåëèêîðîçì³ð-
íèõ íàäñêëàäíèõ îá÷èñëþâàëüíèõ çàäà÷. Íàïðèêëàä, ï³ä ÷àñ ìàòåìàòè÷íîãî ìî-
äåëþâàííÿ õàðàêòåðèñòèê ì³öíîñò³ ë³òàêà â ö³ëîìó âèíèêàº ïîòðåáà ó ðîçâ’ÿçàíí³
ñèñòåìè ë³í³éíèõ àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü, ïîðÿäîê ÿêî¿ ñòàíîâèòü ïîíàä 30 ìëí.
Ïîñòàº ïðîáëåìà ïîäîëàííÿ òðàíñîá÷èñëþâàëüíî¿ ñêëàäíîñò³. Ïðè öüîìó âèñî-
êîïðîäóêòèâí³ îá÷èñëåííÿ ³ ñóïåðêîìï’þòåðí³ òåõíîëîã³¿ íà îñíîâ³ ïàðàëåëüíèõ
îá÷èñëåíü º îäíèì ç îñíîâíèõ ³íñòðóìåíò³â ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ ó íà-
óêîâèõ òà ³íæåíåðíèõ äîñë³äæåííÿõ.

Â³äîìî, ùî ï³ä ÷àñ ðîçâ’ÿçàííÿ íàóêîâèõ òà ³íæåíåðíèõ çàäà÷ íà êîìï’þòåð³
êîðèñòóâà÷³ îäåðæóþòü êîìï’þòåðí³ ìîäåë³, ÿê³ íå ìàþòü ô³çè÷íîãî çì³ñòó. Öå
â³äáóâàºòüñÿ ÷åðåç ïîõèáêè ó âèõ³äíèõ äàíèõ, â³äì³ííîñò³ âëàñòèâîñòåé ìàòåìàòè÷-
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íèõ ³ êîìï’þòåðíèõ ìîäåëåé, ïîõèáêè çàîêðóãëþâàííÿ. Ïîõèáêè çàîêðóãëþâàííÿ
ìîæóòü áóòè ñóòòºâèìè ó âèïàäêó âåëèêî¿ îá÷èñëþâàëüíî¿ ñêëàäíîñò³ çàäà÷³.

Òîìó àêòóàëüíèìè çàäà÷àìè º êîíòðîëü íàêîïè÷åííÿ ïîõèáêè çàîêðóãëþ-
âàííÿ ³, ÿê íàñë³äîê, íåîáõ³äí³ñòü ïåðåõîäó äî áàãàòîðîçðÿäíî¿ àðèôìåòèêè. Òóò
âàæëèâèì º ðîçðîáëåííÿ åôåêòèâíèõ çà øâèäêîä³ºþ àëãîðèòì³â îïåðóâàííÿ ç áà-
ãàòîðîçðÿäíèìè ÷èñëàìè ç âèêîðèñòàííÿì ð³çíèõ ìîäåëåé îá÷èñëåíü [8].

Çîêðåìà â ðîáîò³ [8] ïðîàíàë³çîâàíî ñêëàäí³ñòü çà ÷èñëîì âåêòîðíèõ îäíî-
ñë³âíèõ îïåðàö³é ìíîæåííÿ äëÿ ðåàë³çàö³¿ áàãàòîðîçðÿäíî¿ îïåðàö³¿ ìíîæåííÿ
â ïàðàëåëüí³é ìîäåë³ îá÷èñëåíü (GPU).

Øâèäê³ àëãîðèòìè âèêîíàííÿ àðèôìåòè÷íèõ îïåðàö³é ³ îá÷èñëåííÿ êðèïòî-
ïðèì³òèâ³â íàé÷àñò³øå âèêîðèñòîâóþòü äëÿ ï³äâèùåííÿ ïðîäóêòèâíîñò³ àëãîðèòì³â
äâîêëþ÷îâî¿ êðèïòîãðàô³¿ [4] òà ñòâîðåííÿ ñò³éêèõ ñòåãàíîãðàô³÷íèõ ñèñòåì [7].

ÐÅÇÅÐÂÈ ÎÏÒÈÌ²ÇÀÖ²¯ ÎÁ×ÈÑËÅÍÜ

Ñêëàäí³ çàäà÷³ çàâæäè áóëè êàòàë³çàòîðîì ñòâîðåííÿ íîâèõ ïîêîë³íü êîìï’þ-
òåð³â òà ðîçâèòêó ÷èñåëüíèõ ìåòîä³â. Äîñë³äæåííÿ ïîêàçóþòü, ùî âèêîðèñòàííÿ
îïòèìàëüíèõ çà òî÷í³ñòþ òà øâèäêîä³ºþ îá÷èñëþâàëüíèõ àëãîðèòì³â ó âèïàäêó
ðîçâ’ÿçàííÿ âàæëèâèõ êëàñ³â çàäà÷ (îïòèì³çàö³¿, öèôðîâî¿ îáðîáêè ñèãíàë³â
òîùî) äàº åôåêò, ïîð³âíÿíèé ç åôåêòîì â³ä âèêîðèñòàííÿ íîâî¿ åëåìåíòíî¿ áàçè
òà àðõ³òåêòóðè êîìï’þòåðà [9].

Íàâåäåìî äåÿê³ ðåçåðâè îïòèì³çàö³¿ îá÷èñëåíü.
1. Ðåçåðâè çìåíøåííÿ ì³ðè ïîõèáîê, çóìîâëåíèõ:
à) íåòî÷í³ñòþ âõ³äíèõ äàíèõ (�( )EH ):
— óòî÷íåííÿ êëàñó çàäà÷;
— êîðèãóâàííÿ âõ³äíî¿ ³íôîðìàö³¿;
— ï³äâèùåííÿ òî÷íîñò³ âõ³äíî¿ ³íôîðìàö³¿;
á) ìåòîäîì (� ( )E ):
— âèêîðèñòàííÿ îïòèìàëüíèõ òà îïòèìàëüíèõ çà ïîðÿäêîì òî÷íîñò³ îá÷èñ-

ëþâàëüíèõ àëãîðèòì³â (ÎÀ);
— îïòèì³çàö³ÿ ³íôîðìàö³éíîãî íàáîðó ôóíêö³îíàë³â (íàïðèêëàä, îïòèìàëü-

íà ñ³òêà âóçë³â ï³ä ÷àñ ÷èñåëüíîãî ³íòåãðóâàííÿ);
— çá³ëüøåííÿ ê³ëüêîñò³ ôóíêö³îíàë³â â ³íôîðìàö³éíîìó íàáîð³;
— ïåðåõ³ä â ³íøèé êëàñ ³íôîðìàö³éíèõ îïåðàòîð³â, ùî çàáåçïå÷óº á³ëüøèé

îïòèìàëüíèé ïîðÿäîê ÎÀ, í³æ â äàíîìó êëàñ³ ³íôîðìàö³éíèõ îïåðàòîð³â;
— ïîâíå âèêîðèñòàííÿ âõ³äíî¿ ³íôîðìàö³¿ äëÿ çâóæåííÿ êëàñó çàäà÷;
â) çàîêðóãëþâàííÿì (� �( )E ):
— âèêîðèñòàííÿ ìåòîä³â îïòèìàëüíîãî ïîðÿäêó òî÷íîñò³ äëÿ âèñîêîòî÷íèõ

îá÷èñëåíü;
— çâóæåííÿ êëàñó çàäà÷ (ç ìåòîþ çìåíøåííÿ ê³ëüêîñò³ ôóíêö³îíàë³â â

³íôîðìàö³éíîìó íàáîð³);
— âèêîðèñòàííÿ ñõåì îá÷èñëåíü, ùî ì³í³ì³çóþòü øâèäê³ñòü íàêîïè÷åííÿ

ïîõèáêè çàîêðóãëþâàíü;
— çá³ëüøåííÿ îïòèìàëüíîãî ïîðÿäêó òî÷íîñò³ øëÿõîì âèáîðó êëàñó ³íôîð-

ìàö³éíèõ îïåðàòîð³â;
— çá³ëüøåííÿ äîâæèíè ðîçðÿäíî¿ ñ³òêè;
— âèá³ð òà ìîäåëþâàííÿ ïðàâèëà çàîêðóãëþâàííÿ;
— âèêîðèñòàííÿ îïòèì³çîâàíîãî ³íôîðìàö³éíîãî íàáîðó ôóíêö³îíàë³â.
2. Ðåçåðâè çìåíøåííÿ ïðîöåñîðíîãî ÷àñó:
— óòî÷íåííÿ êëàñó çàäà÷;
— âèêîðèñòàííÿ ìåòîä³â îïòèìàëüíîãî ïîðÿäêó òî÷íîñò³;
— âèêîðèñòàííÿ òî÷íî¿ âõ³äíî¿ ³íôîðìàö³¿ (íàñë³äîê — ìåíø æîðñòê³ îáìå-

æåííÿ íà ïîõèáêè ìåòîäó òà çàîêðóãëþâàíü);
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— ïîêðàùåííÿ òî÷íîñò³ îö³íîê ïîõèáîê ìåòîäó òà çàîêðóãëþâàíü;
— ï³äâèùåííÿ òî÷íîñò³ îá÷èñëåííÿ ïàðàìåòð³â îá÷èñëþâàëüíîãî ïðîöåñó;
— óçãîäæåííÿ ÎÀ ç àðõ³òåêòóðîþ êîìï’þòåðà;
— «øâèäêà» àðèôìåòèêà;
— ðîçïàðàëåëþâàííÿ îá÷èñëåíü;
— ñïåö³àë³çîâàí³ îá÷èñëþâà÷³ (âèá³ð àðõ³òåêòóðè êîìï’þòåðà, ùî êðàùèì

÷èíîì óçãîäæóºòüñÿ ç ÎÀ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷ äàíîãî êëàñó).
Çàçíà÷åí³ ðåçåðâè îïòèì³çàö³¿ îá÷èñëåíü âèêîðèñòîâóþòüñÿ â ñó÷àñíèõ êîì-

ï’þòåðíèõ òåõíîëîã³ÿõ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷ ïðèêëàäíî¿ òà îá÷èñëþâàëüíî¿ ìàòåìà-
òèêè ³ç çàäàíèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ÿêîñò³ çà òî÷í³ñòþ òà øâèäêîä³ºþ [10].

ÍÀÓÊÎªÌÍ² ÊÎÌÏ’ÞÒÅÐÍ² ÒÅÕÍÎËÎÃ²¯ ÐÎÇÂ’ßÇÀÍÍß
ÇÀÄÀ× ÎÁ×ÈÑËÞÂÀËÜÍÎ¯ ÒÀ ÏÐÈÊËÀÄÍÎ¯ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈ
²Ç ÇÀÄÀÍÈÌÈ ÇÍÀ×ÅÍÍßÌÈ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÈ ßÊÎÑÒ²

Êîíöåïö³ÿ ö³º¿ òåõíîëîã³¿ º òàêîþ:
— âèõîäÿ÷è ç óìîâ âèêîðèñòàííÿ øóêàíîãî ðîçâ’ÿçêó ïðèêëàäíî¿ çàäà÷³, ÿêà

îïèñóºòüñÿ äåÿêîþ ìàòåìàòè÷íîþ ìîäåëëþ, çàäàþòü âèìîãè äî òî÷íîñò³, ç ÿêîþ
ñë³ä îá÷èñëèòè íàáëèæåíèé ðîçâ’ÿçîê â³äïîâ³äíî¿ çàäà÷³ îá÷èñëþâàëüíî¿ ìàòåìàòè-
êè; äî ïðîöåñîðíîãî ÷àñó îá÷èñëåííÿ ðîçâ’ÿçêó; äî äåÿêèõ ³íøèõ õàðàêòåðèñòèê îá-
÷èñëþâàëüíîãî ïðîöåñó ïîáóäîâè ðîçâ’ÿçêó, íàïðèêëàä, äî íåîáõ³äíî¿ îïåðàòèâíî¿
ïàì’ÿò³ êîìï’þòåðà, äî ³íòåðïðåòàö³¿ îäåðæàíîãî ðîçâ’ÿçêó ç óðàõóâàííÿì îö³íîê
õàðàêòåðèñòèê öüîãî ðîçâ’ÿçêó ³ îá÷èñëþâàëüíîãî ïðîöåñó;

— ç äåÿêî¿ ìíîæèíè â³äîìèõ (àáî òèõ, ùî ðîçðîáëÿþòüñÿ) ÎÀ ³ ïðîãðàì,
îð³ºíòîâàíèõ íà ðîçâ’ÿçàííÿ êëàñó çàäà÷ îá÷èñëþâàëüíî¿ ìàòåìàòèêè, äî ÿêîãî
çâåäåíî çàäàíó ïðèêëàäíó çàäà÷ó, çà äîïîìîãîþ îö³íîê çàçíà÷åíèõ õàðàêòåðèñ-
òèê çíàõîäÿòü (àáî ðîçðîáëÿþòü) ÎÀ-ïðîãðàìó, ÿêà çìîæå çàáåçïå÷èòè íà
â³äïîâ³äíîìó êîìï’þòåð³ ïîáóäîâó ðîçâ’ÿçêó ïðèêëàäíî¿ çàäà÷³ ³ç çàäàíèìè îá-
ìåæåííÿìè íà çíà÷åííÿ öèõ õàðàêòåðèñòèê ÿêîñò³, àáî âñòàíîâëþþòü, ùî
ÎÀ-ïðîãðàìà ³ç âêàçàíèìè âëàñòèâîñòÿìè äëÿ ðîçâ’ÿçóâàíî¿ çàäà÷³ ïðè çàäàí³é
âõ³äí³é ³íôîðìàö³¿ íà öåé ÷àñ íå ³ñíóº;

— çà äîïîìîãîþ ðîçðîáëåíî¿ àáî íàÿâíî¿ ÎÀ-ïðîãðàìè ç ïîòð³áíèìè âëàñòè-
âîñòÿìè îá÷èñëþþòü ðîçâ’ÿçîê ïðèêëàäíî¿ çàäà÷³ ³ç çàäàíèìè çíà÷åííÿìè õàðàêòå-
ðèñòèê ÿêîñò³ ó ðàç³ âèêîðèñòàííÿ îáðàíîãî êîìï’þòåðà ³ ïðîãðàìíî¿ ñèñòåìè.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷³: îá÷èñëèòè íàáëèæåíèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ çà òàêèõ óìîâ:

� �( ( , , ))E I X Y � , (8)

T I X Y T( , , , ) ( )� �� 0 , (9)

M I X Y M( , , , ) ( )� �� 0 , (10)

äå �( )� — äåÿêà ì³ðà ïîõèáêè íàáëèæåíîãî ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³; �, T0 ( )� , M 0 ( )� —
îáìåæåííÿ, çàäàí³ íà îñíîâ³ âèìîã äî ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ ³ âëàñòè-
âîñòåé âõ³äíî¿ ³íôîðìàö³¿ (îá’ºìó, òî÷íîñò³, ñòðóêòóðè).

Íàáëèæåíèé ðîçâ’ÿçîê, äëÿ ÿêîãî âèêîíàíà óìîâà (8), íàçèâàºòüñÿ �-ðîçâ’ÿçêîì.
Îá÷èñëþâàëüíèé àëãîðèòì, ÿêèé çàäîâîëüíÿº óìîâè (8), (9), íàçèâàºòüñÿ Ò-åôåêòèâ-
íèì. Ïîñë³äîâíîñò³ êðîê³â êîìï’þòåðíî¿ òåõíîëîã³¿ (ÊÒ) íàâåäåíî â [10].

Çàïðîïîíîâàíà ³ ïîêðîêîâî îïèñàíà ³íôîðìàö³éíî-êîìï’þòåðíà òåõíîëîã³ÿ
ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷ ïðèêëàäíî¿ òà îá÷èñëþâàëüíî¿ ìàòåìàòèêè ³ç çàäàíèìè çíà-
÷åííÿìè õàðàêòåðèñòèê ÿêîñò³ ðîçâ’ÿçêó (8)–(10) ó âèïàäêó ¿¿ çàñòîñóâàííÿ äî
êîíêðåòíèõ ïðèêëàäíèõ çàäà÷ (àáî êëàñ³â çàäà÷) äàº ìîæëèâ³ñòü:

— çä³éñíèòè ñèñòåìíèé ï³äõ³ä ÿê äî ñàìî¿ ïîñòàíîâêè ïðèêëàäíî¿ çàäà÷³,
òàê ³ äî ¿¿ ðîçâ’ÿçàííÿ;
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— âèâ÷èòè îá÷èñëþâàëüíó ñèòóàö³þ äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ ïðèêëàäíî¿ çàäà÷³ ³ âè-
ÿâèòè óñ³ êðîêè, ÿê³ ïîòð³áíî çä³éñíèòè, ùîá çàáåçïå÷èòè ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ ³ç
çàäàíèìè çíà÷åííÿìè (8)–(10) õàðàêòåðèñòèê ÿêîñò³ ðîçâ’ÿçêó;

— âèõîäÿ÷è ç îá÷èñëþâàëüíî¿ ñèòóàö³¿, çä³éñíèòè ðîçðîáêó â³äïîâ³äíî¿
ÎÀ-ïðîãðàìè äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³;

— âèêîðèñòàòè çà íàÿâíîñò³ òàêî¿ ìîæëèâîñò³ äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ ïðèêëàäíî¿
çàäà÷³ â³äïîâ³äíó ïðîãðàìó ç â³äîìèõ ïðîãðàìíèõ ñèñòåì (íàïðèêëàä,
Mathematica, Matlab, Mathcad àáî Pyton), çä³éñíþþ÷è (çà ïîòðåáè) òåñòóâàííÿ
äëÿ âèÿâëåííÿ ò³º¿ ïðîãðàìè, ÿêà çàáåçïå÷óº ðîçâ’ÿçàííÿ ïðèêëàäíî¿ çàäà÷³ ³ç çà-
äàíèìè çíà÷åííÿìè õàðàêòåðèñòèê ÿêîñò³ ðîçâ’ÿçêó;

— âèêîðèñòàòè çàïðîïîíîâàíó ³íôîðìàö³éíî-êîìï’þòåðíó òåõíîëîã³þ äëÿ
ðîçâ’ÿçàííÿ ïðèêëàäíî¿ çàäà÷³ ç ï³äâèùåíèìè âèìîãàìè äî çíà÷åíü (8)–(10) õà-
ðàêòåðèñòèê ÿêîñò³ ¿¿ ðîçâ’ÿçêó.

Ì²ÆÍÀÐÎÄÍ² ÍÀÓÊÎÂ² ÔÎÐÓÌÈ «ÏÈÒÀÍÍß ÎÏÒÈÌ²ÇÀÖ²¯ ÎÁ×ÈÑËÅÍÜ»

Á³ëüø³ñòü ðåçóëüòàò³â ç òåîð³¿ ïîõèáîê, òåîð³¿ îá÷èñëåíü, çàãàëüíî¿ òåîð³¿ îïòè-
ìàëüíèõ àëãîðèòì³â, òåîð³¿ òåñòóâàííÿ ÿêîñò³ ïðèêëàäíîãî ïðîãðàìíîãî çàáåç-
ïå÷åííÿ, ñó÷àñíèõ êîìï’þòåðíèõ òåõíîëîã³é ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷ ³ç çàäàíîþ
ÿê³ñòþ, îòðèìàíèõ â Óêðà¿í³ òà çà ¿¿ ìåæàìè, áóëî ïðåäñòàâëåíî íà Ì³æíàðîä-
íèõ íàóêîâèõ ôîðóìàõ «Ïèòàííÿ îïòèì³çàö³¿ îá÷èñëåíü» [11, 12].

Íà ñüîãîäí³øí³é äåíü ïðîâåäåíî 45 ì³æíàðîäíèõ íàóêîâèõ ôîðóìè ç ïèòàíü
îïòèì³çàö³¿ îá÷èñëåíü. Íàóêîâ³ ôîðóìè çãóðòîâóþòü íàâêîëî ñåáå ôàõ³âö³â ç îá-
÷èñëþâàëüíî¿ ³ ïðèêëàäíî¿ ìàòåìàòèêè. Â Óêðà¿í³ á³ëüøå íåìàº òàêèõ íàóêîâèõ
êîëåêòèâ³â, ÿê³ á ïðîâåëè ñò³ëüêè æ íàóêîâèõ ìàòåìàòè÷íèõ ôîðóì³â. Öå ñâ³ä÷èòü
ïðî òå, ùî íàïðÿì íàóêîâèõ äîñë³äæåíü áóâ âèçíà÷åíèé âäàëî ³ íàäàë³ çàâæäè
â³äïîâ³äàâ îñíîâíèì àêòóàëüíèì ïðîáëåìàì â îá÷èñëþâàëüí³é ìàòåìàòèö³.

Ðîçãëÿíåìî îñíîâí³ íàïðÿìêè ðîçâèòêó òåîð³¿ îá÷èñëåíü.
1. Àíàë³ç òî÷íîñò³ òà åôåêòèâíîñò³ îá÷èñëþâàëüíèõ àëãîðèòì³â. Ïåðøèé

íàóêîâèé ôîðóì â³äáóâñÿ â 1969 ð. Íà òîé ÷àñ ñèòóàö³ÿ â îá÷èñëþâàëüí³é ìàòå-
ìàòèö³ áóëà òàêîþ: ê³ëüê³ñòü ìåòîä³â ðîçâ’ÿçàííÿ òèïîâèõ çàäà÷ ñòð³ìêî çðîñòà-
ëà, à êðèòåð³¿â ¿õ ïîð³âíÿííÿ íå áóëî. Òîìó çóñèëëÿ ôàõ³âö³â ç îá÷èñëþâàëüíî¿
ìàòåìàòèêè ²íñòèòóòó ê³áåðíåòèêè áóëè ñïðÿìîâàí³ íà ðîçâèòîê òåîð³¿ ïîõèáîê
îá÷èñëåíü. Çîêðåìà, íåîáõ³äíî âðàõóâàòè ³ îö³íèòè âñ³ äæåðåëà ïîõèáîê, ÿê³ ðå-
àëüíî ñóïðîâîäæóþòü îá÷èñëþâàëüíèé ïðîöåñ. Öå ìàº ïðèíöèïîâå çíà÷åííÿ,
îñê³ëüêè çàáåçïå÷óº ìîæëèâ³ñòü äàòè ãàðàíò³þ ÿêîñò³ íàáëèæåíîãî ðîçâ’ÿçêó çà-
äà÷³. Çàïðîïîíîâàíî çàãàëüí³ ñõåìè îö³íîê ïîâíî¿ ïîõèáêè îá÷èñëþâàëüíîãî àë-
ãîðèòìó, ÿêà ñêëàäàºòüñÿ ç òàêèõ ïîõèáîê: íåóñóâíî¿, ìåòîäó òà çàîêðóãëåííÿ [1].

Çíà÷íó óâàãó áóëî ïðèä³ëåíî ÿêîñò³ îö³íîê ïîõèáîê òà ìåòîäàì ¿õ îòðèìàííÿ [2].
2. Âèÿâëåííÿ òà óòî÷íåííÿ àïð³îðíî¿ ³íôîðìàö³¿ ïðî çàäà÷ó. Àïð³îðíà

³íôîðìàö³ÿ ïðî çàäà÷ó (ãëàäê³ñòü âõ³äíî¿ ³íôîðìàö³¿ àáî ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³, êîíñòàí-
òè, ÿê³ îáìåæóþòü â³äïîâ³äí³ ïîõ³äí³, îïóêë³ñòü ôóíêö³é, ê³ëüê³ñòü òî÷îê ïåðåãèíó
òîùî) âõîäèòü äî àëãîðèòìó ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³, à òàêîæ â îö³íêè ÿêîñò³ íàáëèæå-
íîãî ðîçâ’ÿçêó. Âîíà âèêîðèñòîâóºòüñÿ òàêîæ äëÿ «çàíóðåííÿ» çàäà÷³ ó á³ëüø
âóçüêèé êëàñ äëÿ ïîêðàùåííÿ ïîòåíö³éíî¿ ñïðîìîæíîñò³ ÷èñåëüíîãî ìåòîäó.

ßêùî àïð³îðíà ³íôîðìàö³ÿ íåòî÷íà, òî êðàùå íåþ íå êîðèñòóâàòèñÿ, òîìó
ùî íà îñíîâ³ òàêî¿ ³íôîðìàö³¿ ìîæíà îòðèìàòè õèáíå óÿâëåííÿ ïðî ÿê³ñòü íàáëè-
æåíîãî ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³. ²íøèìè ñëîâàìè, çàäà÷à ìîæå áóòè ðîçâ’ÿçàíà ç
ïîòð³áíîþ ÿê³ñòþ, àëå îö³íêè öüîãî íå ïîêàæóòü. Ùîá öüîãî óíèêíóòè, äîö³ëüíî
âèêîðèñòîâóâàòè àëãîðèòìè âèÿâëåííÿ òà óòî÷íåííÿ àïð³îðíî¿ ³íôîðìàö³¿ ïðî çà-
äà÷ó [5]. Ïðè öüîìó ïîã³ðøèòüñÿ îö³íêà ñêëàäíîñò³ àëãîðèòìó, àëå ïîêðàùèòüñÿ
îö³íêà òî÷íîñò³. ßêùî åôåêò â³ä çìåíøåííÿ ê³ëüêîñò³ îïåðàö³é íåâàæêî ï³äðàõó-
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âàòè, òî åôåêò â³ä ïîêðàùåííÿ òî÷íîñò³ — âàæêî. Îñòàíí³é ìîæå áóòè äîñèòü âå-
ëèêèì: äàñòü çìîãó óíèêíóòè ð³çíîãî ðîäó êàòàñòðîô, ïåðåâåñòè çàäà÷ó ³ç ðîçðÿ-
äó íåðîçâ’ÿçíèõ äî ðîçðÿäó ðîçâ’ÿçíèõ òîùî. Îòæå, âèÿâëåííÿ òà óòî÷íåííÿ
àïð³îðíî¿ ³íôîðìàö³¿ ïðî çàäà÷ó º ðåçåðâîì îïòèì³çàö³¿ îá÷èñëåíü, ÿêèé ìîæå
áóòè âèêîðèñòàíèé ó â³äïîâ³äíèõ êîìï’þòåðíèõ òåõíîëîã³ÿõ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷
îá÷èñëþâàëüíî¿ òà ïðèêëàäíî¿ ìàòåìàòèêè.

3. Âèá³ð ³íôîðìàö³éíîãî îïåðàòîðà. Íàé÷àñò³øå âèêîðèñòîâóºòüñÿ ñ³òêî-
âèé ³íôîðìàö³éíèé îïåðàòîð, òîáòî êîëè ôóíêö³ÿ â³äîìà ó âóçëàõ ñ³òêè. Äëÿ çà-
äà÷ àïðîêñèìàö³¿, ÷èñåëüíîãî ³íòåãðóâàííÿ, ìàòåìàòè÷íî¿ ô³çèêè, ì³í³ì³çàö³¿
ôóíêö³é òàêèé ³íôîðìàö³éíèé îïåðàòîð áóäå íàéêðàùèì çà òî÷í³ñòþ ðîçâ’ÿçàííÿ
â³äïîâ³äíîãî êëàñó çàäà÷, âò³ì äëÿ ³íøèõ êëàñ³â çàäà÷ ñèòóàö³ÿ ³íøà. Äëÿ ðîçâ’ÿ-
çàííÿ çàäà÷³ Êîø³ äëÿ ñèñòåìè äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü, çàäà÷ ³íåðö³éíî¿
íàâ³ãàö³¿ íàéêðàùèì áóäå ³íôîðìàö³éíèé îïåðàòîð, ÿêèé çàäàº ñåðåäíº çíà÷åííÿ
ôóíêö³¿ íà åëåìåíòàðíîìó â³äð³çêó; äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü Ôðåä-
ãîëüìà II ðîäó íàéêðàùèì áóäå îïåðàòîð, ùî çàäàº ïåðø³ êîåô³ö³ºíòè ðîçêëàäó
ôóíêö³¿ â ðÿä Ôóð’º; äëÿ ñêàíóâàííÿ ìîðñüêîãî äíà íàéêðàùèì áóäå ³íôîð-
ìàö³éíèé îïåðàòîð, ÿêèé çàäàº ³íôîðìàö³þ íà ë³í³ÿõ, à äëÿ çàäà÷ êîìï’þòåðíî¿
òîìîãðàô³¿ — íà ïëîùèíàõ òîùî [6].

Äëÿ êîæíîãî êëàñó çàäà÷ ³ñíóº íàéêðàùèé ³íôîðìàö³éíèé îïåðàòîð ó òîìó
ðîçóì³íí³, ùî â ðàç³ éîãî âèêîðèñòàííÿ ïîõèáêà íàáëèæåíîãî ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³
áóäå ìåíøîþ. Âäàëèé ï³äá³ð ³íôîðìàö³éíîãî îïåðàòîðà äëÿ çàäà÷³ ìîæíà ââàæà-
òè îäíèì ç ðåçåðâ³â îïòèì³çàö³¿ îá÷èñëåíü.

4. Îïòèìàëüí³ çà òî÷í³ñòþ òà øâèäêîä³ºþ àëãîðèòìè. Öÿ òåìàòèêà ïî÷à-
ëà ðîçâèâàòèñü äëÿ òèïîâèõ êëàñ³â çàäà÷ îá÷èñëþâàëüíî¿ ìàòåìàòèêè ç 1970 ð.
Ç 1972 ð. âîíà ðîçãëÿäàºòüñÿ ³ íà íàøèõ íàóêîâèõ ôîðóìàõ.

Îäíèì ç îñíîâíèõ êðèòåð³¿â îïòèìàëüíîñò³ íàáëèæåíîãî ðîçâ’ÿçêó çàäà÷
ìîæå áóòè âèìîãà éîãî ìàêñèìàëüíî¿ òî÷íîñò³ (÷è ì³í³ìàëüíî¿ ïîõèáêè) çà äàíè-
ìè ðåñóðñàìè, ÿê³ ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè â ïðîöåñ³ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³.

Äëÿ ïîáóäîâè îïòèìàëüíèõ àëãîðèòì³â ðîçâ’ÿçàííÿ òèõ ÷è ³íøèõ êëàñ³â çàäà÷
âèêîðèñòîâóþòü ìåòîä «êàïåëþõ³â» Ì.Ñ. Áàõâàëîâà òà ìåòîä ãðàíè÷íèõ ôóíêö³é,
ðîçðîáëåíèé â ²íñòèòóò³ ê³áåðíåòèêè ÀÍ ÓÐÑÐ. Ïåðøèé ìåòîä âèêîðèñòîâóºòüñÿ
äëÿ îö³íîê çíèçó îïòèìàëüíî¿ îö³íêè [2], äðóãèé — äëÿ ïîáóäîâè îïòèìàëüíèõ
îö³íîê òà îïòèìàëüíèõ àëãîðèòì³â äëÿ á³ëüø âóçüêèõ êëàñ³â çàäà÷ (³íòåðïîëÿö³é-
íèõ [2]), ÿê³ ìàêñèìàëüíî âèêîðèñòîâóþòü àïð³îðíó ³íôîðìàö³þ ïðî çàäà÷ó.

Çâóæåííÿ êëàñó çàäà÷ äàº çìîãó ïîêðàùèòè (íå çá³ëüøèòè) îïòèìàëüíó
îö³íêó ïîð³âíÿíî ³ç ñòàíäàðòíèì ï³äõîäîì, ïðîòå çà ðàõóíîê ïîã³ðøåííÿ îö³íîê
ñêëàäíîñò³. Öå òàêîæ º ðåçåðâîì îïòèì³çàö³¿ îá÷èñëåíü.

Îïòèì³çàö³ÿ çà øâèäêîä³ºþ àëãîðèòì³â êîí÷å ïîòð³áíà, íàïðèêëàä, êîëè òðå-
áà çàáåçïå÷èòè ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷ ó ðåàëüíîìó ÷àñ³, à òàêîæ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷
òðàíñîá÷èñëþâàëüíî¿ ñêëàäíîñò³ òà â ³íøèõ ñèòóàö³ÿõ.

Ó ö³é ïðîáëåìàòèö³ äëÿ êîíñòðóþâàííÿ øâèäêèõ àëãîðèòì³â øèðîêî âèêî-
ðèñòîâóþòü òåîð³þ øâèäêèõ îðòîãîíàëüíèõ ïåðåòâîðåíü, ìåòîäè ïàðàëåëüíî¿ ìà-
òåìàòèêè, êîìï’þòåðíó àðèôìåòèêó áàãàòîðîçðÿäíèõ ÷èñåë [4, 8], ñïåö³àë³çîâàí³
îá÷èñëþâà÷³ (âèá³ð àðõ³òåêòóðè êîìï’þòåðà, ùî êðàùå óçãîäæóºòüñÿ ç îá÷èñëþ-
âàëüíèì àëãîðèòìîì ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷ äàíîãî êëàñó).

5. Ìîäåë³ îá÷èñëåíü. Á³ëüø³ñòü îö³íîê ñêëàäíîñò³ îá÷èñëþâàëüíèõ àëãî-
ðèòì³â ï³ä ÷àñ ðîçâ’ÿçàííÿ ïåâíèõ êëàñ³â çàäà÷ îòðèìàíî äëÿ ïîñë³äîâíî¿ òà ïà-
ðàëåëüíî¿ ìîäåëåé îá÷èñëåíü. Â³äîìî, ùî îö³íêà ñêëàäíîñò³ çàëåæèòü â³ä âèêî-
ðèñòîâóâàíî¿ ìîäåë³ îá÷èñëåíü. ª âèïàäêè, êîëè îö³íêè ñóòòºâî â³äð³çíÿþòüñÿ
â ð³çíèõ ìîäåëÿõ îá÷èñëåíü, à º òàê³, êîëè îö³íêè íå â³äð³çíÿþòüñÿ çà ïîðÿäêîì.
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Íàïðèêëàä, äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ ôàêòîðèçàö³¿ ÷èñåë îö³íêà ñêëàäíîñò³ â ïî-
ñë³äîâí³é ìîäåë³ îá÷èñëåíü åêñïîíåíö³éíà (â³ä äîâæèíè ÷èñëà), à ó êâàíòîâ³é ìî-
äåë³ îá÷èñëåíü — ïîë³íîì³àëüíà. Õî÷à ³íø³ çàäà÷³ (íàïðèêëàä, ïàêóâàííÿ ðàíöÿ,
ðîçâ’ÿçàííÿ íåë³í³éíèõ áóëåâèõ ð³âíÿíü òà ³íø³) ÿê áóëè «ñêëàäíèìè» äëÿ ïîñë³äîâ-
íî¿ ìîäåë³ îá÷èñëåíü, òàê ³ çàëèøàþòüñÿ «ñêëàäíèìè» äëÿ êâàíòîâî¿ ìîäåë³ îá÷èñ-
ëåíü. Âèá³ð ìîäåë³ îá÷èñëåíü ìîæå ñëóãóâàòè ðåçåðâîì îïòèì³çàö³¿ îá÷èñëåíü.

6. Êîìï’þòåðí³ òåõíîëîã³¿ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷ ïðèêëàäíî¿ òà îá÷èñëþ-
âàëüíî¿ ìàòåìàòèêè ç çàäàíèìè çíà÷åííÿìè õàðàêòåðèñòèê ÿêîñò³ çà
òî÷í³ñòþ òà øâèäêîä³ºþ. Íàâåäåí³ âèùå ðåçåðâè îïòèì³çàö³¿ îá÷èñëåíü, à òà-
êîæ òåîð³þ ïîõèáîê îá÷èñëåíü âèêîðèñòîâóþòü â ñó÷àñíèõ êîìï’þòåðíèõ òåõíî-
ëîã³ÿõ çíàõîäæåííÿ �-ðîçâ’ÿçêó çàäà÷ çà çàäàíèé êîìï’þòåðíèé ÷àñ [10].

Òåõíîëîã³ÿ, çã³äíî ç îòðèìàíèìè ïðîì³æíèìè ðåçóëüòàòàìè, ï³äêàçóº, ÿêèì
÷èíîì, êîðèñòóþ÷èñü îö³íêàìè ïîõèáîê îá÷èñëåíü, îïòèìàëüíèìè àëãîðèòìàìè
ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷ òà âèêîðèñòîâóþ÷è ³íø³ ðåçåðâè îïòèì³çàö³¿ îá÷èñëåíü, çíàéòè
îá÷èñëþâàëüíèé àëãîðèòì-ïðîãðàìó [10], ÿêà çìîæå àáî çàáåçïå÷èòè íà
â³äïîâ³äíîìó êîìï’þòåð³ ïîáóäîâó ðîçâ’ÿçêó ïðèêëàäíî¿ çàäà÷³ ³ç çàäàíèìè îá-
ìåæåííÿìè íà çíà÷åííÿ õàðàêòåðèñòèê ÿêîñò³, àáî âñòàíîâèòè, ùî éîãî ³ç âêàçà-
íèìè âëàñòèâîñòÿìè äëÿ ðîçâ’ÿçóâàíî¿ çàäà÷³ ïðè çàäàí³é âõ³äí³é ³íôîðìàö³¿ íà
öåé ÷àñ íå ³ñíóº.

Ïîò³ì çà äîïîìîãîþ ðîçðîáëåíîãî àáî íàÿâíîãî ç íåîáõ³äíèìè âëàñòèâîñòÿìè
îá÷èñëþâàëüíîãî àëãîðèòìó-ïðîãðàìè îá÷èñëþºòüñÿ ðîçâ’ÿçîê ïðèêëàäíî¿ çàäà÷³ ³ç
çàäàíèìè çíà÷åííÿìè õàðàêòåðèñòèê ÿêîñò³ ó ðàç³ âèêîðèñòàííÿ ô³êñîâàíîãî êîì-
ï’þòåðà òà ïðîãðàìíîãî çàáåçïå÷åííÿ. Íàïðÿìîê ç ðîçðîáëåííÿ â³äïîâ³äíèõ êîì-
ï’þòåðíèõ òåõíîëîã³é ïî÷àëè ðîçãëÿäàòè íà íàóêîâèõ ôîðóìàõ ç 2000 ð.

ÏÅÐÑÏÅÊÒÈÂÈ ÐÎÇÂÈÒÊÓ ÄÎÑË²ÄÆÅÍÜ Ç ÎÏÒÈÌ²ÇÀÖ²¯ ÎÁ×ÈÑËÅÍÜ

Íà ñüîãîäí³ îñíîâíèìè àêòóàëüíèìè íàïðÿìêàìè äîñë³äæåíü º:
— ïîäàëüøèé ðîçâèòîê òåîð³¿ ïîõèáîê;
— ðîçâèòîê çàãàëüíî¿ òåîð³¿ îïòèìàëüíèõ àëãîðèòì³â;
— ðîçðîáëåííÿ ïàðàëåëüíèõ àëãîðèòì³â ðîçâ’ÿçàííÿ òèïîâèõ çàäà÷ îá÷èñ-

ëþâàëüíî¿ ìàòåìàòèêè;
— óðàõóâàííÿ íåòî÷íîñò³ çàäàííÿ âõ³äíî¿ ³íôîðìàö³¿;
— âèêîðèñòàííÿ ð³çíèõ ìîäåëåé îá÷èñëåíü;
— ðîçðîáëåííÿ êîìï’þòåðíèõ òåõíîëîã³é çíàõîäæåííÿ �-ðîçâ’ÿçê³â çàäà÷ çà

çàäàíèé ïðîöåñîðíèé ÷àñ êîíêðåòíèõ òèïîâèõ êëàñ³â çàäà÷ ïðèêëàäíî¿ òà îá÷èñ-
ëþâàëüíî¿ ìàòåìàòèêè;

— âèêîðèñòàííÿ õìàðíèõ òåõíîëîã³é, îñîáëèâî äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷ òðàíñ-
îá÷èñëþâàëüíî¿ ñêëàäíîñò³;

— ïðèêëàäè ðîçâ’ÿçàííÿ âàæëèâèõ ïðèêëàäíèõ çàäà÷.
Ñïîä³âàºìîñÿ, ùî íàâåäåíà âèùå òåìàòèêà çàö³êàâèòü ìîëîäèõ â÷åíèõ,

àñï³ðàíò³â òà ñòóäåíò³â ³ âîíè äî íå¿ ïðèºäíàþòüñÿ.
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Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå ðàññìîòðåíû ýòàïû ðàçâèòèÿ èññëåäîâàíèé ïî îïòèìè-
çàöèè âû÷èñëåíèé â Óêðàèíå, â ÷àñòíîñòè â Èíñòèòóòå êèáåðíåòèêè èìåíè
Â.Ì. Ãëóøêîâà ÍÀÍ Óêðàèíû, êàñàþùèõñÿ ýëåìåíòîâ òåîðèè ïîãðåøíîñòåé,
îïòèìàëüíûõ ïî òî÷íîñòè è áûñòðîäåéñòâèþ âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ,
íàóêîåìêèõ êîìïüþòåðíûõ òåõíîëîãèé ðåøåíèÿ çàäà÷ âû÷èñëèòåëüíîé è ïðè-
êëàäíîé ìàòåìàòèêè ñ çàäàííûìè çíà÷åíèÿìè õàðàêòåðèñòèê êà÷åñòâà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âû÷èñëèòåëüíûé àëãîðèòì, ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå, ïî-
ãðåøíîñòü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå, îïòèìèçàöèÿ àëãîðèòìîâ, ðåçåðâû îïòè-
ìèçàöèè âû÷èñëåíèé, êîìïüþòåðíûå òåõíîëîãèè.

V.K. Zadiraka
USING RESERVES OF OPTIMIZATION OF CALCULATIONS
TO SOLVE COMPLEX PROBLEMS

Abstract. The paper considers stages of the development of studies in
optimization of computation in Ukraine, in particular, at the V.M. Glushkov
Institute of Cybernetics of the National Academy of Sciences of Ukraine, related
to elements of the theory of errors, computational algorithms that are optimal in
terms of accuracy and speed, high-tech computer technologies for solving
problems in computational and applied mathematics with given values of quality
characteristics.

Keywords: computational algorithm, approximate solution, error of approximate
solution, optimization of algorithms, optimization reserves of computation,
computer technologies.
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