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Àííîòàöèÿ. Ðàññìîòðåíà çàäà÷à ðàññåÿíèÿ ïëîñêèõ óïðóãèõ âîëí íà æåñò-
êîé ñôåðå âáëèçè ïëîñêîé æåñòêîé ãðàíèöû, ÷òî ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ
ìíîãîêðàòíî ïåðåîòðàæåííûõ äèëàòàöèîííûõ è ñäâèãîâûõ âîëí. Ýòî ïî-
ðîæäàåò ñèëüíûå îñöèëëÿöèè âîëíîâîãî ïîëÿ. Ïðèâåäåíà ïîñòàíîâêà çàäà÷è
è ñâåäåíèå åå ê îïðåäåëåíèþ ñêàëÿðíûõ ôóíêöèé è òàêæå äëÿ ñäâèãîâûõ
âîëí êàê ñëåäñòâèå ñèììåòðèè. Ïðåäñòàâëåíû ïðèáëèæåííûå ôîðìóëû äëÿ
ïîëÿ â äàëüíåé çîíå è â ñëó÷àå äëèííîâîëíîâîãî ðýëååâñêîãî ïðèáëèæåíèÿ.
Ïîëó÷åíû îöåíêè ïîñòðîåíèÿ ìíîãîêðàòíî ïåðåîòðàæåííûõ âîëí ìåòîäîì
èçîáðàæåíèé. Ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû ðàññåÿííûõ âîëíîâûõ ïîëåé, ïðåäñòàâëåí-
íûå â âèäå äèàãðàìì ðàññåÿíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèôðàêöèÿ âîëí, ñôåðà, ïîëóîãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü, ìåòîä
èçîáðàæåíèé.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Äëÿ áîëüøèíñòâà ìàòåðèàëîâ ñ ìèêðîýëåêòðîííûìè óñòðîéñòâàìè, âêëþ÷àÿ

êîìïüþòåðíûå, âîçìîæíî íàëè÷èå èíîðîäíûõ âêëþ÷åíèé, ÷òî ìîæåò ïðèâî-

äèòü ê ñèëüíûì îñöèëëÿöèÿì âîëíîâîãî ïîëÿ ââèäó âîçíèêíîâåíèÿ ïåðåîòðà-

æåííûõ âîëí. Æåñòêèå âêëþ÷åíèÿ ïðèñóòñòâóþò âî ìíîãèõ ìàòåðèàëàõ, à òàê-

æå â áèîòêàíÿõ ÷åëîâåêà. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ âîçíèêàåò ñëîæíîå âîëíîâîå ïîëå

ïåðåîòðàæåííûõ âîëí, ÷òî ïðèâîäèò ê îñöèëëÿöèÿì. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ýòà

çàäà÷à ìîäåëèðóåòñÿ êàê çàäà÷à äèôðàêöèè âîëí íà æåñòêîì ñôåðè÷åñêîì

âêëþ÷åíèè âáëèçè ïëîñêîé æåñòêîé ãðàíèöû.

Çàäà÷è äèôðàêöèè âîëí íà íåîäíîðîäíîñòÿõ ðàññìàòðèâàëèñü äëÿ ñëó÷àÿ ðà-

äèàëüíûõ íåîäíîðîäíîñòåé â ñòàòüå [1]. Ïðèìåíåíèå òåîðåì ñëîæåíèÿ â ìíîãî-

ñâÿçíûõ îáëàñòÿõ, à òàêæå ïîñòðîåíèå ìíîãîêðàòíî ðàññåÿííûõ ïîëåé ïðåäñòàâ-

ëåíî â ðàáîòå [2]. Â ìîíîãðàôèè [3] äàíî ñîäåðæàòåëüíîå èçëîæåíèå ìåòîäà

èçîáðàæåíèé. Îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïðèâå-

äåíû â ðàáîòå [4], à äëÿ öèëèíäðè÷åñêèõ ôóíêöèé — â ðàáîòå [5]. Òåîðåìà ñëî-

æåíèÿ äëÿ ñôåðè÷åñêèõ ôóíêöèé ïðèâåäåíà â ñòàòüå [6]. Äèôðàêöèÿ ïëîñêèõ

âîëí íà æåñòêîé ñôåðå ðàññìîòðåíà â ñòàòüå [7], ãäå îòìå÷åíû áîëåå ðàííèå èñ-

ñëåäîâàíèÿ â îáëàñòè ñåéñìîëîãèè, â ÷àñòíîñòè â [8]. Äèôðàêöèÿ óïðóãèõ âîëí

íà óïðóãîé ñôåðå ðàññìàòðèâàëàñü â ðàáîòå [9].

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïðèâåäåíà ïîñòàíîâêà çàäà÷è äèôðàêöèè óïðóãèõ âîëí

íà ñôåðè÷åñêîì âêëþ÷åíèè, ðàñïîëîæåííîì âáëèçè ïëîñêîé ãðàíèöû. Ðàññìàò-

ðèâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå âåêòîðíîãî ïîëÿ ê îïðåäåëåíèþ ñêàëÿðíûõ ôóíêöèé.

Ïîñòðîåíû ïîëÿ â äàëüíåé çîíå è ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ â äëèííîâîëíîâîì

ðýëååâñêîì ïðèáëèæåíèè. Îïðåäåëÿþòñÿ ïåðåîòðàæåííûå âîëíîâûå ïîëÿ

ìåòîäîì èçîáðàæåíèé è ïîêàçàíû èõ ñèëüíûå îñöèëëÿöèè.

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Ðàññìîòðèì ñôåðè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò r, ,� � (ðàäèàëüíàÿ, çåíèòíàÿ è

àçèìóòàëüíàÿ), ñîîòâåòñòâóþùóþ ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

x y z, , (ðèñ. 1). Îñü Oy ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîñêîé ãðàíèöå ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò
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â öåíòðå àáñîëþòíî æåñòêîãî ñôåðè÷åñêîãî

âêëþ÷åíèÿ (ðàññåèâàòåëÿ) è íàïðàâëåíà èç

áåñêîíå÷íîñòè ê ïëîñêîé ãðàíèöå.

Ïðè íàáåãàíèè ïëîñêèõ âîëí èç áåñêîíå÷-

íîñòè (ïëîñêèå âîëíû ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ âäîëü

îñè Oy) â ñèñòåìå âîçíèêàåò äèôðàãèðîâàííîå

ïîëå ìíîãîêðàòíî ïåðåîòðàæåííûõ âîëí.

Èç áåñêîíå÷íîñòè â íàïðàâëåíèè îñè Oy

ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ïëîñêàÿ âîëíà ïåðåìåùåíèÿ

u y t u eó
i py t( , , , ) ( )0 0 0� � � . (1)

Äâèæåíèå óïðóãîé ñðåäû îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè
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, (2)

à âåêòîð ïåðåìåùåíèé îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

�

� �

�

u a� � � � � ,
�

�

� � �a 0, (3)

ãäå òî÷êà (�) îáîçíà÷àåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ñôåðå è íà ïëîñêîé ãðàíèöå èìåþò âèä

ur r a| � � 0 , u r a� | � � 0 , u y y h| �� � 0 , � xy y h| �� � 0. (4)

Ñîãëàñíî óñëîâèþ (4) íà ïîâåðõíîñòè ñôåðû r a� âåêòîð ïåðåìåùåíèé ðàâåí

íóëþ, à íà ïëîñêîé ãðàíèöå y h� � åãî íîðìàëüíàÿ êîìïîíåíòà è êàñàòåëüíîå

íàïðÿæåíèå ðàâíû íóëþ (ïðîñêàëüçûâàíèå). Èñêîìûå ôóíêöèè äîëæíû òàêæå

óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì èçëó÷åíèÿ Çîììåðôåëüäà.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðåàëèçóþòñÿ áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû, â êà÷åñòâå õàðàê-

òåðíûõ âåëè÷èí ïðèíÿòû ñëåäóþùèå: äëèíà (ì) — ðàäèóñ ñôåðû a, âðåìÿ (ñ) —

ýòî ñîîòíîøåíèå 1/ � , êèëîãðàìì-ìàññà (êã) — ìîäóëü Þíãà. Òàêèì îáðàçîì,

áåçðàçìåðíîå ðàññòîÿíèå îò öåíòðà ñôåðû äî ïëîñêîé ãðàíèöû ðàâíî h a/ . Â ðý-

ëååâñêîì ïðèáëèæåíèè âåëè÷èíà h a/ ïðèíèìàåòñÿ áîëüøîé, ò.å.
h

a
��1 (ïîëå

â äàëüíåé çîíå), à âåëè÷èíû pa è qa ñ÷èòàþòñÿ ìàëûìè, pa �� 1, qa �� 1.

Âûðàæåíèå äëÿ íàáåãàþùåé âîëíû (1) ñîîòâåòñòâóåò äèëàòàöèîííûì âîë-

íàì, ïîýòîìó èç (1) è (3) ïîëó÷àåì

� �� � ��1
00

ip
u e f x z ti py t( ) ( , , , ) const. (5)

Ïîòåíöèàë � îïðåäåëåí ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè, êîòîðóþ ìîæ-

íî ïðèíÿòü êàê f � 0 è çàïèñàòü â ñîîòâåòñòâèè ñ (2) óðàâíåíèå äëÿ íàáåãàþ-

ùåé âîëíû
�

�
�

�

�

�

�

	
	




�

�
�

�
2

2 2

2

2

1
0

y c t
y t

e

�( , ) . (6)

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ (6) îïðåäåëÿåò ïîòåíöèàë ïàäàþùåé âîëíû.

Óðàâíåíèÿ (2) ñëåäóþò èç óðàâíåíèé ýëàñòîäèíàìèêè
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Ðèñ. 1. Ñôåðè÷åñêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò



c ïðèìåíåíèåì èçâåñòíîé ôîðìóëû
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� �  � � � � ��a a a( ) 2 . Â ðåçóëüòàòå

îïðåäåëåíèå âåêòîðíîãî îïåðàòîðà
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�  a â (3) ïðèâîäèòñÿ ê îïðåäåëåíèþ ñêà-
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a [10]:

� � � � �
�

�
�

�

�
2 2

2 2 2

2 2 2� �

a e a
r

a
r

a
r

a
r r r

sin
(sin )

sin� �
�

� �
�

��

�
�

�

�
� �

� � � �
�

�
�

�

�

�

�
�

�

�

�

e a
a

r r

a

r

a
r

� �
� �

� �

�

� �

2

2 2 2 2 2

2 2

sin

cos

sin
� � (7)

� � � �
�

�
�

�

�

�
�

e a
a

r r

a

r

ar
� �

� �

� � �

�

� �

2

2 2 2 2 2

2 2

sin sin

cos

sin�
�

�

�
� .

Â ñëó÷àå îñåâîé ñèììåòðèè
� �

�
�

( )

�
0 èç (7) ïîëó÷àåì

� � � � �
�

�

�

�
�

�

�
� �2 2

2 2

2 2� �

a e a
r

a
r

ar r r
sin

(sin )
� �

� �

� � � �
�

�

�

�
�

�

�
� � � �

� �

e a
a

r r

a
e a

a

r

r
� �

�
� �

�

� �

2

2 2 2

2

2 2

2

sin sin �

�

�
�

�

�
� . (8)

Òðåòèé ÷ëåí â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ âûðàæåíèÿ (8) òàêæå ðàâåí íóëþ, ïîñêîëüêó

a� � 0 . Êîìïîíåíòû a� ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðîåêöèè âåêòîðà
�

a íà êîîðäèíàò-

íóþ ëèíèþ � è â ñëó÷àå îñåâîé ñèììåòðèè ðàâíû íóëþ. Äåôîðìàöèè ñäâèãà

âîçìîæíû òîëüêî â ïëîñêîñòÿõ, íîðìàëüíûõ ê ëèíèÿì � . Äëÿ äèëàòàöèîííîãî

ïîëÿ ðåøåíèå çàäà÷è (âîëíû ðàñøèðåíèÿ — ñæàòèÿ) ñ÷èòàåòñÿ íåñëîæíûì,

à â ñëó÷àå ýêâèâîíîìèíàëüíîãî ïîëÿ, õàðàêòåðèçóþùåãî êàñàòåëüíûå íàïðÿæå-

íèÿ, çàäà÷à óñëîæíÿåòñÿ. Ïðè íàáåãàíèè ïëîñêîé ïàäàþùåé âîëíû íà ñôåðè÷åñ-

êèé ðàññåèâàòåëü â íàïðàâëåíèè îñè Oy óïðóãèå ïåðåìåùåíèÿ â ñèëó îñåâîé

ñèììåòðèè, ò.å. êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ, è ñîîòâåòñòâóþùèå äåôîðìàöèè áóäóò

òîëüêî â íàïðàâëåíèÿõ, îðòîãîíàëüíûõ êîîðäèíàòíîé ëèíèè
�

e� . Îòñþäà ñëåäó-

åò, ÷òî èç óñëîâèé ñèììåòðèè âñå ïðîèçâîäíûå
� �

�

( )

�
ðàâíû íóëþ. Â ðåçóëüòàòå

ïîëó÷àåì, ÷òî âûðàæåíèå � 2 �

a â (8) çàâèñèò òàêæå îò äâóõ êîîðäèíàò: r è �.

Ïî àíàëîãèè ñ ïîñòðîåíèåì óðàâíåíèÿ äëÿ � ìîæíî ââåñòè ñêàëÿðíóþ ôóíê-

öèþ 
 �( , )r ñ íîðìèðîâêîé u0 , çàâèñÿùóþ îò äâóõ àðãóìåíòîâ, ò.å. ïîëó÷èòü

ñêàëÿðíîå âîëíîâîå óðàâíåíèå äëÿ ñêàëÿðíîé ôóíêöèè 
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èç êîòîðîãî ïîñëå ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ ñëåäóþò óðàâíåíèå Ëåæàíäðà è

óðàâíåíèå Áåññåëÿ äëÿ ñôåðè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Äëÿ ðåàëèçàöèè ìåòîäà èçîáðàæåíèé [3] äëÿ ñôåðû â áåñêîíå÷íîé îáëàñòè

íà îñíîâå ïðèâåäåííûõ âûøå ôîðìóë ïðèìåíÿåòñÿ èçâåñòíîå ðåøåíèå äèôðàê-

öèè óïðóãèõ âîëí íà ñôåðå [7].
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ÏÐÈÁËÈÆÅÍÍÛÅ ÐÅØÅÍÈÅß ÄËß ÏÎËÅÉ

Ðåøåíèÿ â áåñêîíå÷íîé îáëàñòè äëÿ ôóíêöèé � è 
 çàïèøåì â âèäå
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îòêóäà ñ ó÷åòîì (9) ïîëó÷àåì êîýôôèöèåíòû am è bm :

a f m m j pa h qa pa j pa h qa qahm m m m m m m� � � � � ��� 1 1{ ( ) ( ) ( ) ( )[ ( ) m qa( )]},

b f pa h pa j pa h pa j pam m m m m m m� � � ��� 1 { }( ) ( ) ( ) ( ) , (10)
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� m m m m m mpa h pa h qa qa h qa m m h pa h qa� � � � � �( )[ ( ) ( )] ( ) ( ) ( )1 .
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r

e Pm
m iqr

m

m

�
�

�� �
�

�
�

�

�

�
1

0

(cos ) . (11)

Âåëè÷èíû pa ñîîòâåòñòâóþò îòíîøåíèÿì ðàçìåðà ðàññåèâàòåëÿ a ê äëèíå

âîëíû l. ×åì ìåíüøå pa, òåì ëó÷øå ñõîäÿòñÿ ðÿäû, à ïðè áîëüøèõ pa ðåøåíèå

â ðÿäàõ íåïðèìåíèìî è íåîáõîäèìî ïåðåõîäèòü ê âûñîêî÷àñòîòíîé àñèìïòîòèêå.

Â ðàáîòå [7] äàíû äèàãðàììû ðàññåÿíèÿ âîëí ïðè ðàçëè÷íûõ âåëè÷èíàõ pa , ÷òî

ïðèâîäèò â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ê íåêîððåêòíûì ðåçóëüòàòàì, íå óäîâëåòâîðÿþ-

ùèõ ðýëååâñêîìó ïðèáëèæåíèþ pa �� 1, è ïðè ýòîì ðÿäû ïëîõî ñõîäÿòñÿ.

Â ðýëååâñêîì ïðèáëèæåíèè ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà pa �� 1, qa �� 1.

Â ýòîì ñëó÷àå, èñõîäÿ èç (10) è (11), ìîæíî óñòàíîâèòü, ÷òî äîìèíèðóþùèìè

ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòû

a i a
q

p
1

2
1

3 1 2� �
�

�
		




�
��

�

�

�
�

�

�

�
�

�

, b i a
q

p

q

p
1

2
1

2

3 1 2� �
�

�
		




�
��

�

�

�
�

�

�

�
�

�

�
		




�
��

�

. (12)

Ñîîòíîøåíèÿ (12) ñïðàâåäëèâû ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ
a

h
�� 1 â ñîîòâåòñòâèè

ñ ðýëååâñêèì ïðèáëèæåíèåì.

Ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå òðåòüåìó è ÷åòâåðòîìó ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

â (4) â êàæäîì k-ì ïðèáëèæåíèè, ïðåäñòàâëÿåì â âèäå

� � �

u r r u r u rk k

k

( , , , ) [ ( , ) ( , )]* * * * *� � � �� �
�

�

�
1

, (13)

ãäå ñóììàðíûå êîìïîíåíòû ïåðåìåùåíèé äëÿ ðàññåÿííîãî ïîëÿ êðàòíîñòè k
èìåþò âèä
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( ) cos( ) sin ( )* * * * *� �

u u U u u uk k r rk rk rk k� � � � � � �� � � �� ,

U u u uk k k rk� � � � � � �� � � � �* * * *cos ( ) sin ( ) . (14)

Ðàçíûå ðàññòîÿíèÿ îò äåéñòâèòåëüíîãî è ìíèìîãî ïðåïÿòñòâèé äî íåêîòîðîé

òî÷êè r, � è ðàçíîå âðåìÿ ïðèõîäà P-âîëí è S-âîëí â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ó÷èòû-

âàþòñÿ ôîðìóëàìè âèäà

exp( ) (cos sin )exp( )� � � �i i iprj j j � � , 
0

� qr, 1 � pr * ,  2 � qr * ,

� 0 1� �
�

�
	




�
�pr

q

P
, � � �1 1� � �p pr( ) , � � �2 1� � �

�

�
		




�
��q pr

q

p
.

(15)

Ôîðìóëû (15) ñëåäóþò èç ïîëó÷åííûõ íèæå ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé äëÿ

îñíîâíîãî è çåðêàëüíîãî ïðåïÿòñòâèé.

Ïî ôîðìóëàì (12)–(15) ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé äëÿ îäíîêðàòíî ðàññåÿííîãî

ïîëÿ íàõîäèì

U
h

r

h

r
ir p1

2
1

2
� � � �

�

�
	




�
� �
�

�
	




�
� �cos cos cos (cos sin� � � � � �p ) � �3

�
�

�
		




�
�� � �q

p
i

h

r
q q

2
3 22

(cos sin ) sin� � � � ,
(16)

U
q

p
i

h

r
q q� � � �1

2
2

1� �
�

�
		




�
�� � � �

�

�
	




�
�(cos sin ) cos (cos � � �q qi

q

p
�

�

�
		




�
�� �

�

�

�
�

�sin ) 3
2

� �
�

�
	




�
� �

�

�
�

�2 2 3h

r
i

h

r
p pcos (cos sin ) sin� � � � �.

(17)

Â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ôîðìóë (16), (17) îïóùåí ìíîæèòåëü
a

r
iprexp( ) , ëåâûå ÷àñòè

íîðìèðîâàíû ìíîæèòåëåì 3 1 2 2 1[ ( / ) ]� �q p , à ïåðåìåùåíèÿ îòíåñåíû ê u0 .

Ïîëå ïàäàþùåé âîëíû è ñîîòâåòñòâóþùåå åìó ïîëå îòðàæåííîé îò ãðàíèöû

âîëíû èìåþò âèä u u u ipy i py phy y
i

y� � � � �* exp( ) exp[ ( )]2 .

Òàêèì îáðàçîì, îäíîêðàòíî äèôðàãèðîâàííîå ïîëå îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëà-

ìè (16), (17). Ïåðâîå ïðèáëèæåíèå âêëþ÷àåò ðàññåÿííîå íà ñôåðè÷åñêîì âêëþ÷å-

íèè ïîëå îò ïàäàþùåé âîëíû (äî îòðàæåíèÿ îò ïëîñêîé ãðàíèöû â ñèñòåìå êîîð-

äèíàò ñ íà÷àëîì â z � 0) è ïîëå îò îòðàæåííûõ âîëí îò ïëîñêîé ãðàíèöû äî ðàñ-

ñåÿíèÿ (ýòî ïîëå îïèñûâàåòñÿ â ñèñòåìå êîîðäèíàò ñ íà÷àëîì â z * � 0),

âêëþ÷àþùåå òîëüêî íîðìàëüíûå ñîñòàâëÿþùèå â ñâÿçè ñ ïðîñêàëüçûâàíèåì

(÷åòâåðòîå óñëîâèå â (4)). Âîëíû ðàññåèâàþòñÿ íà ñôåðå, äîñòèãàþò ãðàíèöû, îò-

ðàæàþòñÿ îò ãðàíèöû è ñíîâà ðàññåèâàþòñÿ íà ñôåðå. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ðàññåèâà-

þòñÿ âîëíû â êîîðäèíàòàõ èçîáðàæåíèÿ (r * * *, ,� � ), íî èõ íåîáõîäèìî ïî

òåîðåìå ñëîæåíèÿ ïåðåâåñòè â êîîðäèíàòû r, ,� � . Ýòèì çàâåðøàåòñÿ ïîñòðîåíèå

ðåøåíèé ïåðâè÷íîãî ïîëÿ.

ÃÅÎÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÅ ÑÎÎÒÍÎØÅÍÈß È ÂÒÎÐÎÅ ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈÅ

Îòìåòèì, ÷òî äåéñòâèòåëüíîå è çåðêàëüíîå ïîëÿ îïðåäåëÿþòñÿ â ðàçíûõ ñèñòå-
ìàõ êîîðäèíàò. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ çåðêàëüíîå ïîëå ìîæåò áûòü âûðàæåíî
ïîñðåäñòâîì ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé è ñ ïðèìåíåíèåì òåîðåì ñëîæå-
íèÿ â ïåðåìåííûõ îñíîâíîãî ïîëÿ.
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Ïðèâåäåì îñíîâíûå ôîðìóëû, îòîáðàæàþùèå ïðåïÿòñòâèÿ, õàðàêòåðèçóå-

ìûå ôóíêöèÿìè Z pr inn ( )exp( )* *� :

r r
h

r

h

r
r* cos� � �

�

�
	




�
� �

�

�

�
�

�

�

�
�

� �1 4 4

2

1

2

,

sin ( ) cos si*n C
h

r

k

k

m

n
k n

n k

� � �� � � �
�

�
	




�
�

�

� �
� �

� 1
2

0

2 1
2 11

n 2 1k� � ,

cos ( ) cos sin*n C
h

r

k

k

m

n
k n

n k
k� � �� � � �

�

�
	




�
�

�

�
�

�� 1
2

0

2
2

2
2

1 � , (18)

ïðè n � 0 1, èìååì m m1 2 0� � , à ïðè n � 2 èìååì
n

m
n�

� �
�2

2

1

2
1 ,

n
m

n�
� �

1

2 2
2 . Çäåñü Cn

k2 1� è Cn
k2 — áèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû. Èç ôîð-

ìóëû (18) ìîæíî îïðåäåëèòü

r

a

r

a

*

� �, � �� �
�

�
	




�
� �

�

�

�
�

�

�

�
�

1 4 4

2

1

2h

r

h

r
cos ,

sin sin*� � �� ,

cos cos*� � �� � �
�

�
	




�
��1 2h

r
,

sin ( ) sin*� � � �� � � �1 2h

r
,

cos ( ) (cos )*� � � �� � � ��1 2
1

h

r
.

Â ñëó÷àå îñåâîé ñèììåòðèè (äèôðàê-

öèÿ ïëîñêèõ âîëí) äîñòàòî÷íî ðàññìîò-

ðåòü èçìåíåíèå â ïëîñêîñòè ñ ìåðèäèî-

íàëüíîé ëèíèåé � , íî ñ ïðèìåíåíèåì òåî-

ðåì ñëîæåíèÿ äëÿ ñôåðè÷åñêèõ èëè

öèëèíäðè÷åñêèõ ôóíêöèé (ðèñ. 2).

Âòîðè÷íîå äèôðàãèðîâàííîå ïîëå ñî-

ñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé. Ïàäàþùåå ïîëå

â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ìîæíî ïðèíÿòü

â âèäå âîëí, ðàññåÿííûõ íà ìíèìîì ïðå-

ïÿòñòâèè è äîñòèãàþùèõ äåéñòâèòåëüíîãî

ïðåïÿòñòâèÿ. Âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè íå-

îáõîäèìî ðàññìîòðåòü ðàññåÿííîå ïîëå íà

ñôåðè÷åñêîì âêëþ÷åíèè â ïîëå îòðàæåí-

íûõ îò ïëîñêîé ãðàíèöû âîëí, ò.å. ñíîâà

ïðèõîäÿò ýòè âîëíû ê ïëîñêîé ãðàíèöå è

îòðàæàþòñÿ îò íåå äî âòîðîãî ðàññåÿíèÿ.

Îòðàæåííûå îò ïëîñêîé ãðàíèöû âîëíû

ìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü ïëîñêîé âîëíîé,

è ñíîâà ïîëó÷àåì ðåøåíèå çàäà÷è.
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Ðèñ. 2. Îñåâàÿ ñèììåòðèÿ ðàññåÿíèÿ ïëîñêîé âîë-
íû íà ïðåïÿòñòâèè â ïîëóîãðàíè÷åííîé îáëàñòè



Ðåøåíèå çàäà÷è ðàññåÿíèÿ âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

u U Ur r r� �1 2 ; u U U� � �� �1 2 .

Â ïîñòðîåííûõ ïðèáëèæåíèÿõ äåéñòâèòåëüíîå è çåðêàëüíîå ïîëÿ îïðåäåëÿ-

þòñÿ â ðàçíûõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò; â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ çåðêàëüíîå ïîëå ìîæåò

áûòü âûðàæåíî ïîñðåäñòâîì ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé è ñ ïðèìåíåíèåì

òåîðåì ñëîæåíèÿ â ïåðåìåííûõ îñíîâíîãî ïîëÿ.

Òåîðåìà ñëîæåíèÿ äëÿ ñôåðè÷åñêèõ âîëíîâûõ ôóíêöèé ïðèâåäåíà â ðàáîòå [6].

Ðàññìàòðèâàëàñü òåîðåìà äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ôóíêöèé j kR P en n
m im( ) (cos )| | � � ,

h kR P en n
m im( ) | |( ) (cos )1 � � , h kR P en n

m im( ) | |( ) (cos )2 � � èç òî÷êè P â òî÷êó O �. Ôîðìóëû

òàêîãî òèïà ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû è äëÿ äðóãèõ êîîðäèíàòíûõ ñèñòåì.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð íàõîæäåíèÿ ïå-

ðåìåùåíèé ur è u� ïðè ñëåäóþùèõ äàí-

íûõ: êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà � � 025. ;

pa � 018. ; r a/ � 200 . Ïðè âûáðàííûõ ïà-

ðàìåòðàõ ïîãðåøíîñòü ïðèìåíÿåìûõ ôîð-

ìóë íå ïðåâûøàåò 10%. Âû÷èñëåíèÿ

âûïîëíåíû â òî÷êàõ ñ øàãîì � / 36 . Íà

äèàãðàììàõ, ïðåäñòàâëåííûõ íà ðèñ. 3, õî-

ðîøî âèäíû îñöèëëÿöèè ïåðåîòðàæåííûõ

âîëí. Ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ ðàñ÷åòû ïðè

îäíî÷ëåííîé àïïðîêñèìàöèè äëÿ âåëè÷èí

pa � 010. ,
q

p
�1870. ïðè � = 0.3; pa � 010. ,

q

p
� 3317. ïðè � = 0.45, à òàêæå îöåíêà ìî-

äóëåé êîýôôèöèåíòîâ a1, b1. Â ñëó÷àå

äâóõ÷ëåííîé àïïðîêñèìàöèè ìîæíî èñ-

ïîëüçîâàòü äàííûå, ïðèâåäåííûå âûøå.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Îïèñàíî ïîñòðîåíèå ïîëåé ðàññåÿíèÿ ïëîñêèõ óïðóãèõ âîëí íà æåñòêîé ñôå-

ðå, ðàñïîëîæåííîé íà ðàññòîÿíèè îò ïëîñêîé æåñòêîé ãðàíèöû, íà êîòîðîé çà-

äàíû óñëîâèÿ ïðîñêàëüçûâàíèÿ. Îïðåäåëåíû îáùèå ðåøåíèÿ è ïîñòðîåíû ïðè-

áëèæåííûå ðåøåíèÿ äëÿ ïîëÿ â äàëüíåé çîíå (h a/ ��1) è â äëèííîâîëíîâîì

ðýëååâñêîì ïðèáëèæåíèè ( pa �� 1). Íà ýòîé îñíîâå ïîñòðîåíû ïðèáëèæåííûå

ðåøåíèÿ ìåòîäîì èçîáðàæåíèé, îïèñûâàþùèì ïåðåîòðàæåííîå âîëíîâîå ïîëå.

Ïðèâåäåíû ðàñ÷åòû è ïîñòðîåíû äèàãðàììû ðàññåÿíèÿ, èç êîòîðûõ âèäíî

ñèëüíîîñöèëëèðóþùåå âîëíîâîå ïîëå.
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².Ò. Ñåëåçîâ
ÄÈÔÐÀÊÖ²ß ÏÐÓÆÍÈÕ ÕÂÈËÜ ÍÀ ÑÔÅÐ² Ó ÍÀÏ²ÂÎÁÌÅÆÅÍ²É ÎÁËÀÑÒ²

Àíîòàö³ÿ. Ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó ðîçñ³ÿííÿ ïëîñêèõ ïðóæíèõ õâèëü íà æîðñòê³é
ñôåð³ ïîáëèçó ïëîñêî¿ æîðñòêî¿ ãðàíèö³, ùî ïðèçâîäèòü äî ïîÿâè áàãàòî-
êðàòíî ïåðåâ³äáèòèõ äèëàòàö³éíèõ òà çñóâíèõ õâèëü. Öå ïîðîäæóº ñèëüí³
îñöèëÿö³¿ õâèëüîâîãî ïîëÿ. Íàâåäåíî ïîñòàíîâêó çàäà÷³ ³ çâåäåííÿ ¿¿ äî
âèçíà÷åííÿ ñêàëÿðíèõ ôóíêö³é ³ äëÿ çñóâíèõ õâèëü òàêîæ, ÿê ñâ³ä÷åííÿ ñè-
ìåòð³¿. Ïðåäñòàâëåíî íàáëèæåí³ ôîðìóëè äëÿ ïîëÿ â äàëüí³é çîí³ ³ ó âèïàä-
êó äîâãîõâèëüîâîãî ðåëåºâñüêîãî íàáëèæåííÿ. Îäåðæàíî îö³íê³ ïîáóäîâè
áàãàòîêðàòíî ïåðåâ³äáèòèõ õâèëü ìåòîäîì çîáðàæåíü. Ïðîâåäåíî ðîçðàõóí-
êè ðîçñ³ÿíèõ õâèëüîâèõ ïîë³â, ÿê³ ïðåäñòàâëåí³ ó âèãëÿä³ ä³àãðàì ðîçñ³ÿííÿ.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: äèôðàêö³ÿ õâèëü, ñôåðà, íàï³âîáìåæåíà îáëàñòü, ìåòîä
çîáðàæåíü.

I.T. Selezov
DIFFRACTION OF ELASTIC WAVES BY SPHERE IN THE SEMIBOUNDED REGION

Abstract. The problem of scattering of plane elastic waves by a rigid sphere near
a plane rigid boundary, which causes multiply re-reflected dilatational and shear
waves, is considered. This generates strong oscillations of the wave field. The
problem is formulated and reduced to the definition of scalar functions and for
shear waves also as a consequence of symmetry. Approximate formulas for the
field in the far zone and in the case of the long wavelength Rayleigh
approximation are presented. Estimations of the construction of multiply
re-reflected waves by the image method are obtained. Calculations of scattered
wave fields, presented in the form of scattering diagrams, are carried out.

Keywords: wave diffraction, sphere, semibounded region, image method.
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