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Вступ. Серед медичних та епідеміологіч-
них показників, що збираються, вивчаються 
та моделюються під час наукових дослід-
жень, часто зустрічаються лічильні (отримані 
при лічбі) дані. Прикладами таких даних є 
кількості випадків захворювання, кількості 
загиблих, кількості звернень до лікувально-
профілактичного закладу, кількості викона-
них обстежень, аналізів чи операцій – як аб-
солютні величини, так і приведені (напри-
клад, на 100 тис. населення). На сучасному 
етапі розвитку біостатистики та доказової 
медицини для визначення впливу різномані-
тних факторів на захворюваність (смертність) 
та прогнозування їх рівня використовують 
регресію Пуассона та її варіанти. Основопо-
ложні роботи щодо застосування регресії Пу-
ассона до медичних даних з'явились ще на 
початку 1980-х років і стосувались дослі-
дження захворюваності та смертності від ра-
кових захворювань10,11. L.S. Zeger використо-
вував регресію Пуассона для моделювання 
захворюваності на поліомієліт у США13. Зв'я-
зок між кількістю випадків інсульту напро-
тязі 1955-1989 рр. у м. Рочестер (Міннесота, 
США) та різними соціодемографічними та 
епідеміологічними показниками також дос-
ліджувалось за допомогою регресії Пуассо-

на12. Однак досі вітчизняні науковці для ви-
вчення лічильних даних використовують ко-
реляційний аналіз або множинну лінійну 
регресію. Так, А.М. Гупал та співавтори ви-
користовували покрокову регресію (варіант 
множинної лінійної регресії із вибором неза-
лежних змінних покроковим методом) для 
вивчення зв'язку стоматологічної захворюва-
ності з елементним складом емалі зубів6. Мо-
дель лінійної регресії також використовува-
ли О.Л. Гром та Д.Т. Садова для досліджен-
ня захворюваності на туберкульоз населення 
Львівської області3. Вплив окремих антропо-
генних факторів на захворюваність населен-
ня України на рак легені визначали також 
за допомогою множинної лінійної регресії, 
зокрема залежність захворюваності від рівня 
викидів шкідливих речовин описували полі-
номом третього степеня2. Залежність зах-
ворюваності вузловим зобом від вмісту спо-
лук міді у їжі жителів АР Крим підтверджу-
вали коефіцієнтом кореляції Спірмена1. Ко-
реляційний аналіз та лінійну регресійну мо-
дель також використовували для вивчення 
зв'язку між загальною захворюваністю насе-
лення Луганської області та метеоумовами5. 
У роботі В.З. Свиридюка зв'язок захворюва-
ностей на різні нозологічні одиниці підтвер-
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джували коефіцієнтом кореляції Спірмена7. 
Інший непараметричний коефіцієнт кореля-
ції (Кендалла) використовували для епідемі-
ологічних досліджень дитячого туберкульозу 
в Україні8. Варто зазначити, що використан-
ня кореляційного аналізу дозволяє досліджу-
вати ознаки лише попарно, не враховуючи 
одночасного впливу інших ознак, що є істот-
ним недоліком вказаного підходу. Крім того, 
формування висновків на основі багатьох об-
числених коефіцієнтів кореляції призводить 
до проблеми множинного порівняння9. Вибір 
правильного методу для дослідження є важ-
ливим, оскільки дозволяє коректно оцінити 
вплив факторів та здійснювати прогнозуван-
ня із кращою точністю. 

Мета дослідження – здійснити порівнян-
ня регресії Пуассона та множинної лінійної 
регресії як можливих підходів до аналізу лі-
чильних даних на прикладі захворюваності 
населення Закарпатської області на колорек-
тальний рак (КРР). 

Матеріали та методи дослідження. Мо-
дель множинної лінійної регресії описує зв'я-
зок між залежною змінною та незалежними 
факторами, виражений формулою 

  pxpxy ...110 ,  (1) 
де β є регресійними коефіцієнтами, а ε – по-
хибка. При цьому регресійні коефіцієнти 
встановлюються методом найменших квад-
ратів і, згідно теореми Гаусса-Маркова, якщо 
похибки є некорельованими та мають одина-
кові дисперсії, то отримані коефіцієнти є не-
зміщеними. Додатково, тестування статисти-
чної значимості отриманих коефіцієнтів ви-
магає, щоб розподіл похибок був подібний до 
нормального розподілу. З іншого боку, якщо 
кількісні дані відображають число подій, що 
трапились у визначеному інтервалі часу, 
ймовірність яких не залежить від часу, що 
пройшов після останньої події, то вони опи-
суються розподілом Пуассона. Порівняння 
функцій густини ймовірності розподілу Пуас-
сона та нормального розподілу наведене на 
рис. 1. 

Перш за все, варто зауважити, що розподіл 
Пуассона є дискретною функцією і визначе-
ний лише для цілочисельних аргументів. На 
графіку ці аргументи представлені точками, 
а лінії між точками насправді не мають сми-
слу і наведені лише для зручності наочного 
порівняння. Якщо ж згадати, що досліджу-
ваною величиною є кількість подій, то дійсно, 
кількість захворювань чи смертей не може 
бути дробовою. В той же час, нормальний ро-
зподіл є неперервним, а отже апріорі здатен 
лише приблизно відобразити розподіл похи-
бки досліджуваної величини. 

 
Рис. 1. Функції густини імовірності розподі-

лу Пуассона (А) та нормального роз-
поділу (Б) при різних параметрах 

 
По-друге, нормальний розподіл задається 

двома параметрами: середнім та дисперсією. 
Причому побудова лінійної регресійної моде-
лі методом найменших квадратів передбачає, 
що дисперсії похибок однакові. З іншого боку, 
дисперсії похибок кількості подій зростають 
разом із власне кількістю подій. Пояснимо це 
на прикладі. Нехай в деякій лікарні напро-
тязі місяця зафіксували два випадки захво-
рювання на хворобу А. Якщо в наступному 
місяці трапляться чотири випадки хвороби А, 
то є сенс говорити про зростання захворюва-
ності. І нехай в деякій лікарні за той же час 
інша хвороба (позначимо її  Б) була виявлена 
100 раз. Якщо в наступному місяці захворю-
ваність сягне числа 102, то реально цей ре-
зультат не є значущим, і про зростання за-
хворюваності говорити зарано. В той же час, 
оскільки в обох випадках відмінність між мі-
сяцями склала дві події, при використання 
моделі із константною дисперсією обом зрос-
танням надається рівна вага. Це призведе до 
певного нехтування похибкою для малих чи-
сел захворюваності та надмірне пристосу-
вання моделі до великих чисел. Цю проблему 
виключає застосування регресії Пуассона. 
Адже розподіл Пуассона задається одним па-
раметром ламбда, який виступає одночасно і 
середнім, і дисперсією. Таким чином, для бі-
льшої кількості подій автоматично задається 
і більша дисперсія (рис. 1.). У деяких випад-
ках статистичного аналізу потрібно задання 
іншої (зазвичай більшої) дисперсії розподілу, 
ніж при розподілі Пуассона. Це трапляється, 

А 

Б 
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якщо кількість подій відома не точно, а з іс-
тотним наближенням, що є значно менше 
поширеним у медицині. Для цього існують 
від'ємні біноміальні регресійні моделі. По-
третє, використання множинної лінійної ре-
гресії може призвести до прогнозування ві-
д'ємної кількості подій, що є нісенітницею. 
Тобто, регресія Пуассона має цілий ряд тео-
ретичних переваг над множинною лінійною 
регресією для аналізу лічильних даних.  

Регресія Пуассона використовує логарифм 
як канонічний зв'язок між залежною і неза-
лежними змінними, тому модель регресії має 
вигляд: 

,...)log( 110   ppxxy  (2) 
А отже, значення залежної змінної можна 

отримати після експоненціювання: 
,...110  eeeey pxpx    (3) 

Для інтерпретації коефіцієнтів регресії β 
розглянемо випадок регресії Пуассона з одні-
єю незалежною змінною: 

110 xeey       (4) 
Збільшення незалежної змінної на одини-

цю дасть: 
1110)11(10  eeeeey xx    (5) 

Таким чином, зміна в будь-якій незалеж-
ній змінній х має мультиплікативний вплив 
на залежну змінну y. Причому розмір цього 
впливу визначається експонентою регресій-
ного коефіцієнта β. 

Також варто знати, що, оскільки при зрос-
танні кількості подій розподіл Пуассона на-
ближається до нормального розподілу (нор-

мальний розподіл є асимптотичним для роз-
поділу Пуассона, при нескінченній кількості 
подій два розподіли є тотожними), то перева-
ги регресії Пуассона поступово нівелюються. 
І якщо усі спостережувані кількості переви-
щують 30, регресію Пуассона можна безпечно 
замінити на множинну лінійну регресію (на-
віть у цьому випадку, краще використовува-
ти логарифмічний зв’язок між незалежною 
та залежними змінними замість зв’язку то-
тожності). 

Зазначивши теоретичні переваги регресії 
Пуассона над множинною лінійною регресією 
для аналізу лічильних даних, підтвердимо 
це фактичними результатами. Прикладом 
для статистичного аналізу в даному дослі-
дженні було обрано інформацію щодо захво-
рюваності населення Закарпатської області 
на КРР протягом 1995-2010 рр., наведену у 
праці О.В. Ігната та ін.4. Демографічна 
структура населення Закарпатської області 
отримана за допомогою офіційного сайту 
Державної служби статистики України 
http://ukrstat.gov.ua. Аналіз даних проводив-
ся у середовищі для статистичних обчислень 
R 3.0.1. 

Результати дослідження та їх обгово-
рення. Досліджувався зв'язок між кількістю 
зареєстрованих випадків КРР у Закарпатсь-
кій області та роком спостереження, статтю і 
віком. Отримана модель множинної лінійної 
регресії харакетризується коефіцієнтом дете-
рмінації R2=0,940 та регресійними коефіцієн-
тами, наведеними у табл. 1. 

 
Таблиця 1. Коефіцієнти лінійної регресійної моделі для кількості випадків захворювання  
 на КРР 
 

Незалежна змінна Коефіцієнт Стандартна похибка p-величина 
Зсув -8,56 1,88 1,10×10-5 
Рік 0,827 0,139 1,73×10-8 
Стать (чол.) 5,02 1,28 0,000131 
Вік (20-39) 4,47 2,02 0,0288 
Вік (40-59) 42,0 2,02 < 2×10-16   * 
Вік (60-79) 81,2 2,02 < 2×10-16   * 
Вік (80+) 5,94 2,02 0,00387 

Примітка: * 2×10-16 – найменше додатнє число, доступне для розміщення в оперативній пам'яті програмою R. 
 
Зміст коефіцієнтів лінійної регресії – збіль-

шення зсуву на потрібну кількість випадків 
захворюваності. При цьому сам зсув являє 
собою прогнозовану кількість випадків за-
хворюваності на КРР для базової групи. У 
нашому дослідженні базовою є кількість за-
хворювань жінок (базове значення статі) до 
20 років (базове значення віку) у 1995 р. (ба-
зовий рік). Результати регресійного аналізу 
вивели від'ємне значення для зсуву, що, на-
справді, є неможливим, а справжня кількість 

пацієнтів із базової групи рівна нулю. Біль-
ше того, від'ємне значення зсуву підкріплене 
статистичною значимістю (р=1,10×10-5). Рег-
ресійний коефіцієнт для віку близький до 
одиниці. Це означає, що з кожним роком ре-
єструють з діагнозом КРР в середньому на 
одну людину більше, ніж у попередньому ро-
ці. Таким чином, можна говорити про досить 
слабке, однак статистично значиме 
(р=1,73×10-8) зростання. Коефіцієнти біля різ-
них вікових груп вказують, що, порівняно із 
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пацієнтами до 20 років, кількість пацієнтів з 
КРР у групі 20-39 років в середньому більша 
на 4,6, у групі 40-59 – на 42, у групі 60-79 – 
на 81, а у групі пацієнтів старших 80 років – 
лише на 6. Слід зазначити, що отримані за 
допомогою множинної лінійної регресії кое-
фіцієнти є малоінформативними для цілей 
епідеміологічних досліджень. Так, візьмемо 
до прикладу переважання на 5 випадків кі-
лькості захворювань чоловіків над жінками. 
Не знаючи усього контексту дослідження, 
визначити – багато це, чи мало – неможливо. 
Так, якщо кількість жінок з КРР складає 
всього 5-10, то спостерігаємо значну відмін-
ність між групами, а якщо 500-1000, то від-
мінність несуттєва. Для виведення на основі 
результатів лінійної регресії звичних для 
епідеміології ризиків та співвідношень ризи-

ків потрібно проводити додаткові обчислен-
ня.  

Розглянемо тепер результати регресії Пуа-
ссона для тих же даних. Коефіцієнт детермі-
нації для моделі регресії Пуассона вищий, 
ніж у випадку множинної лінійної регресії, і 
становить R2=0,967. Варто зазначити, що ко-
ефіцієнт детермінації заснований на сумі 
квадратичних похибок, яка, в свою чергу, мі-
німізується лише при множинній лінійній 
регресії. А при регресії Пуассона мінімізуєть-
ся від'ємний логарифм правдоподібності. 
Тобто коефіцієнт детермінації не є оптима-
льним показником точності регресії Пуассо-
на, і в даному дослідженні використаний для 
цілей порівняння.  

Регресійні коефіцієнти після експоненцію-
вання є співвідношеннями ризиків (табл. 2.). 

 
Таблиця 2. Коефіцієнти моделі регресії Пуассона для кількості випадків захворювання на 

КРР 
 

Незалежна змінна Коефіцієнт Стандартна  
похибка 

Експонента ко-
ефіцієнта p-величина 

Зсув -2,20 0,448 0,111 9,68×10-7 
Рік 0,0308 0,00333 1,031 < 2×10-16 
Стать (чол.) 0,187 0,0306 1,206 9,35×10-10 
Вік (20-39) 3,39 0,455 29,60 9,30×10-14 
Вік (40-59) 5,60 0,448 270,0 < 2×10-16 
Вік (60-79) 6,26 0,448 520,8 < 2×10-16 
Вік (80+) 3,66 0,453 39,0 6,02×10-16 
 
Експонента зсуву є прогнозованою кількіс-

тю випадків захворювання на КРР в базових 
умовах (рік спостереження 1995, пацієнти до 
20 років та жіночої статі). І справді, ця кіль-
кість становила нуль осіб, що і описується 
моделлю. Значення експоненти коефіцієнта 
для року, що становить 1,031 означає, що ко-
жен наступний рік кількість захворювань 
підвищується у 1,031 раз, тобто на 3,1% по-
рівняно з попереднім. Гіпотеза про зростання 
захворюваності підкріплена р-величиною, 
яка є меншою, ніж 2×10-16.  

Для порівняння, у випадку множинної лі-
нійної регресії р-величина для аналогічної 
гіпотези склала 1,73×10-8. Менші значення р-
величини дозволяють з більшою впевненістю 
стверджувати отримані висновки.  

Щодо зв'язку між кількістю захворювань і 
статтю, то обчислена експонента коефіцієнта 

свідчить про те, що ризик розвитку КРР у 
чоловіків у 1,206 раз (тобто на 20%) більший, 
ніж у жінок. Примітно, що цей висновок є 
більш адекватним, ніж різниця у 5 осіб, що 
була отримана за допомогою множинної лі-
нійної регресії.  

Випадки захворювання людей до 20 років 
рідкісні та поодиничні, тож відмінність між 
обома статями не те що досягає 5 осіб, а не 
спостерігається взагалі. У рамках же регресії 
Пуассона 0,111×1,206=0,134, що дає такий 
самий прогноз, що і для жінок – 0. Захворю-
ваність у когорті людей від 20 до 39 років є 
вищою (в середньому за рік 4,0 випадки за-
хворювання жінок та 5,2 – чоловіків). Для 
цього випадку прогнози множинної лінійної 
регресії такі: 

 
для жінок: -8,56[зсув] + 4,47[вік] + (0+10*0,827)/2[середній доданок для року спостереження] = 0,045 
 
для чоловіків: -8,56[зсув] + 4,47[вік] + (0+10*0,827)/2[середній доданок для року спостереження] + 

5,02[стать]=5,065 
 

Отже, спостерігаємо істотну помилку для 
жіночої статі і точне попадання для чолові-
чої. 

Здійснивши прогноз моделлю регресії Пуа-
ссона, маємо: 
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для жінок: 0,111[зсув] × 29,60[вік] × (1-1,03111)/((1-1,031)×11)[середній множник для року спостере-
ження] = 3,85 

 
для чоловіків: 0,111[зсув] × 29,60[вік] × (1-1,03111)/((1-1,031)×11)[ середній множник для року спостере-

ження] × 1.206[стать] = 4,64, 
 
що значно точніше, ніж у випадку множин-
ної лінійної регресії. 

Крім того, згідно моделі множинної ліній-
ної регресії, відмінність між групами «до 20 
років» та «20-39 років» за кількістю захворю-
вань заледве досягла статистичної значимос-

ті (р=0,0288), тоді як для аналогічної гіпотези 
регресія Пуассона дає р=9,30×10-14. 

Візуальне порівняння точності двох моде-
лей дозволяє оцінити істотну перевагу регре-
сії Пуассона (рис. 2.) 

 

 
Рис. 2. Точність прогнозування моделі множинної лінійної регресії (А) та регресії Пуас-

сона (Б) 
 
Регресію Пуассона також можна застосову-

вати до вивчення захворюваності, тобто кіль-
кості випадків хвороби на визначену кіль-
кість (зазвичай на 100 тис.) населення. Так, 
увівши у формулу замість абсолютного числа 
відносну кількість випадків, маємо: 

,...)/log( 110   ppxxNy  (6) 

що після перенесення кількості населення N 
у праву частину дає 

....)log()log( 110   ppxxNy  (7) 
Так, порівняємо результати застосування 

множинної лінійної регресії та регресії Пуас-
сона до аналізу захворюваності на КРР по 
відношенню до 100 тис. населення (табл. 3). 

 
Таблиця 3. Результати дослідження захворюваності за допомогою множинної лінійної ре-

гресії та регресії Пуассона 
 

Незалежна змінна 
Множинна лінійна регресія, 

R2=0,767 
Регресія Пуассона,  

R2=0,959 

Коефіцієнт p-величина Експонента  
коефіцієнта p-величина 

Зсув -24,16 3,12×10-5 0,0510 3,20×10-11 
Рік 1,575 0,000214 1,027 1,17×10-15 
Стать (чол.) 24,85 1,12×10-9 1,692 < 2×10-16 
Вік (20-39) 2,342 0,699 28,52 1,71×10-13 
Вік (40-59) 27,09 1,48×10-5 322,6 < 2×10-16 
Вік (60-79) 101,8 < 2×10-16 1190 < 2×10-16 
Вік (80+) 74,88 < 2×10-16 847,8 < 2×10-16 
 
По-перше, з огляду на коефіцієнти детер-

мінації, точність моделі регресії Пуассона 
значно краща, а по-друге, р-величини у ви-
падку регресії Пуассона істотно менші, що 
дає більшу впевненість у сформульованих на 
її основі висновках. Що ж до порівняння мо-
делей, отриманих при вивченні кількості ви-
падків КРР з моделями захворюваності на 

КРР, то найбільш суттєвою відмінністю є 
значне зростання коефіцієнта для статі. Вра-
хувавши, що частка чоловіків у демографіч-
ному складі населення є нижчою (особливо у 
старших вікових групах), ризик захворюван-
ня на КРР у чоловіків насправді є значно 
вищий (на 69%), ніж у жінок. 

А Б 
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Щоб забезпечити відтворюваність проведе-
ного дослідження, вихідні дані захворювано-
сті населення Закарпатської області на КРР 
розміщено в мережі інтернет за адресою 

http://pharm.uz.ua/files/krr-data.csv, а код на 
мові R, що був використаний при аналізі – за 
адресою http://pharm.uz.ua/files/krr-code.r. 

 
 
Висновки: 

Регресія Пуассона має значні переваги над 
множинною лінійною регресією при дослід-
женні лічильних даних. Крім коректного мо-
делювання природи епідеміологічних показ-
ників (вірний розподіл похибки, зростання 
дисперсії разом зі зростанням значень пока-
зників, прогнозування лише додатніх чисел, 
зручне трактування експоненти коефіцієн-
тів), застосування регресії Пуассона призво-

дить до вищих коефіцієнтів детермінації (а, 
отже, і нижчих похибок) та нижчих значень 
статистичної значимості, що було підтвер-
джено на прикладі аналізу захворюваності 
населення Закарпатської області на колорек-
тальний рак. Вказані аргументи роблять ре-
гресію Пуассона методом вибору при аналізі 
лічильних даних у медичних дослідженнях. 
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Резюме: Приведен ряд аргументов в пользу применения регрессии Пуассона с целью анализа медицин-
ских и эпидемиологических показателей, которые основаны на количестве событий. Теоретические вы-
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кладки экспериментально подкреплены наглядным примером – анализом заболеваемости населения За-
карпатской области на колоректальный рак. 
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