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Одесская национальная академия пищевых технологий 

ГИДРОДИНАМИКА ТОНКОГО СЛОЯ ВЯЗКОЙ ЖИДКОСТИ НА 

НАКЛОННОЙ ПОВЕРХНОСТИ ПЛЕНОЧНЫХ ТЕПЛО 

МАССООБМЕННЫХ АППАРАТОВ ПИЩЕВЫХ ПРОИЗВОДСТВ 
Рассматривается волновое течение тонкого слоя жидкости по 

наклонной поверхности. На основании уравнений пограничного 

слоя получено нелинейное дифференциальное уравнение для сво-

бодной поверхности пленки жидкости. В линейном приближении 

проводится исследование волновых режимов течения. Рассмотрена 
устойчивость ламинарного безволнового течения. Получены обла-

сти устойчивости в зависимости от угла наклона рабочей поверхно-
сти. Рассмотрены волны максимального роста и нейтральные вол-

ны. 

Ключевые слова: пленочные тепломассообменные аппара-
ты, уравнения пограничного слоя, устойчивость, скорость, частота 

и амплитуда волны. 

We consider the wave flow of a thin layer of liquid on an inclined 
surface. On the basis of the equations of the boundary layer obtained the 

nonlinear differential equation for the free surface of a film of liquid. In 

the linear approximation, we study the wave flow regimes. The stability 
of the laminar flow waveless. We obtain the stability region depends on 

the angle of the work surface. Consideration of the maximum wave 

height and wave neytalnye.  
Keywords: film heat and mass transfer devices, the boundary 

layer equations, stability, speed, frequency and amplitude of the wave. 

Одним из прогрессивных способов взаимодей-

ствия фаз в контактных тепломассобменных аппара-

тах является осуществление  контактирования фаз 

при пленочных течениях жидкостей. 

Пленочные тепло- и массообменные аппараты 

получили широкое распространение во всех отраслях 

пищевой промышленности [1]. По технологическому 

назначению плѐночные аппараты выполняют роль аб-

сорберов и теплообменников. Используются они так-

же как абсорберы, десорберы, кондесаторы, дистил-

ляторы, ректификационные колонны, деаэраторы, 

градирни, аппараты для очистки и охлаждения газов, 

выпаривания растворов, аппараты комбинированного 

назначения. 

По экспериментальным данным и теоретическим 

исследованиям [2], установлено, что ламинарное без-

волновое течение тонкого слоя вязкой жидкости явля-

ется неустойчивым и на свободной поверхности жид-

костной плѐнки имеют место сложные нелинейные 

волнообразования. Поскольку такой волновой режим 

течения плѐнки имеет гравитационно-капиллярную 

природу, то представляет интерес исследование вол-

новых течений жидкости по наклонной поверхности, 

при этом гравитационная составляющая волнообразо-

вания ослабляется (по сравнению с вертикальной по-

верхностью), а время пребывания жидкости в кон-

тактном устройстве плѐночного аппарата увеличива-

ется. 

Для описания движения тонкого слоя вязкой 

жидкости по наклонной поверхности (рис. 1) приме-

няются уравнения пограничного слоя [2 – 4]: 
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на наклонной поверхности при у = 0 –  

u = v = 0.     (6) 

В уравнениях (1) – (2) и граничных условиях (3) – (6) 

неизвестными функциями являются:  

‒  компоненты скорости u(t,x,y) (продольная 

скорость) и v(t,x,y) (поперечная скорость), м/с; 

‒  давление p(t,x,y), Па; 

‒  уравнение свободной поверхности y = h(t,x) 

(локальная толщина плѐнки жидкости), м. 

Упростим исходную дифференциальную задачу 

(1)-(6). 

Из уравнения неразрывности (2), второго урав-

нения системы (1) и граничного условия (4) распреде-

ление давления при волновом режиме определяется  

 

Рис. 1. Схема течения 
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следующим соотношением 
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Для определения продольной скорости u(t,x,y) и 

уравнения свободной поверхности h = h(t,x) из урав-

нений (1), (2), (3) и (5) получаем следующую систему 

уравнений: 
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Предполагается параболическое распределение про-

дольной скорости  
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В результате для определения функций q(t,x) и h(t,x) 

имеем следующую систему уравнений в частных про-

изводных. 
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Для ламинарного безволнового течения имеем 

h = h0 – const, q = q0 – const.     (12) 

из (10) следует 

3
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Получена известная формула Нуссельта для 

толщины ламинарного слоя при известном расходе q0, 

м
2
/с жидкости. 

Проведём исследование устойчивости ламинар-

ного течения (12) (13) 

Пусть на свободной поверхности безволнового 

течения (16)-(17) возникает малое возмущение в виде 

бегущей волны 

)1(0hh ,     (14) 

где  < 1 и ))(()( ctxktkx  (k – вол-

новое число, 1/м;  - частота возмущений, 1/с; с – фа-

зовая скорость волны, м/с). 

Эволюция возмущения  должна определяться 

из системы уравнений (10) – (11) 

Искомые функции q = q(t,x) и h = h(t,x) согласно 

(14), определяются в виде бегущей волны 

h = h(kx - t)=h( ), q = q(kx- t)=q( ). 

Уравнение (11) допускает интегрирование и его 

решение есть – zchchqchq 00 ,     (15) 

где с =  / k – скорость волны; z = q0 – ch0 

(const). 

Подставляя (15) в уравнение (10) с точностью до 
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Введѐм безразмерные величины 01 hkk , 
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We  – число Вебера, 0Re
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дса. 

Уравнение (16) в безразмерной форме предста-

вится в виде 

0)3(
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Решение данного уравнения ищем в виде малого 

по амплитуде длинноволнового возмущения 

)),(exp(),( tcxkixt  (  < 1, k h0 < 1).  (18)  

Положим c1 = cre + i cim, т.е. 

)),(exp()exp(),( tcxkickxt reim  

здесь kcim =  - временной инкремент колебаний. 

Если kcim < 0, то возмущение  с течением времени 

стремится к нулю. В противном случае, когда kcim > 0, 

возмущение  растѐт со временем и безволновой ла-

минарный режим течения в этом случае неустойчив. 

Подставим (18) в уравнение (17) и разделим дей-

ствительную и мнимую части, получим следующие 

дисперсные соотношения: 
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Из соотношения (19) определяем временной ин-

кремент 
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Откуда условие устойчивости kcim < 0 выполня-

ется, если 

0 < c1 < 1,2 и c1 > 0,3.      (22) 

Если же 1,2 < c1 < 3, то ламинарное безволновое 

течение (1.12)-(1.13) неустойчиво (kcim > 0), причѐм 

данная неустойчивость является не абсолютной, а 

конвективной, т.е. амплитуда возмущения экспонен-

циально растѐт со временем вниз по потоку. 

Из соотношения (20) и учитывая (21), полагая 

сre = c1, получим биквадратное уравнение относи-

тельно волнового числа k1 и, учитывая, что k1 > 0, 
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Для нейтральной волны ( 01 imck ) 

с1 = 3, 
Re

1
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ctg
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k .   (24) 

На рис.2, 3 изображены дисперсные кривые  
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)( 111 kсс  соотношения (24) при различных значени-

ях чисел Рейнольдса (Re = 20, 50) и углов наклона 

(  = 30
0
, 90

0
), когда числа для воды: – при Re = 20 

We= 41,6279 max при с1 = 2,435; - при Re = 50 

We= 9,0396 max при с1 = 2,03. 

Дисперсные кривые для растущих волн  

(1,2 < c1 < 3) имеют точки минимума фазовой скоро-

сти с1, эти точки соответствуют максимальным значе-

ниям инкремента . 

Рассмотрим волны максимального роста. 

Согласно линейным теориям неустойчивости, 

волны, наблюдаемые на опыте вблизи линии волно-

образования, должны соответствовать волнам макси-

мального роста (имеющим максимальный инкремент). 

Это удовлетворительно подтверждается эксперимен-

тами по исследованию естественно возникающих 

волн [4] на поверхности слоя жидкости, текущей по 

наклонной поверхности. 

Волны максимального роста в области потери 

устойчивости (1,2 < c1 < 3) имеют наибольший ампли-

тудный инкремент , при этом как показывает анализ 

выражения (21) максимум инкремента соответствует 

минимуму фазовой скорости с1. Для определения ха-

рактеристик волн максимального роста необходимо 

решить задачу нелинейного программирования для 

целевой функции 

max
2,1

3

Re

1

2

3

re

re

c

c
 

при наличии ограничений: 

‒  дисперсное соотношение (23); 

‒  1,2 < c1 < 3; 

‒  k1 > 0. 

Можно показать, что данная задача с учѐтом 

условия экстремума 0
1

1

k

ñ  сводится к решению 

уравнения 
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относительно фазовой скорости с1 . 

А волновое число k1 и длина волны 1 опреде-

ляются по формулам 

ctgcc
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Таким образом, сводка формул (25) – (27) опи-

сывает все характеристики максимально растущих 

волн по известным значениям Re, We и угла наклона 

поверхности , по которой происходит течение плѐн-

ки жидкости. На рис. 4, 5 представлены зависимости 

характеристик с1 и k1 для волн максимального роста 

от числа Рейнольдса при углах наклона  = 45
0
 и 90

0
. 

Рассмотрим нейтральные волны. 

Для нейтральных волн (с1 = 3) малой амплитуды 

уравнение (17) возмущение )(( 1111 tcxk  приоб-

ретает вид 0
Re

132
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ñtg
kWe ,  (28) 

периодическое решение данного уравнения –  

111 3sin txk ,   (29) 

где 
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1
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ctg
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k . 

Незатухающий характер волн на стекающей по 

наклонной поверхности вязкой жидкости свидетель-

ствует о том, что эти волны поддерживаются за счѐт  

работы силы тяжести, приводящие в движение 

тонкий слой жидкости. Исключение составляют углы 

наклона , для которых 

(Re)arcctg ,    (30) 

в этом случае периодическое решение (28) от-

сутствует. 

Амплитуда волны (29) незатухающего режима 

должна определяться из условия того, что диссипиру-

емая энергия при волновом движении должна ком-

пенсироваться работой силы тяжести [2]. 

Диссипируемая энергия, отнесѐнная к единице 

длины движущейся плѐнки, равняется 
h

h

q
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Рис. 2. Дисперсные кривые для угла наклона  = 300 Рис. 3. Дисперсные кривые для угла наклона  = 900 
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Усредняя последнее выражение по длине волны, 

имеем 
t

Å
= 

0

3

23
xd

h

q
. 

Средняя работа силы тяжести на единицу длины 

плѐнки равна W = 0sin qg , 

где q0 – расход жидкости в сечении h0. 

Так как диссипируемая энергия волнового дви-

жения компенсируется работой силы тяжести, то для 

толщины слоя жидкости имеем 
2
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Данное выражение (31) служит для определения 

амплитуды  незатухающих волн. Для нахождения  

будем следовать методу Капицы [2], привлекая каче-

ственные соображения об устойчивости волн. Имен-

но, величина Ф должна иметь минимально возможное 

значение. Если Ф( ) минимально, то баланс диссипи-

руемой энергии и работы сил тяжести будет выпол-

нен при наименьшей толщине h0 стекающей плѐнки. 

Минимальное значение средней толщины h0 отвечает 

минимальной потенциальной энергии плѐнки в поле 

силы тяжести и наиболее устойчивому (при данном 

расходе жидкости q0) режиму течения. 

Определим минимум функции Ф( ) 
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Учитывая, что  < 1, представим в виде разло-

жения в ряд по малому параметру  с точностью до 

членов четвѐртого порядка малости 
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Для линейных гармонических колебаний (29) 

фазовая скорость с1 = 3, поэтому амплитуда волны 

равна  

4714,0 . 

Значение функции Ф( ) при этом равно  

Ф( ) = 0,8331. 

Таким образом, средняя по длине волны толщи-

на плѐнки 0

~
h  при волновом течении меньше, чем при 

ламинарном безволновом режиме 0h  и определяется 

соотношением (31) 

00 94,0
~

hh , (33) 

где 3
0

0
sin

3

g

q
h - толщина слоя жидкости при 

ламинарном течении, определяемая по формуле (13). 
Поступила 02.2013 
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Рис. 4. Фазовая скорость волны максимального роста 

при углах наклона  = 450 , 900 

 

Рис. 5. Волновое число волны максимального роста при 

углах наклона  = 450 , 900 


