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О пределение критических осевых 
сжимающих усилий изотропных цилиндров

Приведен подход, в котором предполагается, что потеря устойчивости оболочки происходит за счет внутренней анергии, на­
копленной в докритинескам состоянии, а работа внешних нсщгузок в момент потери устойчивости равна нулю. Рассматриваемый 
подход абсолютно отличается от принятого в [1], где предполагалось, что изменение потенциальной энергии осевого растяжения- 
сжатия равно работе внешних осевых усилий на перемещениях, полученных за  счет растяжения-сжатия срединной поверхности 
оболочки в момент потери устойчивости. Оба подхода предполагают, что критическая нагрузка изменяется в момент потери 
устойчивости.

Ключевые словес цилиндр, осевое сжатие, устойчивость, энергетический метод.

Приведений підхід, в якому передбачається, що втрата стійкості оболонки відбувається за  рахунок внутрішньої енергії, нако­
пиченої в до критичному стані, а робота зовніш ніх навантажень у  момент втрати стійкості рівна нулю. Даний підхід абсолютно 
відрізняється від прийнятого в [1], де передбачалося, що зміна потенційній енергії осьового розтягування-стиснення рівна робот і 
зовніш ніх осьових зусиль на переміщеннях, отриманих за рахунок розтягування-стиснення серединної поверхні оболонки у  момент  
втрати ст ійкост і Обидва підходи припускають, іцо критичне навантаження змінюється у момент втрати стійкості

Ключові слова: циліндр, осьове стискування, стійкість, енергетичний метод.

Approach, which it is assumed in, that the loss o f stability o f shell takes a place due to internal energy, accumulated in the to critical the 
state, is resulted, and work o f the external loadings in  the moment o f loss o f stability is equal to the гею . The examined approach absolutely 
differs from  accepted in  [1], where it was assumed that a change potential energy o f axial tension-compression is equal to work o f external axial 
efforts on moving, got due to tension-compression o f middle surface o f shell in  the moment o f loss o f stability. Both approaches suppose that the 
critical loading changes in  the moment o f loss o f stability.

Keywords: cylinder, axial compression, stability, pow er method.

Внимательный экспериментатор, исследуя 
устойчивость круговой цилиндрической 
оболочки при осевом сжатии с помощью 

гидравлического пресса, видит:
а) нагрузочные плиты очень медленно сближают­

ся. Оболочка сжимается до критического состояния 
(показания манометра (силомера) достигают макси­
мума);

б) мгновенно происходит следующие:
-  оболочка хлопком теряет устойчивость и пере­

ходит в новое равновесное состояние;
-  показания манометра (силомера) резко падают; 
-  показания манометра (силомера) быстро воз­

растают до значения меньше максимального;
-  подача жидкости в нагрузочную систему пре­

кращается (гидропресс выключается);
в) расстояние между нагрузочными плитами не 

меняется, так как нагружение происходит очень мед­
ленно, гидравлический пресс выключается быстро, 
жидкость практически несжимаема, а потеря устой­
чивости происходит мгновенно.

Резкое падение показаний манометра в момент 
потери устойчивости говорит о том, что:

-  давление в нагрузочной системе падает мгно­
венно, а, следовательно, мгновенно падает осевая 
сжимающая нагрузка;

-  нагрузочные плиты гидравлического пресса не 
отслеживают перемещений торцов оболочки, а зна­
чит, учитывая пункт в), внешняя осевая нагрузка не

совершает работы по переводу оболочки в новое рав­
новесное состояние.

Исходя из вышеизложенных наблюдений, можно 
сделать следующие выводы:

1. Критическая сжимающая нагрузка N. в процес­
се потери устойчивости оболочки изменяется и в но­
вом (деформированном) состоянии становиться рав­
ной N,+N1[N1 - изменение критической силы в момент 
потери устойчивости).

2. При потере устойчивости переход в новую фор­
му равновесия осуществляется за счет внутренней 
энергии оболочки, накопленной в докритическом со­
стоянии, которая достигла критического значения.

3. Внешняя сжимающая нагрузка свою функцию 
выполнила, сообщив оболочке критическую энергию, 
и в переводе оболочки в новое равновесное состояние 
не участвует. Другими словами, дополнительная рабо­
та ДА внешней сжимающей нагрузки равна нулю.

4. Расстояние между торцами оболочки в момент 
потери устойчивости и в новом равновесном состоя­
нии одно и то же.

Исследуем теоретически устойчивость круговой 
цилиндрической оболочки (рис. 1) длиной L, радиуса 
R, с толщиной стенок цилиндра h, нагруженную по 
краям равномерно распределенными усилиями сжа­
тия N, по расчетной схеме на основе сделанных ранее 
выводов.

Исходные предпосылки: оболочка геометрически 
совершенна, материал оболочки идеально упругий,
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Рис. 1. Схема цилиндрической оболочки при 
равномерном осевом сжатии

докритическое состояние оболочки -  безмоментное, 
края оболочки свободно оперты.

Метод решения: энергетический с использованием 
соотношений линейной теории оболочек.

Согласно [1], изменение потенциальной энергии де­
формации оболочки при потере устойчивости

ри Зяк ъ Г 1
= 11{(̂  + ̂ )2 - 2(1 - )+

После подстановки выражений (3) и (7) в (2), а (2) 
в (1) и выполнения операций дифференцирования и 
интегрирования получаем
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точек срединной поверхности оболочки в направлении 
координат х, у, z; Е, v -  модуль Юнга и коэффициент 
Пуассона материала.

Смещения v и w, отвечающие граничным услови­
ям, зададим в виде

,  . тжх . пу ,  . тжх пу
v = j 2 sin------sin— ; w = j 3 sin------ cos— , (3)
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где m -  число полуволн, по которым изгибают­
ся образующие цилиндрической оболочки; п -  чис­
ло волн в окружном направлении; f 2, f 3 -  амплитуды 
смещений в направлении осей у и z.

Пусть сумма удлинения срединной поверхности 
единичного элемента оболочки в осевом направле­
нии за счет растяжения и сближения его противо­
положных граней при изгибе равна некоторой функ­
ции f^x, у), т.е.

+ /з 1 + —  -  (Л2 + п2)2 
12 R

жЬ 
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где Л =
mжR

Согласно выводам 1 и 3, дополнительная работа 
внешней сжимающей нагрузки равна нулю, т.е.
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Проинтегрировав выражение (4) по частям, по­
лучим

Множитель Уг при ЛГХ появился потому, что пере­
ход оболочки из начального недеформированного в 
деформированное состояние сопровождается изме­
нением от нуля до своего максимального значения 
по модулю.

Внешняя нагрузка Щ равна внутренним усили­
ям 7\ на краях оболочки, имея противоположное на­
правление
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В соответствии с выводом 4, и(0) =и(Ц =0 при этом, 
и(х, у)*0

Выполнение этого условия возможно, если
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С учетом (11)

ДУ =
Eh

1- у2 - л
1- у 2
Eh

N. л2 + 1 v - 2п* + N .=
Eh

1~ '^ Л 2 + —  п2
1 + —  -  (Л2+п2)2 

12 R

+ л 2
1- у

+2 / 2/ 3п 1 + ̂  
12 Л

[(2 -  у)Я2 + п2]

+ /з 1 н----
12 *1  (*2 + п2

яЬ
41?

( 12)

эдя
ЭЛ

= 0 (к -  1,2,3), (13)

п ", 1 V1 н----
12 я

[(2 -  у)22 + п2}

1 У -о 2 1----- Я +п 2 + —
2 12 v-Ry

[2(1 -  у)Л2 + п.2]

(17)

Относительное значение критического усилия сжа­
тия
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Для определения критического значения осевой 
сжимающей нагрузки №* используем условие миниму­
ма потенциальной энергии для перемещений
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где АП=АУ+АА, а так как ДА=0 , то АП=АУ, что соответс­
твует выводу 2 и в рассматриваемом случае условие 
(13) принимает вид
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Из (14) получим систему двух уравнений
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-  классическое (верхнее) критичес-

кое усилие сжатия.
Минимизация выражений (17) и (18) по целочис­

ленным параметрам т и п  позволяет находить зна­
чения критических нагрузок в абсолютных и относи­
тельных величинах для тонкостенных цилиндрических 
оболочек любых геометрических размеров.

В табл. 1 представлены результаты минимизации 
выражения (18) при v=0,3 для оболочек с L/R = 2; 4; 10, 
a R/h изменяется от 50 до 3000.

По полученным результатам построены графики 
(рис. 2) изменения значений N, в зависимости от изме­
нения L/R к R/h. На рис. 2 также показаны результаты 
некоторых экспериментальных исследований, опубли­
кованных в журналах AJAA journal.

На основе теории пологих оболочек получены боле 
простые формулы для определения критических нагру­
зок Ж,

Система уравнений (15) имеет ненулевое решение 
при условии равенства нулю определителя из коэффи­
циентов при параметрах /2и/3
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Раскрыв этот определитель, получим выражение 
для критического усилия сжатия
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Таблица 1. Результаты минимизации выражения (18)

ь / и 2 4 10

и / ь т п N . т п N . т п N .

50

1

6 0,955

1

5 0,738

1

4 0,450

75 6 0,903 5 0,676 4 0,383

100 7 0,855 6 0,623 4 0,374

150 8 0,800 7 0,565 5 0,319

200 9 0,753 8 0,530 6 0,298

300 11 0,689 9 0,469 6 0,266

400 12 0,640 10 0,433 7 0,238

500 13 0,604 10 0,403 8 0,224

750 15 0,541 12 0,356 9 0,196

1000 16 0,499 13 0,325 10 0,180

1250 18 0,468 14 0,308 10 0,168

1500 19 0,443 15 0,287 11 0,157

2000 21 0,406 17 0,262 12 0,143

2500 22 0,379 18 0,244 13 0,133

3000 24 0,358 19 0,230 14 0,125

Рис. 2. Теоретические и экспериментальные 
критические значения сжимающих нагрузок 

для цилиндрических оболочек

Результаты расчетов АГ" по (21) и погрешности 

Й ’1 -  N
А = * _  * 100%,

N .

вносимые в результаты расчетов при использова­
нии упрощенных зависимостей, приведены в табл. 2.

Рассмотрим устойчивость шарнирно опертого 
стержня (рис. 3) длины Ь с площадью поперечного 
сечения Р, нагруженного сжимающими силами Р, ис­
пользуя предложенный подход.

Изменение потенциальной энергии деформации 
стержня при потере устойчивости

AV = ± E $ (F ?̂ + J ■ z 2)cbc> (22)
^ о

где

с1и сРьи

и = _ 1  Г “ 8 Ь 2 ^ ; ш = / 8т ^ ;  (23)
4 Ь Ь ь

J  -  момент инерции поперечного сечения стержня; 
/  -  амплитуда прогиба оси стержня.

Таблица 2. Результаты расчетов Ж, по (21) и погрешности А

Ь/И 2 4 10

И/Ь аг" N . Д% АГ" N . Д% АГ" N . Д%

50 0,987 0,955 3,35 0,782 0,738 5,96 0,498 0,450 10,66

100 0,874 0,855 2,22 0,646 0,623 3,69 0,398 0,374 6,42

300 0,696 0,685 1,60 0,477 0,469 1,70 0,274 0,266 3,00

500 0,609 0,604 0,83 0,409 0,403 1,49 0,229 0,224 2,25

1000 0,501 0,499 0,40 0,328 0,325 0,92 0,182 0,180 1,11
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ис. 3. Шарнирно опертый 
агруженный сжимающим

Из (22) с учетом (23) получаем

^ -И тГ  1241
Дополнительная работа внешней сжимающей 

силы

dx = О, (25)

где Р = -Г(0) = -Т (Ь ) = -ЕРе(0) = -Е Р  е(Ь), Т = Е Р ----- до-
<йх

полнительная внутренняя сила, возникающая в стерж­
не, при потере устойчивости.

Из (25) получаем

1 -о (тплV  
- E F f 2 ---- = -Р ..
4 U  )

(26)

Сделав соответствующую замену в (24), получим

(27)

Из условия минимума потенциальной энергии 

dAV
d f

■ = О получаем

Р.= ТП7С

L
E J . (28)

Критическая сжимающая сила Р. имеет минималь­
ное значение при т= 1 и тогда

Р.= ^ EJ, (29)

что полностью соответствует классическому ре­
шению, которое сомнений не вызывает.

Анализируя результаты, полученные на основе 
принятого предположения о том, что потеря устой­
чивости происходит за счет внутренней энергии 
оболочки, накопленной в докритическом состоя­
нии, которая достигла критического значения, а 
работа внешних сил на перемещениях, возникших 
в процессе потери устойчивости, равна нулю и уче­
та изменения внешней нагрузки в процессе потери 
устойчивости1, а так же сравнение их с эксперимен­

тальными данными (в систематизированном виде 
они представлены в [2], а так же приведенными на 
рис. 2), удалось:

-  получить выражение для N,, позволяющее вы­
числять критические значения осевой сжимающей 
нагрузки, близкие к экспериментальным;

-  установить зависимость относительных кри­
тических значений осевой сжимающей нагрузки 
от отношения радиуса оболочки к ее толщине В/к и 
отношения длины оболочки к ее радиусу Ь/Я;

-  сделать вывод о возможности использования 
для теоретических расчетов упрощенных зависи­
мостей, полученных на основе теории пологих обо­
лочек. Только длинные (большое Ь/Р?) и сравнитель­
но толстые (малое И/Ь) оболочки требуют расчета по 
точным зависимостям для ЛГ,;

-  получить выражение для критической сжима­
ющей силы шарнирно опертого стержня, совпадаю­
щее с классическим решением.

Задача решена в условиях статики, а потеря ус­
тойчивости -  динамический процесс. Поэтому, не­
обходимо это учитывать при дальнейших исследо­
ваниях.

Выводы
Предлагаемый подход к решению задачи устой­

чивости тонкостенных конструкций имеет право на 
существование.

Предлагаемый подход совместно с учетом влия­
ния динамики происходящих процессов, исходных 
и граничных условий, начальных несовершенств2 
может приблизить исследователей к решению про­
блемы устойчивости и несущей способности в целом 
тонкостенных конструкций.
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Примечания:
1 П о-видимому, не учет  изм енения внеш ней нагрузки в 

м ом ент  пот ери уст ойчивост и оболочки -  главная ош ибка ис­
следоват елей, реш аю щ их задачу в линейной постановке.

2 Начальные несоверш енст ва не играют  той огромной 
роли  в сниж ении крит ических усилий, кот орую им  предпи­
сывают. И сследуя поверхност ь реальны х оболочек в докри­
т ическом сост оянии, видим, что начальные геом ет рические 
несоверш енст ва (разны е в исследуем ы х образцах и располо­
ж енны е в разны х м ест ах оболочек) ведут  себя по-разному в 
процессе нагруж ения. Одни развиваю т ся быстро, другие -  
м едленно; одни развиваю т ся пост оянно, другие -  приост а­
навливают ся в своем  развит ии. Одна и  те ж е погибъ м ож ет  
пост оянно развиват ься; м ож ет  приост анавливат ься в р а з­
витии, а зат ем  снова развиват ься Происходит  перераспре­
деление напряж ений в оболочке, а следоват ельно, м ыслен­
но выделенные стерж ни оболочки «несут » разную  внеш нюю  
нагрузку. Однако крит ические силы одной партии оболочек 
м ало от личают ся (если от дельные образцы  не имеют явны х 
деф ект ов). Поэт ому зам ер начальных несоверш енст в м ало­
эф ф ект ивен Необходим  учет  их влияния с помощ ью коэф ­
фициентов, полученны х на основе обработ ки ст ат ист ичес­
ких данных.
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