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Устойчивость цилиндрических оболочек

В. А. Тодчук, канд. техн. наук, доц. (г. Харьков, Украина)

Теоретически определена зависимость осевых критических нагрузок цилиндрических оболочек от характеристик ма-
териалов, геометрических параметров и граничных условий.
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Теоретично визначена залежність осьових критичних навантажень циліндричних оболонок від характеристик 
матеріалів, геометричних параметрів та граничних умов. 

Ключові слова: вигин, критичне навантаження, переміщення, стійкість, експеримент, енергія.

The dependence of cylindrical shell critical loads on mechanical material properties, geometric parameters and boundary 
conditions is determined. 

Keywords: goggling, critical loading, displacement, stability, experiment, energy.
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Введение

Устойчивость круговой цилиндрической оболочки 
при осевом сжатии вызывает особый интерес, так как 
является самой показательной с точки зрения несоот-
ветствия теоретических и  экспериментальных значе-
ний критических нагрузок.

Круговая цилиндрическая оболочка длиной L, ра-
диуса R, с  толщиной стенок цилиндра h, нагружена 
по  краям равномерно распределёнными усилиями 
сжатия N.

В настоящее время насчитывается огромное ко-
личество книг и  статей, посвященных устойчивости. 
Однако проблема не решена и требует дальнейших ис-
следований.

Первые фундаментальные результаты были получе-
ны Лоренцем [1] и С. П. Тимошенко [2].

Лоренц и Тимошенко С. П. в линейной постановке 
на  основе статического критерия Л. Эйлера рассмо-
трели устойчивость шарнирно опертой круговой ци-
линдрической оболочки при осевом сжатии. Получен-
ная в  этих работах, величина критической нагрузки 
(ее называют верхней критической нагрузкой) не под-
твердилась экспериментально. Наблюдаемые в экспе-
риментах критические нагрузки существенно меньше 
верхних критических нагрузок.

Все дальнейшее развитие теории устойчивости 
оболочек было направлено на выявление причин это-
го расхождения. Развивались различные направления 
теории, но наибольший интерес вызвали два направ-
ления.

Первое направление связано с использованием не-
линейной теории оболочек и рекомендациями оцени-
вать устойчивость оболочек по  нижней критической 
нагрузке. Эти рекомендации оказались ошибочными. 
Величина нижней критической нагрузки для случая 
осевого сжатия оболочки составляет сотые доли верх-
ней критической нагрузки, а в некоторых работах по-
лучены отрицательные значения нижней критической 
нагрузки.

Второе направление связано с исследованием вли-
яния начальных несовершенств оболочки на величину 
верхней критической нагрузки. К сожалению, и это на-
правление исследований положительных результатов 
не  принесло. Анализ экспериментальных данных по-
казывает, что малые отклонения геометрии оболочки 
от идеальной формы снижают величину критической 
нагрузки, но не в разы, что часто наблюдается в экс-
периментах.

Наиболее полно и  детально направления исследо-
вания устойчивости оболочек, пластин и стержней из-
ложены в работах [3–6].

В работах [7–9] представлено решение задачи 
устойчивости шарнирно опертого цилиндра при осевом 
сжатии где предполагалось, что потеря устойчивости 
происходит за счет внутренней энергии, накопленной 
в  докритическом состоянии, а  внешняя нагрузка из-
меняется при выпучивании. Показано, что такой учет 
сильно снижает теоретические значения критических 
нагрузок и приближает их к экспериментальным дан-
ным. Однако, необходимо продолжать исследование 
связанные с  поиском более точные математических 
выражений по вычислению критических нагрузок.

Цель работы. Получить математические зависи-
мости для критических значений осевых сжимаемых 
нагрузок шарнирно опертых и жестко заделанных ци-
линдрических оболочек, которые позволят повысить 
точность расчетов данных величин.

Исследования. Использование теоремы “о работе 
внешних сил на конечных перемещениях” при реше-
нии задач устойчивости шарнирно опертых и жестко 
заделанных по краям цилиндрических оболочек – ​осо-
бенность данного исследования.

В основу исследования положена гипотеза: «Кри-
тическая сжимающая нагрузка  в  процессе потери 
устойчивости оболочки изменяется и в новом (дефор-
мированном) состоянии становится равной  
(  – ​изменение критической нагрузки в момент поте-
ри устойчивости)».
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Задача решается в  линейной постановке при 
безмоментном докритическом состоянии. Использу-
ется энергетический метод и  соотношения теории 
пологих оболочек.

Согласно С. П. Тимошенко [5], при решении 
энергетическим методом задач устойчивости упру-
гого равновесия критическая нагрузка определя-
ется из  условия, что приращение потенциальной 
энергии ΔV малой деформации, возникающей при 
потере устойчивости, равна дополнительной работе 
ΔA, производимой нагрузкой на перемещениях, вы-
званных этой деформацией

.                                       (1)

Согласно В. Флюгге [10] при осевом сжатии

 
                               (2)

      ,

где T и  M – ​обозначения внутренних усилий и  мо-
ментов, возникающие в  оболочке; все параметры, 
характеризующие оболочку в докритическом состо-
янии, снабжены индексом 0, а в направлении осей: 
х – ​индексом 1 и у – ​индексом 2.

Дополнительную работу, действующих на  обо-
лочку, осевых усилий запишем в виде

,           (3)

где  – ​нормальная составляющая вектора переме-
щений точек срединной поверхности оболочки.

Появление коэффициента 1/2 при величине  
объясняется тем, что переход оболочки их началь-
ного недеформированного состояния в  деформи-
рованное состояние сопровождается изменением 
значения величины  от нуля до его максимального 
значения по модулю.

Согласно с  теоремой о  работе внешних сил 
на  конечных перемещениях [11]: при равновесии 
сумма работ внешних сил на  возможных переме-
щениях любого порядка малости численно равна  
сумме работ внутренних сил на  тех  же перемеще-
ниях.

Исходя из этого, можно принять:

.      (4)

В этом случае равенство (1) принимает вид:

.                     (5)

Выражения для, возникающих при потере устой-
чивости, дополнительных мембранных усилий, мо-
ментов, а  также деформаций растяжения – ​сжатия, 
сдвигов, изменений кривизны и кручений срединной 
поверхности, согласно [12], запишем в виде

  

,              (6)

где E и ν – ​модуль упругости и коэффициент Пуассона.
Подставив выражения (6) в (5), получим

             

 

                                  (7)

                         

                         

Рис. 1. Цилиндрическая оболочка при равномерном осевом сжатии
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Зависимость (7) содержит неизвестные Ф и  w: 
w – ​функция прогибов оболочки в направлении оси z, 
Ф – ​подлежащая определению функция, тождественно 
удовлетворяющая уравнениям совместности деформа-

ций , полученным из (6) и на основе 

зависимостей

.              (8)

Шарнирно опертая оболочка

Оболочка геометрически совершенна и  идеально 
упругая, докритическое состояние – ​безмоментное.

Если края оболочки шарнирно оперты, то гранич-
ные условия требуют, чтобы w и, на основании равен-

ства нулю момента M1, , а  также Т1 на  концах 

были равны нулю.
Ф и w, отвечающие граничным условиям, зададим 

в виде:

           (9)

где  – ​число полуволн по  длине оболочки;  – ​число 
волн в  окружном направлении; f – ​амплитуда смеще-
ний в направлении оси .

Из (8) получаем

         (10)

Согласно теореме о работе внешних сил на конеч-
ных перемещениях

                                                   (11)

      

Проинтегрировав равенство (7), получаем зависи-
мость критических усилий N* от  геометрии оболочки 
и параметров волнообразования

(12)

,

где .

Относительное критическое усилие

,                                (13)

где  – ​верхнее критическое усилие. 

При ν = 0,3 .

На рис. 2 представлены результаты минимизации 
выражения (13) по целочисленным параметрам m и n 
для трех значений L/R, а R/h изменяется от 0 до 3000.

Анализ результатов теоретического исследования 
устойчивости гладкой свободно опёртой цилиндри-
ческой оболочки при осевом сжатии и  сравнение их 
с экспериментальными данными (в систематизирован-
ном виде они представлены в  [6], позволяет утверж-
дать, что удалось:

-	 получить выражение для  позволяющее вычис-
лять критические значения осевой сжимающей нагруз-
ки близкие к экспериментальным данным. Например, 
экспериментальные значения критических нагрузок 
приведенные в  [6] лежат в диапазоне: при R/h = 500 
(0,15–0,5) , а  = (0,31–0, 5); при R/h = 1000  (0,18–
0,4)  , а  = (0,28–0,42); при R/h = 1600 (0,18–0,3)  , 
а   = (0,21–0, 34);

-	 установить зависимость относительных критиче-
ских значений осевой сжимающей нагрузки  и от от-
ношения радиуса оболочки к её толщине R/h (решения 
в классической постановке приводят к   = 1).

Жестко заделанная оболочка

Если края оболочки жестко заделаны, то  гранич-
ные условия требуют, чтобы w и, на основании равен-

ства нулю угла поворота защемленного сечения, , 

а также Т1 на концах были равны нулю. В этом случае

; 

. (14)

Подставив (14) в  (7) и проинтегрировав его, полу-
чаем зависимость критических усилий жестко заде-
ланной оболочки от ее геометрии и параметров волно-
образования

  

.                    (15)

Относительное критическое усилие жестко заде-
ланной оболочки

.                                   (16)

Расчеты показывают, что  (рис.  2) 
в  рассмотренном диапазоне L/R и  R/h. Это означа-
ет, что критические значения осевой сжимающей на-
грузки жестко заделанной по концам цилиндрической 
оболочки значительно выше чем при шарнирном опе-
рании, и что  можно вычислять не по формуле (15), 

по формуле .
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Выводы

По результату проведенных исследований можно 
сделать следующие выводы:

1.	На основе предположения, что при выпучивании 
внешняя нагрузка изменяется и использования теоре-
мы о  работе внешних сил на  конечных перемещени-
ях, решены задачи устойчивости шарнирно опертых 
и  жестко заделанных цилиндрических оболочек при 
осевом сжатии.

2.	Получены формулы, позволяющие вычислять те-
оретические значения критических нагрузок, близкие 
к экспериментальным данным.

3.	Установлена зависимость относительных значе-
ний осевой критической нагрузки шарнирно опертой 
цилиндрической оболочки и  от  отношения радиуса 
к толщине, и от отношения длины к радиусу оболочки.

4.	Показано, что жесткая заделка краев оболоч-
ки сильно повышает ее устойчивость по  сравнению 
с шарнирным операнием краев оболочки, а критиче-
ские значения осевой критической нагрузки жестко 
заделанной цилиндрической оболочки можно вычис-
лять по классической формуле для шарнирно опертой 
оболочки.

5.	Данный подход можно использовать для реше-
ния задач устойчивости оболочек.

6.	Данный подход совместно с  учетом динами-
ки происходящих процессов, исходных и  гранич-
ных условий, начальных несовершенств в  даль-
нейшем позволит приблизить исследователей 
к  решению проблемы устойчивости тонкостенных  
конструкций.
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