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На основе общей линейной теории тонкостенных оболочек, энергетическим методом теоретически определена зави-
симость осевых критических нагрузок цилиндрических оболочек, прямоугольных пластин и стержней от характеристик
материалов, геометрических параметров и граничных условий.
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На основі загальної лінійної теорії тонкостінних оболонок, енергетичним методом теоретично визначена залежність
осьових критичних навантажень циліндричних оболонок, прямокутних пластин і стрижнів від характеристик матеріалів,
геометричних параметрів та граничних умов.

Ключові слова: спучування; критичні зусилля; переміщення; стійкість; експеримент; енергія.

On the basis of general linear theory of the thin-walled shells, dependence of critical axleloadings of cylindrical shells is certain)
in theory a power method, rectangular plates and bars at an axial compression from descriptions of materials, geometrical parameters
and scope terms.
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1. Постановка проблемы
Цилиндрические оболочки и пластины широко ис-

пользуются в инженерных сооружениях. Потеря устой-
чивости оболочек и пластин может привести к разруше-
нию конструкции. Для оценки несущей способности ин-
женерных сооружений необходимы точные формулы
для расчета критических нагрузок оболочек и пластин
при осевом сжатии. Такие формулы для оболочек еще
не получены. Причина больших расхождений между
теоретическими и экспериментальными значениями
осевых критических нагрузок цилиндрических оболо-
чек не обнаружена. В этой статье делается попытка ре-
шить эту проблему.

2. Анализ последних исследований и публика-
ций

Первые результаты исследования устойчивости
конструкций были получены Л. Эйлером [1], Брайаном
[2], Лоренцем [3] и С.П. Тимошенко [4].

Л. Эйлер получил формулу критической силы
стержня, шарнирно опертого по концам. Брайан впер-
вые решил задачу устойчивости шарнирно опертой пла-
стинки, сжатой в одном направлении. Лоренц и С. П.
Тимошенко в линейной постановке на основе статиче-
ского критерия Л. Эйлера рассмотрели устойчивость
шарнирно опертой круговой цилиндрической оболочки
при осевом сжатии. Полученная в этих работах, вели-
чина критической нагрузки (ее называют верхней кри-
тической нагрузкой) не подтвердилась эксперимен-
тально. Наблюдаемые в экспериментах критические
нагрузки существенно меньше верхних критических
нагрузок.

Все дальнейшее развитие теории устойчивости
оболочек было направлено на выявление причин этого
расхождения. Однако проблема не решена и требует
дальнейших исследований. Наиболее полно и детально
различные направления исследований устойчивости
оболочек, пластин и стержней изложены в [5, 6,7,8].

В работах [9,10] исследована устойчивость шар-
нирно опертого цилиндра при осевом сжатии с учетом
изменения внешней нагрузки при выпучивании, где по-
казано, что учет изменения внешнего усилия в момент
потери устойчивости существенно влияет на величину

его критической нагрузки.
Различие между классическим и предлагаемым

подходами заключается в следующем:
- классический подход предполагает, что переход

от прямолинейной к изогнутой форме равновесия про-
исходит без изменения величины критического усилия
сжатия N*, т.е. при постоянной длине L образующих обо-
лочки. При этом торцы оболочки получают некоторое
смещение в осевом направлении, а усилие N* = const со-
вершает дополнительную работу !A ≠ 0 на этих переме-
щениях;

- предлагаемый подход полагает, что при выпучи-
вании торцы оболочки остаются на месте. Следова-
тельно, образующие оболочки удлиняются, а это воз-
можно, когда сжимающие усилия уменьшаются и ста-
новятся равными N* -  N1. Дополнительная работа этих
усилий равна нулю (!A = 0), т. к. нет перемещений тор-
цов. Выпучивание оболочки происходит не за счет ра-
боты внешней нагрузки на дополнительных перемеще-
ниях торцов оболочки (как предполагается при класси-
ческом решении задачи), а за счёт перераспределения
внутренней энергии сжатия, накопленной в докритиче-
ском состоянии.

Особенность данной работы. Здесь продолжены ис-
следования начатые в [9,10]. Рассмотрена устойчивость
цилиндрических оболочек, прямоугольных пластин и
стержней с различными граничными условиями.

3. Цель работы. Получить более точные математи-
ческие зависимости для критических значений осевых
сжимаемых нагрузок цилиндрических

оболочек и прямоугольных пластин с различными
граничными условиями.

4.Метод исследования. Для решения задачи ис-
пользуются энергетический критерий устойчивости и
соотношения общей линейной теории тонкостенных
оболочек.

5. Решение проблемы
Устойчивость шарнирно опертой цилиндриче-

ской оболочки
Цилиндрическая оболочка длиной 𝐿, радиуса 𝑅,  с

толщиной стенок h, нагружена по краям равномерно
распределёнными усилиями сжатия N.
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Исходные предпосылки. Оболочка геометрически
совершенна и идеально упругая, докритическое состоя-
ние – безмоментное, края - шарнирно опёрты.

Согласно [11], если оболочка имеет шарнирные,
неподвижно опертые края, то граничные условия
имеют вид: u=0, v=0, w=0, M1=0. Здесь 𝑢, 𝑣, 𝑤 –  смещения
точек срединной поверхности оболочки в направлении
координат 𝑥, 𝑦, 𝑧; M1 – изгибающий момент на краю обо-
лочки.

Равенство u=0 означает, что при потере устойчиво-
сти расстояние между торцами оболочки не изменяется,
т. к. сближение торцов за счет изгиба компенсируется
продольными перемещениями за счет удлинения обра-
зующих. При этом: энергия сжатия уменьшается; внеш-
няя нагрузка становится равной 𝑁∗ − 𝑁ଵ  (𝑁ଵ- изменение
критической нагрузки в момент потери устойчивости),
а приращение ее работы ∆A=0.

Изменение энергии деформации оболочки при по-
тере устойчивости
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,E #  – модуль Юнга и коэффициент Пуассона мате-
риала.

Зададим, отвечающие граничным условиям, сме-
щения
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2
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где f2, f3 - амплитуды смещений в направлении осей 𝑦 и
z.

Перемещение u найдем следующим образом. Пусть
сумма, удлинения срединной поверхности единичного
элемента оболочки в осевом направлении за счет растя-
жения и сближения его противоположных граней при
изгибе, равна некоторой функции f1(x,y), т.е.
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Проинтегрировав выражение (3), получим

21 22 2( , ) sin sin241 3
nym L m xu f x y dx f xL m L R

0 10 1
2 ÷ 2 ÷3 4 3 4

" "/  +- "
.  (4)

В соответствии с граничными условиями,
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условия возможно если
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Учтя (5), из (4) находим
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Подставив (2), (6) и выполнив операции дифферен-
цирования и интегрирования из (1) получаем:
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Работа внешней нагрузки равна:
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Внешняя нагрузка 𝑁ଵ численно равна внутренним
усилиям 𝑇ଵ в каждой точке каждого края оболочки
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N?  получаем из условия минимума потенциальной энергии по перемещениям 0
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где
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2
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На рис.1 представлены результаты минимизации
выражения (12) по m и n когда 0, 3# = .

Вычисленные критические значения осевой сжи-
мающей нагрузки 𝑁∗ близкие к экспериментальным
данным, приведенным в [6].

Жестко заделанная оболочка
Если края оболочки жестко заделаны, то гранич-

ные условия требуют, чтобы u=v=w=0 и 0
w

x

.
=

.
.

Смещения 𝑣 и 𝑤, отвечающие граничным усло-
виям, зададим в виде

2sin cos2
mx ny

v f
L R

"
= , 2sin sin3
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w f
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= . (13)

Перемещения из-за удлинения образующих u нахо-
дим также как в предыдущем параграфе, но с учетом
того, что они должны быть отрицательными, т. к. ком-
пенсируют положительные перемещения за счет изгиба:

1 2 2sin 4 sin38
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После подстановки выражений (13) и (14) в (1) и (8)
и выполнения таких же операций как в предыдущем
параграфе, получаем:
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Результаты минимизации выражения (15)
приведены на рис. 2.

Устойчивость прямоугольных пластин,
равномерно сжатых в осевом направлении

Пластина со сторонами 𝑎, 𝑏 и толщиной h
сжата в срединной плоскости усилиями 𝑁, рав-
номерно распределёнными по сторонам x = 0 и
x = a .

Шарнирно опертые пластины по всем
кромкам

В этом случае граничные условия на краях
должны быть: при x=0 и x=a – u=0; v=0; w=0; M1

=0; при y=0 и y=b – u=0; v=0; w=0; M2 =0.
Граничные условия удовлетворяются, если

выбрать выражение нормального прогиба в
виде
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Взаимное смещение точек пластины по оси x опре-
делим аналогично

оболочке, используя выражение (3) и граничные
условия (0) ( ) 0u u a= = :
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а по оси y - смещение v находим аналогично, используя
граничные условия (0) ( ) 0v v b= = , однако амплитудное
значение f2 задаем произвольно, т.к. края v(0) и v(b) не
нагружены, а жесткая связь с f3 справедлива только при
наличии внешней нагрузки на краях:

2sin sin 22
m x n y

v f
a b

" "
= . (18)

Энергия деформации пластины
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Из (19) получаем

Рис. 1. Зависимость 𝑵∗ от изменения отношений
L/R и R/h шарнирно опертой цилиндрической

оболочки
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Рис. 2. Зависимость 𝑵∗ от изменения отношений L/R и R/h
жестко заделанной цилиндрической оболочки
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Работа, произведенная сжимающими усилиями
при выпучивании пластины
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Выражение для ΔU принимает вид

22 2 112 232 2 3 42

2 2 22 82 22 211 12
3 126

m nm nf f f
a b a bh ab

ΔU
m n h m nf N

Eh a ba b

" "## " "

@
=

" # "# # " "

6 7 + 0 1 0 18 9=  +2 > 2 ÷3 4 3 48 9: ;
0 1

6 7  2 ÷ 0 1 0 18 9=  + + +2 > 2 ÷?2 ÷3 4 3 48 92 ÷: ;3 4

& ’0 1 0 1( (2 > 2 ÷3 4 3 4( (
) *6 70 1 0 1( (8 92 > 2 ÷( (3 4 3 48 9: ;+ ,

. (23)

Из условий 0

2

U
f

.!
=

.
; 0

3

U
f

.!
=

.
 получаем

22 2

2
2 222 (1 )21

2 26 112 3
2

m n

a b
N D

m n
m a bn

ba m n
a b

"
#

#

#

+

=?
0 1 0 1+ 2 > 2 ÷3 4 3 4 0 1=  2 ÷3 4 6 7 0 1 0 18 9+2 > 2 ÷3 4 3 48 9: ;

6 70 1 0 18 92 > 2 ÷3 4 3 48 9: ;

0 1
2 ÷3 4

,

где ( )
3

212 1

Eh
D

#
=

 
. (24)

Анализируя выражение (25), видим, что наимень-
шее значение 𝑁∗ будет получено, если n = 1, так как с
увеличением n числитель возрастает намного быстрее
знаменателя. Таким образом, выражение для критиче-
ского значения сжимающей нагрузки шарнирно опёр-
той пластины получает вид:

22 2
2 2

2 22 121 (1 )1
26 112 3

2

mb a
a mbD D

N k
ab b
mb mb

a

" "

# #

#

6 70 1 0 18 9+2 > 2 ÷3 4 3 48 9: ;= =?  +0 1=  2 ÷3 4 6 7 0 18 9+2 ÷3 48 9: ;

.  (25)

На рис. 3. представлены результаты расчетов коэф-
фициентов k1иk при ν = 0,3 (k - коэффициент, получен-
ный Брайаном), которые показывают, что формула (25)
более точно описывает процесс выпучивания шарнирно
опертой пластины, т. к. энергетический метод дает при-
ближение сверху, а результаты расчетов ниже.

В данном случае граничные условия на краях

должны быть: при x=0 и x=a – u=0; v=0; w=0 и 0
w

x

.
=

.
;

при y=0 и y=b – u=0; v=0; w=0 и момент M2 =0.
Эти граничные условия удовлетворяются, если

2sin sin
3

m x n y
w f

a b

" "
= ; 4sin sin 22

m x n y
v f

a b

" "
= ;

1 2 2sin 4 sin38

m m x n y
u f

a a b

" " "
/  . (26)

Аналогично выше рассмотренному получаем

2 232 24 2
4

2 22 2 21 (1 )1
224

60 2(1 ) 7

mb a
D Da mbN k

ab b
mb mb

a

" "

# #

#

0 1 0 1+ +2 > 2 ÷3 4 3 4
= =?  +0 1=  2 ÷3 4 6 70 18 9 +2 ÷3 48 9: ;

. (27)

При решении задачи энергетическим методом, но
традиционным способом, когда потенциальная энергия
изгиба приравнивается работе внешних сил и не учиты-
вается изменение внешней нагрузки при выпучивании
пластины, получаем:

2 22 234 22 24 21
D Dmb aN k

a mbb b

" "6 70 1 0 18 9= + + =2 > 2 ÷? 3 4 3 48 9: ;
.  (28)

На рис.4. представлены результаты расчетов коэф-
фициентов k2 и k21 при ν=0,3. Из графиков видно, что
приведенное решение дает критические нагрузки ниже
полученных путем приравнивания энергии изгиба ра-

боте внешних сил. Максимальная погрешность состав-
ляет 12,5%.

Сравнение полученных результатов с решением [5]
на основе дифференциального уравнения изгиба жест-

Рис. 3. Графики изменения коэффициентов k1 и k
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ких пластинок, показывает, что они ниже для коротких
пластинок и выше для пластинок с a/b > 2.

Пластина с нагруженными шарнирно опер-
тыми и ненагруженными защемленными краями

В этом случае граничные условия на краях должны
быть: при x=0 и x=a – u=0; v=0; w=0 и момент M1 =0; при

y=0 и y=b – u=0; v=0; w =0 и 0
w

y

.
=

.
. Эти граничные усло-

вия удовлетворяются, если

2sin sin ;
3

m x n y
w f

a b

" "
= 2sin sin 4 ;2

m x n y
v f

a b

" "
=

1 2 4sin 2 sin34

m m x n y
u f

a a b

" " "
/  . (29)

2 216 82 2
3 3

2 22 2 32(1 ) (1 )1
27 135 12

2

mb a
D Da mbN k

ab b
mb mb

a

" "

# #

#

0 1 0 1+ +2 > 2 ÷3 4 3 4
= =?  +0 1=  2 ÷3 4 6 7 0 18 9+2 ÷3 48 9: ;

. (30)

При не учете изменения внешней нагрузки и при-
равнивании потенциальной энергии изгиба работе
внешних сил приводит к следующим результатам

2 22 216 8
2 23 3 31
D Dmb aN k

a mbb b

" "0 1 06 7
8 91= + + =
82 > 2 ÷? 3 4 9;4: 3

.  (31)

На рис. 5 представлены результаты расчетов коэф-
фициентов k3 и k31 при ν=0,3.

Найденные критические нагрузки ниже критиче-
ских нагрузок, полученных из решения энергетическим
методом без учета изменения внешней нагрузки и пу-
тем решения дифференциального уравнения изгиба
жесткой пластины. Максимальная погрешность состав-
ляет 15,8% и 10,3% соответственно.

Для практических расчетов пластин с отношением
сторон a/bA0,7 можно рекомендовать формулу:

2 26, 9N D b"=? . (32)

Пластина жестко защемлена по всем кромкам
В этом случае граничные условия имеют вид:

при x=0 и x=a – u=0; v=0; w=0; 0
w

x

.
=

.
; при y=0 и y=b –

u=0; v=0; w=0; 0
w

y

.
=

.
.

Они удовлетворяются если

2 2sin sin
3

m x n y
w f

a b

" "
= ; 4sin sin 42

m x n y
v f

a b

" "
= ;

1 2 4sin 4 sin38

m m x n y
u f

a a b

" " "
/  . (33)

2 2
2

2 23
2 2 2421 (1 )

1 214 1
4900 1

4

2

mb a

a mbD D
N k

b ba

mb mb

a

" "

# #

#

+ +

= =?
 +

=  
 

+

6 70 1 0 18 92 > 2 ÷3 4 3 48 9: ;
0 1
2 ÷3 4 6 70 18 92 ÷3 48 9: ;

. (34)

При решении энергетическим методом, без учета
изменения внешней нагрузки при выпучивании пла-
стины, получаем

2 22 22
2 241 4

3

D mb a D
N k

a mbb b

" "
= + + =?

6 70 1 0 18 92 > 2 ÷3 4 3 48 9: ;
.  (35)

На рис. 6 представлены результаты расчетов коэф-
фициентов k4 и k41 при ν = 0,3

Полученное решение дает критические нагрузки
ниже критических нагрузок, полученных путем прирав-
нивания энергии изгиба работе внешних сил (макси-
мальная погрешность составляет 9,7%) и больше по
сравнению с решением на основе дифференциального
уравнения изгиба жестких пластинок.

Вывод: предложенный подход даёт хорошие резуль-
таты и при решении задач устойчивости пластин.

Шарнирно опертый стержень, нагруженный
силой P

1 2 sin 2 ;
4

m m x
u f

L L

" "
/  nsi ;

m x
w f

L

"
=

2
.P EJ

L

"
=?
0 1
2 ÷3 4   (36)

Формула (37) полностью совпадает с формулой Эй-
лера.

Жестко заделанный стержень

1 2 sin 4
8

m m x
u f

L L

" "
/  ; 2sin

m x
w f

L

"
= ;

Рис. 4. Графики изменения коэффициентов k2 и k21
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Рис. 5. Графики изменения коэффициентов k3 и k31
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Рис. 6. Графики изменения коэффициентов k4 и k41
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2
4P EJ
L

"
=?

0 1
2 ÷3 4 . (37)

Формула (37) полностью совпадает с решениями
полученными другими авторами, что подтверждает
правомочность предложенного подхода и в этом случае.

6. Основные результаты
1.Получены новые формулы, позволяющие вычис-

лять теоретические значения критических нагрузок ци-
линдрических оболочек и прямоугольных пластин близ-
кие к экспериментальным данным.

2. Установлена зависимость относительных крити-
ческих значений осевой сжимающей нагрузки 𝑁ഥ∗ оболо-
чек и от отношения радиуса оболочки к ее толщине R/h,
и отношения длины оболочки к ее радиусу L/R (при ре-
шении в классической постановке 𝑁ഥ∗ = 1.

3. Показана большая зависимость осевых критиче-
ских нагрузок цилиндрических оболочек от граничных
условий.

7. Выводы
1. Полученные формулы можно использовать для

вычисления осевых критических нагрузок оболочек и
пластин.

2. Предлагаемый подход может приблизить иссле-

дователей к решению проблемы устойчивости и несу-
щей способности в целом инженерных конструкций.
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Рис. 7. Итоговый график изменения
коэффициентов k1, k2, k3, k4
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