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перетворення вiнерового процесу. Застосовуються гладке перетворення фазового простору
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ВСТУП

Нехай (ξ(t))t≥0 — строго маркiвський процес зi значеннями в (Rm,B) вiдносно де-
якого потоку σ-алгебр (Ft)t≥0, де m ∈ N, B — σ-алгебра борелевих пiдмножин R

m. Вва-
жатимемо, що процес ξ однорiдний i P(t, x, Γ), t ≥ 0, x ∈ R

m, Γ ∈ B — його ймовiрнiсть
переходу. Такий процес називається дифузiйним, якщо виконуються наступнi умови. На-
самперед, при всiх ε > 0, x ∈ R

m

lim
t↓0

1
t

∫

|y−x|>ε
P(t, x, dy) = 0.

Крiм того, iснують такi функцiї a : R
m → R

m та b : R
m → L+

s (R
m) (тут L+

s (R
m) —

множина симетричних додатно визначених квадратичних матриць розмiру m × m), що
при всiх x, θ ∈ R

m i деякому ε > 0 мають мiсце рiвностi:

lim
t↓0

1
t

∫

|y−x|≤ε
(y − x, θ)P(t, x, dy) = (a(x), θ), lim

t↓0

1
t

∫

|y−x|≤ε
(y − x, θ)2P(t, x, dy) = (b(x)θ, θ),

де (·, ·) означає скалярний добуток в R
m. При цьому, функцiю a(x) називають вектором

переносу, функцiю b(x) — матрицею (оператором) дифузiї, а їх сукупнiсть — локаль-
ними характеристиками дифузiйного процесу ξ(t). Є значна бiблiографiя, присвячена
дифузiйним процесам, починаючи вiд роботи А. М. Колмогорова [1]. Рiзноманiтнi пита-
ння теорiї дифузiйних процесiв розглядались в роботах М. I. Портенка [2, 3, 4].

Якщо a(x) ≡ 0, b(x) ≡ I (I — одинична матриця), то ξ(t) є вiнеровим процесом, який
далi позначатимемо w(t).
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Нехай задана деяка вимiрна функцiя f : R
m → R

m. Випадковий процес f (ξ(t)) є про-
цесом, одержаним з ξ(t) шляхом перетворення фазового простору. При певних умовах
на f випадковий процес η(t) є процесом Маркова.

Перетворення часу конструюватимемо наступним чином. Задавши додатну вимiрну
функцiю v : R

m → R, розглянемо набiр випадкових величин

τt = inf
{

s ≥ 0 :
∫ s

0
v(ξ(u)) du ≥ t

}
.

Випадковий процес (ξ(τt))t≥0 є маркiвським вiдносно потоку σ-алгебр Fτt i називатимемо
його таким, що одержаний з процесу ξ(t) шляхом випадкової замiни часу. Перетворення
маркiвських процесiв детально описанi в монографiї Є. Б. Динкiна [5]

Означення. Будемо казати, що однорiдний дифузiйний процес ξ(t)t≥0 в R
m породжений

вiнеровим, якщо iснує такий вiнерiв процес (w(t))t≥0 в R
m, що ξ(t) може бути одержа-

ний з w(t) послiдовним застосуванням до останнього перетворень фазового простору та
випадкової замiни часу в розумiннi збiжностi локальних характеристик одержаного про-
цесу та процесу ξ(t).

Вiдомо (див., наприклад, [4]), що в одновимiрному випадку (m = 1) за умови локаль-
ної iнтегровностi функцiї b−1(x)a(x) вiдповiдний дифузiйний процес ξ(t) породжений
вiнеровим.

Метою даної роботи є вивчення умов породжуваностi дифузiйних процесiв вiнеровим
у випадках m ≥ 2.

1 ПЕРЕТВОРЕННЯ ПРОСТОРУ ТА ВИПАДКОВА ЗАМIНА ЧАСУ

1.1 Перетворення фазового простору

Нехай (ξ(t))t≥0 — дифузiйний процес з вектором переносу (a(x))x∈Rm та матрицею
дифузiї (b(x))x∈Rm , а f : R

m → R
m — двiчi неперервно диференцiйовна взаємно одно-

значна функцiя.
Позначимо через Uξ , Uη характеристичнi оператори процесiв ξ(t) та η(t) = f (ξ(t))

вiдповiдно. Для кожної двiчi неперервно диференцiйовної функцiї ϕ : R
m → R (див. [5]):

(Uξ ϕ)(x) =
1
2

Sp(b(x)∇2 ϕ(x)) + (a(x))T∇ϕ(x),

де ∇ϕ — ґрадiєнт функцiї ϕ, ∇2 ϕ — матриця других похiдних функцiї ϕ, символ Sp
означає слiд — суму дiагональних елементiв — матрицi. Тут i далi домовимось вважати
всi вектори стовпчиками.

Для деякого x ∈ R
m розглянемо послiдовнiсть околiв Un (n = 1, 2, . . .) точки x, яка

збiгається до x, що позначатимемо Un ↓ x, n → ∞. Тодi з неперервностi та взаємно одно-
значностi функцiї f випливає, що f−1(Un) ↓ f−1(x), n → ∞, де, як звичайно, f−1(U)

означає прообраз множини U ⊂ R
m при перетвореннi f .

Нехай τn — момент першого виходу дифузiйного процесу ξ(t) з околу f−1(Un) точки
f−1(x). Якщо τ̂n — момент першого виходу маркiвського процесу η(t) = f (ξ(t)) з околу
Un точки x, то, очевидно, τ̂n = τn.
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За означенням (Uξ ϕ)(x) = lim
n→∞

Ex ϕ(ξ(τn))− ϕ(x)

Exτn
, де Ex — символ умовного матема-

тичного сподiвання при умовi ξ(0) = x.
Для процесу η(t) маємо

(Uη ϕ)(x)= lim
n→∞

Ex ϕ( f (ξ(τ̂n)))− ϕ(x)

Ex τ̂n
= lim

n→∞

E f −1(x)ϕ( f (ξ(τn)))− ϕ(x)

E f −1(x)τn
= (Uξ ϕ( f ))( f−1(x))

Безпосереднi обчислення дозволяють стверджувати, що для кожної двiчi диференцi-
йовної функцiї ϕ

(Uη ϕ)(x) =
1
2

Sp
[
((∇ f )T b∇ f )( f−1(x))∇2 ϕ(x)

]
+
[
(∇ f )T a +

1
2

Sp (b∇2 f )
]
( f−1(x))∇ϕ(x).

(1)
Зауважимо, що ∇ f є матрицею ґрадiєнтiв (складених у стовпчики) елементiв вектор-

ної функцiї f , а ∇2 f — набiр (вектор) матриць других похiдних елементiв цiєї ж функцiї.
Саме на цi матрицi множиться матриця b в другому доданку формули (1) i обчислюється
слiд одержаних матриць.

Отже, випадковий процес η(t) є дифузiйним з вектором переносу

[
(∇ f )T a +

1
2

Sp (b ∇2 f )

]
( f−1(x))

та матрицею дифузiї [
(∇ f )T b∇ f

]
( f−1(x)).

Застосуємо тепер описане перетворення до вiнерового процесу w(t). Для нього, як
уже згадувалось, a(x) ≡ 0, b(x) ≡ I. Тодi характеристичний оператор процесу η(t) =

f (w(t)) матиме вигляд

(Uη ϕ)(x) =
1
2

Sp
[
((∇ f )T∇ f )( f−1(x))∇2 ϕ(x)

]
+

1
2
(∆ f )T( f−1(x))∇ϕ(x), (2)

де ∆ f — результат (вектор) дiї оператора Лапласа на елементи векторної функцiї f .

1.2 Випадкова замiна часу

Розглянемо адитивний функцiонал ϕt =
∫ t

0
v(ξ(s)) ds вiд дифузiйного процесу ξ(t),

де (v(x))x∈Rm — додатна неперервна функцiя. Побудуємо новий процес η(t) = ξ(τt), де
τt = inf {s ≥ 0 : ϕs ≥ t}. Вiдомо [5], що мiж характеристичними операторами процесiв
ξ(t) та η(t) iснує зв’язок

(Uη ϕ)(x) =
1

v(x)
(Uξ ϕ)(x), (3)

причому областi визначення обох операторiв спiвпадають.
Таким чином, якщо дифузiйний процес ξ(t) має локальнi характеристики a(x) та b(x),

то процес η(t) є дифузiйним з вектором переносу
1

v(x)
a(x) та матрицею дифузiї

1
v(x)

b(x).
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2 ДИФУЗIЙНI ПРОЦЕСИ, ПОРОДЖЕНI ВIНЕРОВИМ

Нехай (w(t))t≥0 — деякий вiнерiв процес в R
m. Розглянемо перетворення простору

R
m з допомогою деякої взаємно однозначної двiчi неперервно диференцiйовної функцiї

f : R
m → R

m. В роздiлi 1 встановлено, що η(t) = f (w(t)), t ≥ 0, є однорiдним дифузiйним
процесом.

Перетворення часу в одержаному процесi η(t) здiйснюємо шляхом випадкової замiни
часу з допомогою адитивного функцiоналу

∫ s
0 v2(η(u)) du з деякою числовою неперерв-

ною додатною функцiєю (v(x))x∈Rm . Тут вибрано функцiю v2 для зручностi подальших
викладок.

Як встановлено в роздiлi 1 (див. (2), (3)) локальними характеристиками одержаного

дифузiйного процесу є вектор переносу з елементами
1
2
(∆ fj)( f−1)

1
v2 та матриця дифузiї,

яка має елементи
[
(∇ fi)

T∇ fj

]
( f−1)

1
v2 , де 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ m.

Нехай задано функцiї a : R
m → R

m i b : R
m → L+

s (R
m). Виникає питання — чи можна

знайти такi функцiї f та v, для яких виконуються рiвностi (1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ m):

aj(x) =
1
2
(∆ fj)( f−1(x))

1
v2(x)

, bij(x) =
[
∇ fi(∇ fj)

T
]
( f−1(x))

1
v2(x)

? (4)

Позначимо через (σ(x))x∈Rm матрицю, для якої σTσ = b. Тодi система рiвнянь (4) в
матричнiй формi запишеться наступним чином:

∆ f = 2a( f )v2( f ), (5)

∇ f = σ( f )v( f ). (6)

Вона задає зв’язок мiж невiдомими функцiями f i v та локальними характеристиками
породженого вiнеровим процесу: вектором переносу a i матрицею дифузiї b = σTσ.

При m = 1 таку систему рiвнянь розв’язати вiдносно f i v легко. Пiсля нескладних
перетворень одержуємо

f−1(x) =
∫ x

0
exp

{
− 2

∫ y

0

a(z)

b(z)
dz
}

dy, v(x) =
exp

{
− 2

∫ x
0

a(z)
b(z)

dz
}

σ(x)
.

Дослiдимо iснування розв’язкiв системи (5), (6) у випадку m ≥ 2.
Для початку припустимо, що елементи матрицi σ(x) є принаймнi диференцiйовними.

Необхiдною умовою iснування розв’язку рiвняння (6) є потенцiальнiсть векторних полiв,
що є стовпчиками матрицi σ( f )v( f ) (нагадаємо, що f = f (x), x ∈ R

m), тобто, для всiх
1 ≤ i < k ≤ m, 1 ≤ j ≤ m

∂

∂xk
[σij( f )v( f )] =

∂

∂xi
[σkj( f )v( f )].

Звiдси, з врахуванням (6), одержуємо, що при всiх 1 ≤ i < k ≤ m, 1 ≤ j ≤ m

∑
l

(
σkjσil − σijσkl

) ∂ ln v

∂ul
= ∑

l

(
∂σij

∂ul
σkl −

∂σkj

∂ul
σil

)
, (7)
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де вважаємо σ = σ(u), v = v(u) (u ∈ R
m).

Система рiвнянь (7) є лiнiйною вiдносно ∂ ln v
∂ul

i має m2(m−1)
2 рiвнянь та m невiдомих.

Врахувавши рiвнiсть (6) та те, що ∆ f = div (∇ f ), з (5) одержуємо наступну систему
рiвнянь для невiдомих ∂ ln v

∂ul
, 1 ≤ l ≤ m:

∑
l

∑
i

σijσil
∂ ln v

∂ul
= 2aj − ∑

l
∑

i

σil

∂σij

∂ul
, 1 ≤ j ≤ m. (8)

Основна матриця системи (8) невироджена, оскiльки ∑i σijσil = (σTσ)jl = bjl . Тому (8)
завжди має єдиний розв’язок. Остаточно маємо, що функцiя v повинна задовольняти
системи рiвнянь (7) i (8).

Зауваження. Кiлькiсть невiдомих та кiлькiсть рiвнянь в системi (7) рiвнi тiльки при m=

2. Крiм того, ця система взагалi вiдсутня, якщо m = 1.
Випадок m ≥ 3 не дозволяє надiятись на iснування таких функцiй f i v, щоб дифузiй-

ний процес з їх допомогою був одержаний з вiнерового.
Вже при m = 3 система рiвнянь (7) мiстить дев’ять рiвнянь з трьома невiдомими. Крiм

того ранг розширеної матрицi цiєї системи дорiвнює 4, якщо ж тiльки система не є то-
тожно однорiдною. Це можливо, наприклад, за умови сталої матрицi дифузiї. Але тодi
v(x) ≡ const i з системи (8) одержуємо, що a(x) ≡ 0.

Тому зосередимся на розглядi випадку m = 2. Основна матриця системи (7) при цьо-

му має вигляд
(

0 −δ

δ 0

)
, де δ = det σ 6= 0, бо b = σTσ ∈ L+

s (R
2). Тому система (7) має

єдиний розв’язок. Цей розв’язок повинен бути розв’язком системи (8), яка, як зазнача-
лось вище, завжди має єдиний розв’язок. Звiдси одержуємо умови iснування спiльного
розв’язку систем (7) та (8):

aj(u) =
1
2

(
∑

l
∑

i

σijσilαl + ∑
i

∑
l

σil

∂σij

∂ul

)
(u), 1 ≤ j ≤ m, u ∈ R

m, де α(u) = ∇ ln v(u). (9)

Припустивши iснування других похiдних елементiв матрицi σ(x), запишемо умову
iснування функцiї v, для якої виконувалася б рiвнiсть (9):

∂

∂u1
α2 =

∂

∂u2
α1. (10)

Зауважимо, що iз системи (7) випливають рiвностi

α1 =
1
δ

(
σ22

∂σ12

∂u2
− σ12

∂σ22

∂u2
+ σ21

∂σ12

∂u1
− σ11

∂σ22

∂u1

)
,

α2 =
1
δ

(
−σ22

∂σ11

∂u2
+ σ12

∂σ21

∂u2
− σ21

∂σ11

∂u1
+ σ11

∂σ21

∂u1

)
,

якi пiсля деяких перетворень можна записати у виглядi

α = σ−1div(σ)−∇ ln δ, (11)

де div(σ) означає стовпчик дiвергенцiй рядкiв матрицi σ. При виконаннi умови (10) зна-
йдеться така єдина функцiя v(u) = exp{V(u)}, що задовольняє системи рiвнянь (7) i (8).
Тут V — потенцiал (потенцiального згiдно (10)) векторного поля α.
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Нехай надалi виконується умова (10) з α, що задається рiвнiстю (11). Тодi з рiвняння (6),
врахувавши рiвнiсть (∇ f )( f−1) = (∇ f−1)−1, яка доводиться безпосереднiм обчисленням,
одержимо

∇ f−1(x) =
1

v(x)
(σ(x))−1. (12)

Умовою iснування розв’язку рiвняння (12) є, як не складно перевiрити, рiвнiсть (11). От-
же, можемо записати f−1(x) = F(x), де Fj(x) (j = 1, 2) — потенцiал j-ого стовпчика ма-

трицi
1
v

σ−1.

Залишилось зауважити, що за побудовою функцiя f задовольняє крiм рiвняння (6) ще
i рiвняння (5). Таким чином, ми можемо сформулювати основний результат цiєї роботи.

Теорема. Нехай дифузiйний процес (ξ(t))t≥0 має вектор переносу a(x) та матрицю ди-
фузiї b(x) = (σ(x))T σ(x) (x ∈ R

2), причому елементи матрицi σ(x) є двiчi диференцiйов-
ними функцiями. Якщо функцiї a(x) i σ(x) пов’язанi спiввiдношенням (9) та має мiсце
умова (10) з врахуванням (11), то випадковий процес ξ(t) є породженим вiнеровим про-
цесом.

Розглянемо приклад дифузiйного процесу, для якого не складно знайти вiдповiднi
перетворення вiнерового процесу.

Приклад. Нехай матриця дифузiї дiагональна, тобто b(x, y) =

(
r2(x, y) 0

0 s2(x, y)

)
, де r

i s — додатнi двiчi диференцiйовнi функцiї. Тодi умова (10) має вигляд

(
r

∂2r

∂x∂y
−

∂r

∂x

∂r

∂y

)
1
r2 =

(
s

∂2s

∂x∂y
−

∂s

∂x

∂s

∂y

)
1
s2

або ж
∂2

∂x∂y
ln

r

s
= 0, звiдки одержуємо ln

r

s
= ϕ(x) + ψ(y), де ϕ(x) i ψ(y) — довiльнi дифе-

ренцiйовнi функцiї, або
r(x, y)

s(x, y)
= eϕ(x)eψ(y). Отже, матриця дифузiї може бути записана

у виглядi

b(x, y) = s2(x, y)

(
e2ϕ(x)e2ψ(y) 0

0 1

)
.

Iз спiввiдношення (9) випливає, що вектор переносу повинен дорiвнювати

a(x, y) =
1
2

s2(x, y)

(
e2(ϕ(x)+ψ(y))ϕ′(x)

−ψ′(y)

)
.

При таких локальних характеристиках даного дифузiйного процесу одержуємо пред-
ставлення функцiї v

∇ ln v(x, y) =

(
− ∂

∂x ln s(x, y)

− ∂
∂y ln s(x, y)− ψ′(y)

)
.

Тому ln v(x, y) = − ln s(x, y)− ψ(y) i v(x, y) =
e−ψ(y)

s(x, y)
.
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Рiвняння для функцiї f тепер приймає вигляд ∇ f−1(x, y) =

(
e−ϕ(x) 0

0 eψ(y)

)
. Звiдси

(
f−1(x, y)

)T
=

( ∫ x

0
e−ϕ(u)du + C,

∫ y

0
eψ(u)du + K

)
, де C i K — деякi сталi. Через iнва-

рiантнiсть вiнерового процесу вiдносно зсуву, можемо взяти C = K = 0. Таким чином
функцiя f задовольняє систему рiвнянь

∫ f1(x,y)

0
e−ϕ(u)du = x,

∫ f2(x,y)

0
eψ(u)du = y . (13)

Зауважимо, що iз (13) випливає правильнiсть наступних рiвностей f1(x, y) = g1(x),
f2(x, y) = g2(y). Тобто перетворення фазового простору вiнерового процесу потрiбно
здiйснювати покоординатно. Крiм того легко зрозумiти, що xg1(x) > 0, yg2(y) > 0 при
всiх x, y ∈ R \ {0}, а g1(0) = g2(0) = 0.
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The article concerns the possibility of making a diffusion process in R
m by converting the Wiener

process. Here we apply a smooth transformation of phase space and random time substitution with
the help of additive functional of integral type.
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В работе рассматривается вопрос возможности построения диффузионного процесса в R
m

путем преобразования винеровскового процесса. Применяются гладкое преобразование фа-
зового пространства и случайная замена времени с помощью аддитивного функционала ин-
тегрального типа.
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