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ЛУКАШЕНКО М.П.

КIЛЬЦЯ З НIЛЬПОТЕТНИМИ ДИФЕРЕНЦIЮВАННЯМИ IНДЕКСIВ ≤ 2

Встановлено, що в напiвпервинному кiльцi всi диференцiювання (вiдповiдно внутрiшнi ди-

ференцiювання) нiльпотентнi тодi i тiльки тодi, коли воно диференцiйно тривiальне (вiдповiд-

но комутативне). Радикал Джекобсона кiльця з нiльпотентними диференцiюваннями iндексiв

≤ 2 мiстить всi нiльпотентнi елементи кiльця.
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1 ВСТУП

Нехай надалi R — асоцiативне кiльце з одиницею 1. Вiдображення d : R → R називає-

ться диференцiюванням кiльця R, якщо

d(a + b) = d(a) + d(b) та d(ab) = d(a)b + ad(b)

для будь-яких a, b ∈ R. Множину всiх диференцiювань кiльця будемо позначати симво-

лом DerR. Зрозумiло, що нульове вiдображення

0R : R ∋ r 7→ 0 ∈ R

є диференцiюванням, тобто 0R ∈ DerR. Множина DerR — кiльце Лi стосовно операцiй

поточкового додавання ” + ” та поточкового множення Лi ”[−,−]”. Якщо DerR = {0R},

то кiльце R будемо називати диференцiйно тривiальним [1]. Якщо a, x ∈ R, то правило

∂a(x) = ax − xa = [a, x]

визначає диференцiювання кiльця R, яке прийнято називати внутрiшнiм диференцiю-

ванням R, породженим елементом a.

Низка робiт присвячена дослiдженню рiзних аспектiв нiльпотентностi, пов’язаних з

диференцiюваннями (див. [4], [7]). Нагадаємо, що диференцiювання d ∈ DerR називає-

ться нiльпотентним, якщо dn = 0R для деякого додатнього цiлого числа n. Найменше

таке n прийнято називати iндексом нiльпотентностi диференцiювання d.

Нами встановлено такi результати.

Твердження 1. Нехай R — кiльце вiльне вiд 2-скруту, всi диференцiювання якого нiль-

потентнi iндексу нiльпотентностi ≤ 2. Тодi:
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(i) всi його нiльпотентнi елементи мiстяться в радикалi Джекобсона J(R),

(ii) якщо J(R) = 0, то R диференцiйно тривiальне.

Нагадаємо, що кiльце R називається первинним, якщо для будь-яких a, b ∈ R справ-

джується iмплiкацiя

aRb = 0 ⇒ a = 0 або b = 0.

Кiльце R називається напiвпервинним, якщо воно не мiстить жодного ненульового нiль-

потентного iдеала [6]. Нехай n — додатне цiле число. Кiльце R називається вiльним вiд

n-скруту, якщо для кожного x ∈ R справджується iмплiкацiя

nx = 0 ⇒ x = 0.

Теорема 1. Нехай R — напiвпервинне кiльце. Якщо всi диференцiювання (вiдповiдно

внутрiшнi диференцiювання) кiльця R нiльпотентнi, то R диференцiйно тривiальне (вiд-

повiдно комутативне).

Надалi в роботi: p — просте число; [A, B] = {ab − ba|a ∈ A, b ∈ B} — взаємний кому-

тант пiдмножин A, B ⊆ R; C(R) — комутаторний iдеал кiльця. Iншi позначення i факти

можна знайти в [5] i [6].

2 ЕЛЕМЕНТАРНI ВЛАСТИВОСТI

Лема 1. Нехай R — кiльце, d ∈ DerR. Якщо d2 = 0R, то 2d(x)d(y) = 0 для будь-яких

x, y ∈ R.

Доведення. Справдi, для довiльних x, y ∈ R встановлюємо

0 = d2(xy) = d(d(x)y + xd(y)) = d2(x)y + d(x)d(y) + d(x)d(y) + xd2(y) = 2d(x)d(y).

Лема 2. Нехай R — кiльце, всi диференцiювання якого нiльпотентнi iндексiв ≤ 2, d, δ ∈

DerR та a ∈ R. Тодi:

(i) dδ = −δd,

(ii) якщо 2[R, R] = 0, то d(R) ⊆ Z(R),

(iii) [a, d(a)] = 0,

(iv) d(e) = 0 для будь-якого iдемпотента e ∈ R (а тому кожен iдемпотент є центральним

в R),

(v) кожен R-пiдмодуль A iз DerR — iдеал кiльця Лi DerR,

(vi) δ(Z(R))d(R) = 0,

(vii) 3[R, d(R)] = 0, [R, d(R)]2 = 0 та 3d([R, R]) = 0,

(viii) [d(R), d(R)] = 0,
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(ix) якщо R — комутативне кiльце, то (ad(a))2 = 0.

Доведення. Нехай всюди нижче x, a ∈ R.

(i) Знаходимо, що

0 = (d + δ)2(x) = (d + δ)(d(x) + δ(x))

= d2(x) + (dδ)(x) + (δd)(x) + δ
2(x) = (dδ)(x) + (δd)(x),

тобто dδ = −δd.

(ii) Iз рiвностей

[x, d(a)] = xd(a)− d(a)x = ∂x(d(a)) = −d(∂x(a)) = −d(xa − ax)

= −d(x)a − xd(a) + d(a)x + ad(x)

випливає, що

2[x, d(a)] = 2(xd(a) − d(a)x) = ad(x)− d(x)a. (1)

Якщо 2[R, R] = 0, то d(x) ∈ Z(R).

(iii) Покладаючи в (1) x = a, отримуємо, що [a, d(a)] = 0.

(iv) Оскiльки d(e) = d(e2) = d(e)e + ed(e), то ed(e)e = 0. Застосовуючи (iii), робимо

висновок, що d(e) = 0.

(v) Нехай θ ∈ A. Позаяк [θ, δ] = 2θδ, то

[θ, δ](R) ⊆ 2θ(δ(R)) ⊆ 2θ(R) ⊆ θ(R),

тобто

[θ, δ] ⊆ Rθ ⊆ A.

(vi) Нехай c ∈ Z(R). Тодi композицiя

d(cδ) = −(cδ)d

кососиметрична, а, отже, для будь-якого елемента x ∈ R маємо

d(c)δ(x) + c(dδ)(x) = −c(δd)(x) = c(dδ)(x).

Як наслiдок,

d(c)δ(x) = 0.

(vii) З огляду на властивiсть (ii),

−d(x)a − xd(a) + d(a)x + ad(x) = −d(xa − ax) = −(d∂x)(a) = (∂xd)(a) = xd(a)− d(a)x,

а тому

2(xd(a) − d(a)x) = ad(x)− d(x)a. (2)

Подiбним чином до (1), отримуємо

xd(a)− d(a)x = 2(ad(x) − d(x)a). (3)

Тодi з (2) та (3) випливає, що

3[a, d(x)] = 0. (4)

Сумуючи (2) та (3) отримуємо, що 3[x, d(a)] = 3[a, d(x)], а звiдси 3d([x, a]) = 0. За лемою 1,

2[R, d(R)]2 = 0, звiдки на основi (4) отримуємо стверджуване.

(viii) Справдi,

0 = −(d2
∂x)(a) = d(∂x(d(a))) = d(xd(a) − d(a)x)

= d(x)d(a) + xd2(a)− d2(a)x − d(a)d(x) = [d(x), d(a)].

(ix) Якщо R — комутативне кiльце, то ad ∈ DerR, i залишається застосувати власти-

вiсть (vi).
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3 ДОВЕДЕННЯ

Наслiдок 1. Нехай R — кiльце, всi диференцiювання якого нiльпотентнi iндексiв нiльпо-

тентностi ≤ 2, та d, δ ∈ DerR. Тодi:

(i) якщо R вiльне вiд 2-скруту, то композицiя dδ ∈ DerR,

(ii) якщо R вiльне вiд 3-скруту, то d(R) ⊆ Z(R), d([R, R]) = 0 та група одиниць U(R)

нiльпотентна ступеня ≤ 2.

Доведення. (i) Оскiльки

dδ + δd = d2 + dδ + δd + δ
2 = (d + δ)2 = 0 ∈ DerR

та dδ − δd = [d, δ] ∈ DerR, то 2dδ ∈ DerR, а тому dδ — диференцiювання.

(ii) Випливає з леми 2 (vii) та теореми з [3].

Доведення твердження 1.

Доведення. (i) Нехай x ∈ R та x2 = 0. Тодi для будь-якого елемента a ∈ R маємо

0 = ∂
2
x(a) = ∂x(xa − ax) = x(xa − ax)− (xa − ax)x = x2a − xax − xax + ax2 = −2xax. (5)

З огляду на те, що R вiльне вiд 2-скруту, отримуємо xaxt = 0 для будь-якого t ∈ R, а тому

(xR)2 = 0. Це означає, що x ∈ xR ⊆ J(R).

(ii) Випливає з огляду на лему 1.

Нехай надалi P(R) — це перетин всiх первинних iдеалiв кiльця R. Як вiдомо (див. [6]),

P(R) — нiль-iдеал в R.

Лема 3 (див. [6], §3.2, Твердження 2). В напiвпервинному кiльцi R первинний радикал

P(R) = 0 нульовий.

Наслiдок 2. Якщо R — кiльце, всi внутрiшнi диференцiювання якого нiльпотентнi, то

C(R) ⊆ P(R) ∩ J(R)

Доведення. Якщо x ∈ R та P — первинний iдеал в R, то

∂
n
x̄ = 0̄

для x̄ = x + P ∈ R/P та деякого цiлого додатнього числа n. За теоремою 3 iз [2], фактор-

кiльце R/P комутативне, а тому C(R) ⊆ P(R).

Наслiдок 3. Якщо R — регулярне кiльце з нiльпотентними диференцiюваннями (вiдпо-

вiдно нiльпотентними внутрiшнiми диференцiюваннями), то R диференцiйно тривiаль-

не (вiдповiдно комутативне).

Доведення. За наслiдком 2,

C(R) ⊆ J(R)

— нiль-iдеал в R. Оскiльки радикал Джекобсона не мiстить нетривiальних iдемпотентiв,

то J(R) = 0. Тодi R — комутативне кiльце. Решта випливає з огляду на наслiдок 1.
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Наслiдок 4. Нехай R — кiльце, що є антисингулярним правим R-модулем. Якщо всi вну-

трiшнi диференцiювання нiльпотентнi iндексiв нiльпотентностi ≤ 2, то кiльце R комута-

тивне.

Доведення теореми 1. Оскiльки будь-яке внутрiшнє диференцiювання нiльпотентне,

то для кожного x ∈ R знайдеться таке додатнє цiле число n = n(x), що

∂
n
x(a) = 0

для всiх a ∈ R, тобто

[· · · , [[a, x], x] · · · , x
︸ ︷︷ ︸

n разiв

] = 0.

За теоремою 3 iз [2], кiльце R комутативне. Тодi з огляду на лему 2 (ix)

aδ(a) = 0

для всiх a ∈ R, що неможливо. Отже, R — диференцiйно тривiальне кiльце. �
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Lukashenko M.P. Rings with nilpotent derivations of index ≤ 2. Carpathian Math. Publ. 2014, 6 (1),

91–95.

We prove that a semiprime ring with nilpotent derivations (respectively inner derivations) is

differentially trivial (respectively commutative). The Jacobson radical J(R) of a ring R with nilpotent

derivations contains all its nilpotent elements.
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Доказано, что в полупервичном кольце все дифференцирования (соответственно внутрен-

ние дифференцирования) нильпотентны тогда и только тогда, когда оно дифференциально

тривиальное (соответсвенно коммутативное). Радикал Джекобсона кольца с нильпотентными

дифференцированиями индексов ≤ 2 содержит все нильпотентные элементы кольца.

Ключевые слова и фразы: дифференцирование, полупервичное кольцо.


