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ФУНКЦIЇ ЗI ЗВ’ЯЗНИМ ГРАФIКОМ ТА B1-РЕТРАКТИ

Пiдмножина E топологiчного простору X називається B1-ретрактом цього простору, якщо
iснує вiдображення r : X → E, яке є поточковою границею послiдовностi неперервних вiдобра-
жень rn : X → E, i таке, що r(x) = x для всiх x ∈ E. Доводиться, що графiк функцiї f : R → Y,
де простiр Y — це об’єднання зростаючої послiдовностi континуумiв, є B1-ретрактом добутку
R ×Y тодi i тiльки тодi, коли функцiя f неперервна.

Ключовi слова i фрази: B1-ретракт, H1-ретракт, функцiя першого класу Бера, функцiя з лi-
нiйно зв’язним графiком.
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ВСТУП

Нехай P — деяка властивiсть вiдображень. Сукупнiсть усiх вiдображень мiж тополо-
гiчними просторами X i Y, якi мають властивiсть P, ми позначаємо через P(X, Y). Симво-
лом C ми позначаємо властивiсть неперервностi.

Вiдображення f : X → Y, де X i Y — топологiчнi простори, називається

• вiдображенням першого класу Бера, f ∈ B1(X, Y), якщо iснує така послiдовнiсть непе-
рервних вiдображень fn : X → Y, що fn(x) → f (x) для всiх x ∈ X;

• вiдображенням першого класу Лебеґа, f ∈ H1(X, Y), якщо множина f−1(G) є типу Fσ в
X для довiльної вiдкритої в Y множини G.

Пiдмножину E топологiчного простору X назвемо P-ретрактом простору X, якщо
iснує таке вiдображення r ∈ P(X, E), що r(x) = x для всiх x ∈ E. При цьому вiдобра-
ження r називається P-ретракцiєю простору X на E. Якщо вiдображення r неперервне, то
E називається просто ретрактом простору X (див. [1]).

Властивостi H1- i B1-ретрактiв дослiджувалися в [3] i [4]. Так, в [3] була встановлена
наступна характеризацiя H1-ретрактiв повнометризовних просторiв.

Теорема 1. Множина E є H1-ретрактом повнометризовного простору X тодi i тiльки тодi,
коли E є типу Gδ в X.

В [4] було показано, що B1-ретракт метризовного простору є множиною типу Gδ, а
довiльний B1-ретракт зв’язного простору є зв’язним. Проте, анi локальна зв’язнiсть, анi
лiнiйна зв’язнiсть вже не зберiгаються B1-ретракцiями (див. [4, Приклад 4.2]).

Також в [4] був отриманий такий результат.
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Теорема 2. Нехай X — повнометризовний простiр i E ⊆ X — лiнiйно зв’язна i локально
лiнiйно зв’язна Gδ-множина. Тодi E є B1-ретрактом простору X.

Зауважимо, що кожна B1-ретракцiя топологiчного простору X на метризовний про-
стiр E є також H1-ретракцiєю (див., наприклад, [2, Лема 2.7]). Обернене твердження не
вiрне навiть для зв’язних Gδ-множин E ⊆ R

2. Так, в [4] був наведений приклад функцiї
f : [0, 1] → [−1, 1], графiк якої є зв’язною Gδ-пiдмножиною (а значить, H1-ретрактом)
добутку [0, 1]× [−1, 1], але не є B1-ретрактом простору [0, 1]× [−1, 1].

У зв’язку з цим природно постає задача про опис функцiй f : R → R, графiки яких
є B1-ретрактами площини R

2. В цiй статтi ми доводимо, що графiк функцiї f : R →

Y, де простiр Y — це об’єднання зростаючої послiдовностi континуумiв, є B1-ретрактом
добутку R × Y тодi i тiльки тодi, коли функцiя f неперервна.

ОСНОВНI РЕЗУЛЬТАТИ

Нехай f — деяке вiдображення топологiчного простору X у топологiчний простiр Y.
Графiк вiдображення f ми позначаємо через Γ f . Для всiх x ∈ X покладемо

γ f (x) = (x, f (x)).

Зрозумiло, що Γ f = γ f (X). Крiм того, зауважимо, що вiдображення f : X → Y неперерв-
не тодi i тiльки тодi, коли неперервне вiдображення γ f : X → Γ f .

Сукупнiсть всiх функцiй f : X → Y, графiки яких є P-ретрактами добутку X × Y, ми
будемо позначати через ΓP(X, Y).

У свiтлi теореми 2 виникає питання, чи кожна функцiя f : R → R з лiнiйно зв’язним
графiком належить до класу ΓB1(R, R)? Покажемо, що вiдповiдь на це позитивна.

Нагадаємо, що вiдображення f мiж топологiчними просторами X та Y має властивiсть

Дарбу, якщо образ f (C) довiльної зв’язної множини C ⊆ X є зв’язною множиною в Y.

Лема 1. Якщо iснує бiєкцiя ϕ з властивiстю Дарбу лiнiйно зв’язного гаусдорфового про-
стору X на вiдрiзок [a, b], то X — компакт.

Доведення. З лiнiйної зв’язностi простору X випливає, що iснує така неперервна функцiя
γ : [a, b] → X, що ϕ−1(a) = γ(a) i ϕ−1(b) = γ(b). Оскiльки множина ϕ(γ([a, b])) ⊆ [a, b]

зв’язна i мiстить кiнцi вiдрiзка [a, b], то вона збiгається з [a, b]. Тодi γ([a, b]) = ϕ−1([a, b]) =

X, адже ϕ — бiєкцiя. Таким чином, X — компакт, як гаусдорфовий неперервний образ
компакта.

Через πX та πY ми будемо позначати проекцiї πX : X × Y → X, πX(x, y) = x, i πY :
X × Y → Y, πY(x, y) = y.

Твердження 1. Нехай Y — топологiчний простiр. Для вiдображення f : [a, b] → Y насту-
пнi умови рiвносильнi:

1) f — неперервне;
2) Γ f — лiнiйно зв’язний;
3) Γ f — компакт.
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Доведення. Iмплiкацiя 1) ⇒ 2) випливає з рiвностi Γ f = γ f ([a, b]) i неперервностi вiдобра-
ження γ f .

2) ⇒ 3). Легко бачити, що простiр Γ f гаусдорфовий. Оскiльки вiдображення πX|Γ f
є

неперервною бiєкцiєю на вiдрiзок [a, b], то простiр Γ f є компактом за лемою 1.
3) ⇒ 1). Оскiльки неперервна бiєкцiя πX |Γ f

мiж компактами є гомеоморфiзмом, то

вiдображення γ f = (πX |Γ f
)−1 неперервне. Тому вiдображення f = πY ◦ γ f : [a, b] → Y

теж неперервне.

Зауважимо, що для вiдображення f , визначеного на зв’язнiй пiдмножинi X ⊆ R умови
1) або 2) твердження 1 виконуються тодi i тiльки тодi, коли вони виконуються для зву-
ження вiдображення f |[a,b] на довiльний вiдрiзок [a, b] ⊆ X. Таким чином, з твердження 1
негайно випливає наступний факт.

Наслiдок 1. Нехай X ⊆ R — зв’язна множина i Y — топологiчний простiр. Для вiдобра-
ження f : X → Y наступнi умови рiвносильнi:

1) f — неперервне;
2) Γ f — лiнiйно зв’язний.

Твердження 2. Нехай X ⊆ R — зв’язна множина i Y — лiнiйно зв’язний простiр. Для
вiдображення f : X → Y наступнi умови рiвносильнi:

1) f — неперервне;
2) Γ f — лiнiйно зв’язний;
3) Γ f — ретракт добутку X × Y.

Доведення. Досить довести iмплiкацiї 1) ⇒ 3) ⇒ 2).
Якщо вiдображення f неперервне, то i вiдображення r : X × Y → Γ f , r(x, y) = γ f (x),

неперервне, причому r(x, y) = (x, y) для всiх (x, y) ∈ Γ f . Отже, 1) ⇒ 3).
Якщо ж r : X × Y → Γ f — деяка ретракцiя, то простiр Γ f = r(X × Y) лiнiйно зв’язний

як образ лiнiйно зв’язного простору при неперервному вiдображеннi. Таким чином, вста-
новлена iмплiкацiя 3) ⇒ 2).

Нагадаємо, що зв’язний компактний гаусдорфовий простiр називається континуу-

мом. Казатимемо, що гаусдорфовий простiр є σ-континуумом, якщо вiн подається у ви-
глядi об’єднання зростаючої послiдовностi своїх зв’язних компактних пiдпросторiв.

Пiдпростiр E топологiчного простору X називається слабким B1-ретрактом [5] цього
простору, якщо iснує така послiдовнiсть (rn)∞

n=1 неперервних вiдображень rn : X → E,
що rn(x) → x для всiх x ∈ E.

Твердження 3. Нехай X ⊆ R — зв’язна множина, Y — σ-континуум i f : X → Y —
вiдображення, графiк якого є слабким B1-ретрактом добутку X × Y. Тодi вiдображення
f неперервне у всiх внутрiшнiх точках множини X.

Доведення. Розглянемо послiдовнiсть (rn)∞

n=1 неперервних вiдображень rn : X × Y → Γ f ,
таку, що rn(p) → p для всiх p ∈ Γ f , i таку зростаючу послiдовнiсть (Km)∞

m=1 континуумiв,

що Y =
∞⋃

m=1
Km.

Вiзьмемо довiльний вiдрiзок [a, b] ⊆ int X i покажемо, що вiдображення f неперерв-
не на цьому вiдрiзку. Нехай x1, x2 — такi точки з X, що x1 < a i x2 > b. Оскiль-
ки rn(γ f (xi)) → γ f (xi) при i = 1, 2, то iснує таке n ∈ N, що πX(rn(γ(x1))) < a i
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πX(rn(γ(x2))) > b. Позначимо Fm = πX(rn([x1, x2]× Km)). Тодi (Fm)∞

m=1 — зростаюча по-
слiдовнiсть континуумiв в R, об’єднання яких покриває вiдрiзок [a, b]. Легко бачити, що
iснує таке m ∈ N, що [a, b] ⊆ Fm. Тодi Γ f |[a,b]

= ([a, b]× Y) ∩ rn([x1, x2]× Km). Отже, графiк
звуження f[a,b] є компактом. З твердження 1 випливає, що вiдображення f[a,b] неперерв-
не.

З тверджень 2, 3 i очевидного включення ΓC(X, Y) ⊆ ΓB1(X, Y), яке справджується для
довiльних топологiчних просторiв X i Y, випливає наступний результат.

Теорема 3. Нехай Y — σ-континуум. Тодi ΓC(R, Y) = ΓB1(R, Y) = C(R, Y).

Зауваження 1. Теорема 3 не вiрна для функцiй двох змiнних. Розглянемо таку функцiю
f : R

2 → R, що f (x, 0) = −x2 при |x| ≤ 1 i f (x, y) = 0 при (x, y) ∈ R
2 \ ([−1, 1] × {0}).

Функцiя f розривна в усiх точках множини [−1, 1]× {0}. Графiк Γ f цiєї функцiї є лiнiйно
зв’язною i локально лiнiйно зв’язною Gδ-пiдмножиною простору R

3. Тому f ∈ ΓB1(R
2, R)

згiдно з теоремою 2. З iншого боку, множина Γ f не замкнена в R
3. Звiдси випливає, що

f 6∈ ΓC(R
2, R), адже довiльний ретракт гаусдорфового простору замкнений в ньому.
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Karlova O. Functions with connected graph and B1-retracts. Carpathian Math. Publ. 2014, 6 (2), 256–259.

A subset E of a topological space X is called a B1-retract if there exists a mapping r : X → E

which is the pointwise limit of a sequence of continuous mappings rn : X → E and r(x) = x for all
x ∈ E. We prove that if Y is a union of an increasing sequence of continuums, then the graph of a
function f : R → Y is a B1-retract of R × Y if and only if f is continuous.

Key words and phrases: B1-retract, H1-retract, Baire-one function, function with arcwise connected
graph.
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Подмножество E пространства X называется B1-ретрактом этого пространства, если суще-
ствует отображение r : X → E, которое является поточечным пределом последовательности
непрерывных отображений rn : X → E, причем r(x) = x для всех x ∈ E. Доказано, что график
функции f : R → Y, где пространство Y — это объединение возрастающей последовательно-
сти континуумов, является B1-ретрактом произведения R ×Y в том и только том случае, если
функция f непрерывна.

Ключевые слова и фразы: B1-ретракт, H1-ретракт, функция первого класса Бэра, функция с
линейно связным графиком.


