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НАБЛИЖЕННЯ МОДУЛЯРНИХ IНВАРIАНТIВ, ПЕРIОДIВ ТА ЗНАЧЕНЬ ДВОХ

ЕЛIПТИЧНИХ ФУНКЦIЙ ЯКОБI

Нехай sni(z), i = 1, 2, — алгебраїчно незалежнi елiптичнi функцiї Якобi. Отримано оцiнку

сумiсного наближення модулярних iнварiантiв цих функцiй, їх перiодiв, довiльного числа α

та значень кожної з цих функцiй в перiодах iншої та в точцi α.
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ВСТУП

В роботах [1, 3, 4] наведено багато результатiв, що дають оцiнки сумiсного наближе-

ння значень в алгебраїчних точках елiптичних функцiй Вейєрштрасса з алгебраїчними

iнварiантами, значень цих функцiй в перiодах iнших функцiй тощо. У цiй працi отри-

мано оцiнку сумiсного наближення значень двох алгебраїчно незалежних функцiй Якобi

зi спiльним перiодом у довiльнiй точцi α та кожної з цих функцiй у тому перiодi iншої

функцiї, який не є спiльним для них, та їх модулярних iнварiантiв. Жодних припущень

про алгебраїчну природу числа α, модулярних iнварiантiв та перiодiв немає. Розгляну-

то довiльнi фiксованi пари основних перiодiв цих двох функцiй та накладено природну

вимогу на них та на число α, яка дає змогу уникнути точок, що є полюсами функцiй.

Розглянемо алгебраїчно незалежнi елiптичнi функцiї Якобi sn1(z), sn2(z) з модуляр-

ними iнварiантами κ1,κ2 вiдповiдно, 0 < κ
2
1 ,κ2

2 < 1, якi мають спiльний перiод. Позна-

чимо через (4K, 2iK1) довiльну фiксовану пару основних перiодiв функцiї sn1(z), а через

(4K, 2iK2) — функцiї sn2(z) [5].

Надалi як i в [4] будемо позначати через d(P), L(P) степiнь та довжину многочлена

P; ξ1, . . . , ξ10 — наближаючi алгебраїчнi числа, di = d(ξi) та Li = L(ξi) — їх степенi

та довжини вiдповiдно, d = deg Q(ξ1, . . . , ξ10). Нехай α таке довiльне число, що точки

4nK + 2in1K1 + 2in2K2 + α не є полюсами sn1(z), sn2(z) при усiх n, n1, n2 ∈ Z.

Теорема. Для довiльних алгебраїчних чисел ξ1, . . . , ξ10 справджується

max
{
|α − ξ1|, |K − ξ2|, |K1 − ξ3|, |κ1 − ξ4|, |κ2 − ξ5|, | sn2(2iK1)− ξ6|,

| sn1(α)− ξ7|, | sn2(α)− ξ8|, |K2 − ξ9|, | sn1(2iK2)− ξ10|
}
> exp

(
− Λ D3

)
,

(1)

де D2 = d

(
ln L1

d1
+ · · ·+

ln L10

d10
+ ln d

)
, Λ > 0 — константа, залежна лише вiд чисел κ1,κ2

та α.
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ДОВЕДЕННЯ ТЕОРЕМИ

Доводити теорему будемо методом Гельфонда–Чудновського, викладеним у [1, 3].

Нехай λ — достатньо велике натуральне число, c1, c2, . . . — додатнi константи, якi не

залежать вiд d, di, Li та λ.

Покажемо, що нерiвнiсть

max
{
|α − ξ1|, |K − ξ2|, |K1 − ξ3|, |κ1 − ξ4|, |κ2 − ξ5|, | sn2(2iK1)− ξ6|,

| sn1(α)− ξ7|, | sn2(α)− ξ8|
}
< exp

(
− λ8 M3

)
,

(2)

де

n = deg Q(ξ1, . . . , ξ8), M2 = n

(
ln L1

d1
+ · · ·+

ln L8

d8
+ ln n

)
, (3)

неможлива. Доводити будемо методом вiд супротивного. Покладемо

L = S = [λ2 M], N = [λM]. (4)

Позначимо через ζ1, . . . , ζn лiнiйно незалежнi серед чисел ξ
u1
1 , . . . , ξ

u8
8 , ui = 0, 1, . . . , di − 1,

F(z) =
L

∑
k,l1,l2=1

Ck,l1,l2zk snl1
1 (z) snl2

2 (z), Ck,l1,l2 =
n

∑
τ=1

Ck,l1,l2,τζτ, Ck,l1,l2,τ ∈ Z. (5)

Нехай ϕ1(z) = sn2(z + K), ϕ2(w) = sn2(z + 3K) [1]. Тодi

sn2(z + w) =
ϕ1(z)ϕ′

2(w) + ϕ2(w)ϕ′
1(z)

1 − κ
2
2 ϕ2

1(z)ϕ2
2(w)

=
Λ1(z, w)

Λ2(z, w)
. (6)

Iснують (див. [1]) такi многочлени Gs,p, l, що

Gs,p, l =
ds

d ws
(Λ

p
1(z, w)Λl

2(z, w))|w=0 (7)

та справджуються оцiнки ln L(Gs,p, l) ≤ s ln(s(p + l) + c1(s + p + l)), deg Gs,p, l ≤ 4(p + l).

З (5)–(7) подiбно, як у працях [1, 6], отримаємо

F(s)(z) =
ds

d ws
(Λ−L

2 (z, w)(F(z + w)ΛL
2 (z, w)))|w=0 =

s

∑
t=0

(
s

t

)(
ds−t

d ws−t
Λ−L

2 (z, w)

)
|w=0

×
L

∑
k,l1,l2=1

Ck,l1,l2

t

∑
i=0

(
t

i

)(
dt−i

d wt−i
(z + w)k snl1

1 (z + w)

)
|w=0Gi,l2,L−l2(z). (8)

Позначимо

Fs,t(z) =
L

∑
k,l1,l2=1

Ck,l1,l2

t

∑
i=0

(
t

i

)(
dt−i

d wt−i
(z + w)k snl1

1 (z + w)

)
|w=0Gi,l2,L−l2(z). (9)

Визначимо наближаючi алгебраїчнi числа ξ11, ξ12, ξ13 так: ξ2
11 = (1 − ξ2

7)(1 − ξ2
4ξ2

7),

ξ2
12 = (1− ξ2

8)(1− ξ2
5ξ2

8), ξ2
13 = (1− ξ2

6)(1− ξ2
5ξ2

6). Для короткого запису ξ1, . . . , ξ8, ξ11, ξ12, ξ13

будемо використовувати ξ̃. Через Fs,n,n1(ξ̃) та Fs,t,n,n1(ξ̃) позначимо вирази, отриманi з
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F(s)(4nK + 2in1K1 + α) та Fs,t(4nK + 2in1K1 + α) замiною чисел α, 4K, 2iK1, κ1, κ2, sn2(2iK1),

sn1(α), sn2(α), sn′
1(α), sn′

2(α), sn′
2(2iK1) числами ξ̃ вiдповiдно.

Розглянемо Fs,t,n,n1(ξ̃), 1 ≤ n, n1 ≤ N, 0 ≤ t ≤ s ≤ S, як N2S лiнiйних форм вiд nKL2

змiнних Ck,l1,l2,τ. Згiдно [7, лема 4.1] та (4), (9), виберемо не всi рiвнi нулю числа Ck,l1,l2,τ так,

що для 1 ≤ n, n1 ≤ N, 0 ≤ t ≤ s ≤ S

Fs,t,n,n1(ξ̃) = 0, 0 < |Ck,l1,l2,τ| < exp(c2λ3 n−1M3). (10)

З (2), (3), (4), (10) при 1 ≤ n, n1 ≤ λN, 0 ≤ s ≤ S отримаємо

|F(s)(4nK + 2in1K1 + α)− Fs,n,n1(ξ̃)| < exp(−
1

2
λ8M3). (11)

З (8)–(11), якщо 1 ≤ n, n1 ≤ N, 0 ≤ s ≤ S, дiстанемо

|F(s)(4nK + 2in1K1 + α)| < exp(−
1

2
λ8M3). (12)

Покажемо, що оцiнка (12) виконується також i для 1 ≤ n, n1 ≤ λN, 0 ≤ s ≤ S. Для

цього скористаємося методом математичної iндукцiї. Нехай при 0 ≤ s ≤ S нерiвнiсть (12)

справджується для 1 ≤ n, n1 ≤ 2dN, 2d ≤ λ. Доведемо, що тодi вона справджується i для

1 ≤ n, n1 ≤ 2d+1N.

Позначимо (2ω1,i, 2ω3,i) пару основних перiодiв функцiї Вейєрштрасса ℘i(z), якiй вiд-

повiдає sni(z), e1,i = ℘(ω1,i), e3,i = ℘(ω3,i), i = 1, 2. Покладемо

G(z) = F(z)σL
1

(
(z + iK′

1)/
√

e1,1 − e3,1

)
σL

2

(
(z + iK′

2)/
√

e1,2 − e3,2

)
. (13)

Виберемо таке найменше можливе цiле r, що r > 16(2d N + 1)(|K| + |K1|+ |K2|+ |α|).

Позначимо R = 4r. Тодi з (3), (4), (5), (10), (13) випливає

|G(z)||z|≤R < exp(−c32dλ4M3). (14)

З [7, лема 4.5] та (14) при 0 ≤ s ≤ S отримаємо

|G(s)(z)||z|≤r < exp(−2dλ5M3). (15)

Так як 4nK + 2in1K1 + α не є полюсами sn1(z) та sn2(z), то для ε = R−1 в ε-околах

V(ε, 4nK + 2in1K1 + α) точок 4nK + 2in1K1 + α при 1 ≤ n, n1 ≤ λN з (4) отримаємо

|σL
1

(
(z + iK′

1)/
√

e1,1 − e3,1

)
|z∈V(ε,4nK+2in1K1+α) > exp(−c4λ4M2). (16)

З (15), (16) при 1 ≤ n, n1 ≤ λN випливає

|F(z)|z∈V(ε,4nK+2in1K1+α) < exp(−22d−1λ5M3). (17)

З (14)–(16) для 1 ≤ n, n1 ≤ 2d+1N, 0 ≤ s ≤ S, отримаємо

|F(s)(4nK + 2in1K1 + α)| < exp(−
2dλ5

3
M3). (18)

Враховуючи (11), для 1 ≤ n, n1 ≤ 2d+1N та 0 ≤ s ≤ S з (18) випливає

|Fs,n,n1(ξ̃)| < exp(−
2dλ5

4
M3). (19)
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Розглядаючи Fs,t,n,n1(ξ̃), 0 ≤ t ≤ s ≤ S, 1 ≤ n, n1 ≤ 2d+1N, як значення вiдповiдного

многочлена в алгебраїчних точках, з [7, лема 4.1], (3) та (4) отримаємо для Fs,t,n,n1(ξ̃) 6= 0

оцiнку |Fs,t,n,n1(ξ̃)| > exp(−λ3,5 M3), тому

|Fs,n,n1(ξ̃)| > exp(−λ4M3). (20)

Оцiнки (19) та (20) суперечливi, тому для 1 ≤ n, n1 ≤ 2d+1N, 0 ≤ t ≤ s ≤ S, отримаємо

Fs,n,n1(ξ̃) = 0, що разом з (11) доводить (12) для 1 ≤ n, n1 ≤ λN, 0 ≤ s ≤ S.

Оцiнимо |Ck,l1,l2,τ| зверху. Покладемо

αt =

(
1 −

t

λL

)
4K + 2iK1 + α

4
, t = 1, . . . , L. (21)

З (4), (21) випливає

| sn(αt)− sn(αj)| > exp(−λ ln M), t 6= j. (22)

З [2, лема 4] отримаємо таке: нехай F(z) визначена в (5),

∆ = det(snl1
1 (αt))l1,t=1,...,L , ∆(t) = det(snl2

2 (2in1K1 + αt))l2,n1=1,...,L ,

∆(n1, t) = det((4nK + 2in1K1 + αt)
k)n,k=1,...,L ,

∆l1,t — алгебраїчне доповнення елемента snl1
1 (αt) визначника ∆, ∆l2,n1

(t) — елемента

snl2
2 (2in1K1 + αt) визначника ∆(t), ∆k,n(n1, t) — елемента (4nK + 2in1K1 + αt)k визначни-

ка ∆(n1, t). Якщо ∆, ∆(t) та ∆(n1, t) 6= 0, то

Ck,l1,l2 =
L

∑
t, n, n1=1

∆l1,t

∆

∆l2,n1
(t)

∆(t)

∆k,n(n1, t)

∆(n1, t)
F(4nK + 2in1K1 + αt). (23)

З (21), (22) випливає, що ∆, ∆(t) та ∆(n1, t), якi є визначниками Вандермонда, вiдмiннi

вiд нуля. Використовуючи [3, лема 5.7], спiввiдношення (4), (22), отримаємо

∣∣∣∣
∆l1,t

∆

∣∣∣∣ ,

∣∣∣∣
∆l2,n1

(t)

∆(t)

∣∣∣∣ ,

∣∣∣∣
∆n,k(n1, t)

∆(n1, t)

∣∣∣∣ < exp(c5λ3N ln N). (24)

Для 1 ≤ n, n1 ≤ L, z = 4nK + 2in1K1 + αt справджується min |σL(z)| > exp(−c6λ6M3),

тому з (17) при (1/2)λ ≤ 2d ≤ λ отримаємо | f (4nK + 2in1K1 + αt)| < exp(−(1/4)λ7 M3).

Звiдси i з (23), (24) випливає

|Ck,l1,l2| < exp(−λ6M3). (25)

Розглядаючи Ck,l1,l2 як значення вiдповiдного многочлена (5) Pk,p,l ∈ Z[v1, . . . , v8] в

точцi ξ1, . . . , ξ8 i використовуючи (4) та [7, лема 4.1], для Ck,l1,l2 6= 0 отримаємо оцiнку

|Ck,l1,l2| > exp(−λ4 M3), що суперечить оцiнцi (25). Тому всi Ck,l1,l2 дорiвнюють нулевi. Але

тодi з (5) i всi Ck,l1,l2, τ дорiвнюють нулевi, що суперечить (10). Останнє протирiччя по-

казує, що (2) не справджується, тобто оцiнка, подiбна (1), справджується при сумiсному

наближеннi чисел α, K, K1,κ1,κ2, sn2(2iK1), sn1(α), sn2(α). Якщо в (2) замiнити K1 на K2 i

sn2(2iK1) на sn1(2iK2) та розглядати точки 4nK + 2in2K2 + α, то отримаємо, що припуще-

ння (2) не справджується також i для чисел α, K, K2, κ1,κ2, sn1(2iK2), sn1(α), sn2(α), тобто

для обох цих множин чисел справджується оцiнка, подiбна (1). Отже, при достатньо ве-

ликому Λ справджується оцiнка (1), що й потрiбно було довести.
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Надiйшло 19.09.2014

Barabash G.M, Kholyavka Y.M. Approximation of modulus, periods and values of two Jacobi elliptic func-

tions. Carpathian Math. Publ. 2014, 6 (2), 191–195.

Let sni(z), i = 1, 2, be algebraically independent Jacobi elliptic functions. We obtain an estimation

of a simultaneous approximation of modulus of these functions, their periods, arbitrary number α

and the values of each of these functions at the periods of the other function and at the point α.
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Пусть sni(z), i = 1, 2, — алгебраически независимые эллиптичекие функции Якоби. Полу-

чено оценку совместного приближения модулярных инвариантов этих функций, их периодов,

произвольного числа α и значений каждой из этих функций в периодах другой и в точке α.

Ключевые слова и фразы: совместные приближения, эллиптичекая функция Якоби.


