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ПРО ОДНУ РЕАЛIЗАЦIЮ ПРИНЦИПУ НЕВИЗНАЧЕНОСТI

Отримано твердження про наслiдування поведiнки суми функцiй на дiйснiй пiвосi кожним
з доданкiв при певних умовах на цi функцiї та їх перетворення Лапласа.
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ВСТУП

С. Мандельбройт (див. [1–3]) одержав теорему, яка стверджує, що коли функцiя f

належить простору L1 на одиничному колi, показник збiжностi її спектру λ менший оди-
ницi i для кожного ρ > λ(1 − λ)−1 виконується

ε
∫

0

| f (reit)|dt = O(exp(−ε−ρ)), ε → 0,

то f ≡ 0. Iнакше кажучи, якщо функцiя iз простору L1 має досить ”негустий” спектр,
то вона є тотожнiм нулем. Це можна iнтерпретувати також як твердження про те, що
функцiя та її перетворення Фур’є не можуть одночасно бути дуже малими. Такого типу
твердження вiдомi також як ”принцип невизначеностi в гармонiчному аналiзi” i отрима-
ли досить повний виклад в монографiї [3]. Метою цього дослiдження є отримання твер-
дження про наслiдування поведiнки на дiйснiй пiвосi суми функцiй кожним з доданкiв
при певних умовах на цi функцiї та їх перетворення Лапласа (чи Фур’є).

1 ОСНОВНИЙ РЕЗУЛЬТАТ

Введемо позначення Dα,β = {z : Rez < 0, α < Imz < β}, D∗
α,β = C\Dα,β, α < β. Через

Ep[Dα,β] та E
p
∗ [Dα,β], 1 ≤ p < +∞, позначимо простори функцiй f , аналiтичних вiдповiдно

в Dα,β i D∗
α,β, для яких

sup







∫

γ

| f (z)|p |dz|







< +∞,
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де супремум береться за всiма вiдрiзками γ, що лежать вiдповiдно в Dα,β i D∗
α,β. Фун-

кцiї f з цих просторiв мають майже скрiзь [4] на ∂Dσ кутовi граничнi значення, якi ми
теж позначаємо через f (z) i f ∈ Lp[∂Dα,β]. Також для фiксованого σ > 0 позначимо
D1 = D−2σ,0, D∗

1 = D∗
−2σ,0, D3 = D0,2σ, D∗

3 = D∗
0,2σ.

Теорема 1. Нехай

qj(w) =
1√
2π

+∞
∫

0

Ωj(x)e−xwdx, j ∈ {1; 3}, (1)

lim
x→+∞

ln |Ωj(x)|
x

= −∞, j ∈ {1; 3}, (2)

(Ω1(x) + Ω3(x)) eax ln x ∈ L2(0;+∞), a > 0, (3)

причому q1, q3 є такими цiлими функцiями, що q1 ∈ E2
∗[D1], q3 ∈ E2

∗[D3]. Тодi для ко-
жної незростаючої функцiї κ : (0;+∞) → (−∞; 0), такої що κ(x) = O(x), x → +∞, при
деякому c ∈ R

Ω1(x) ∈ L2(0;+∞)eczexκ(x) exp
{

a

e
e−

κ(x)
a

}

, (4)

Ω3(x) ∈ L2(0;+∞)eczexκ(x) exp
{

a

e
e−

κ(x)
a

}

.

Умови (2) i (3) зустрiчаються в теорiї циклiчних функцiй у вагових просторах Гардi [7].
Нижче показано, що умова (2) є iстотною в теоремi 1. Нам не вiдомо, чи можна послабити
iншi умови на функцiї Ω1, Ω3 або їх перетворення Фур’є.

2 ДОВЕДЕННЯ ОСНОВНОГО РЕЗУЛЬТАТУ

Б. Винницький [5] розглянув простiр H
p
σ(C+), σ ≥ 0, 1 ≤ p < +∞, аналiтичних в

C+ := {z : Rez > 0} функцiй, для яких

sup
− π

2 <ϕ< π
2







+∞
∫

0

| f (reiϕ)|pe−prσ| sin ϕ|dr







1/p

< +∞.

Функцiї з цього простору мають майже скрiзь на iR кутовi граничнi значення, якi також
позначаємо через f i f (iy)e−σ|y| ∈ Lp(R). Для випадку σ = 0, як показав А.М. Седлецький
в [11], H

p
σ(C+) спiвпадає з простором Гардi в правiй пiвплощинi Hp(C+).

Лема 1 ([5]). Рiвнiсть

G(z) =
1

i
√

2π

∫

∂Dσ

g(w)ezwdw

визначає бiєкцiю мiж просторами H2
σ(C+) ∋ G i E2

∗[Dσ] ∋ g. Також справджується двоїста
формула

g(w) =
1√
2π

+∞
∫

0

G(x)e−xwdx.
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Зауважимо, що в формулюваннi теореми 1 умови q1 ∈ E2
∗[D1], q3 ∈ E2

∗[D3] можуть бу-
ти замiненi еквiвалентними їм внаслiдок леми 1 умовами Ω1(z)e

−iσz ∈ H2
σ(C+),

Ω3(z)e
iσz ∈ H2

σ(C+).

Доведення теореми 1. З леми 1 випливає, що для функцiй, визначених рiвнiстю (1), при
виконаннi умов q1 ∈ E2

∗[D1], q3 ∈ E2
∗[D3] справджуються рiвностi

Ωj(z) =
1

i
√

2π

∫

∂Dj

qj(w)ezwdw, j ∈ {1; 3}.

Покажемо, що функцiя q1 є цiлою. Справдi, з умови (2) маємо, що |Ω1(x)| = exη(x), при-
чому η(x) → −∞ при x → −∞. Тому iнтеграл в правiй частинi рiвностi (1) при j = 1
збiгається абсолютно i рiвномiрно на кожному компактi з C. Аналогiчно з умови (2) ма-
ємо, що q3 — цiла. Розглянемо функцiю Ω2 = −Ω1 − Ω3. Тодi визначимо q2 рiвнiстю (1),
поклавши в нiй j = 2. Легко бачити, що на множинi визначення функцiй справедлива
рiвнiсть q2 = −q1 − q3 i тому q2 — теж цiла. Звiдси одержимо зображення

Ω1(z) = − 1

i
√

2π

∫

∂D1

(q2(w) + q3(w))ezwdw.

Але за означенням просторiв маємо E2
∗[D3] ⊂ E2[D1], тому q3 ∈ E2[D1]. З цього випливає,

що q3(w)ewz ∈ E1[D1] для кожного z ∈ C+, тому з [9] одержимо
∫

∂D1

q3(w)ezwdw = 0, z ∈ C+.

Звiдси маємо

Ω1(z) = − 1

i
√

2π

∫

∂D1

q2(w)ezwdw.

Оскiльки, як вiдмiчено вище, q2 є цiлою функцiєю, то i функцiя q2(w)ezw — цiла для ко-
жного z ∈ C+. Тому вона аналiтична в замиканннi кожного прямокутника
M

κ(x) := {w : w ∈ D1, Rez > κ(x)}. Скориставшись iнтегральною теоремою Кошi для
M

κ(x), маємо
∫

∂M
κ(x)

q2(w)ezwdw = 0.

Тому для кожного z ∈ C+ справджується формула

Ω1(z) = − 1

i
√

2π

∫

∂(D1\M
κ(x))

q2(w)ezwdw, z ∈ C+.

Звiдси для x > 0 маємо

|Ω1(x)| ≤ 1√
2π

∫

∂(D1\M
κ(x))

|q2(w)|exu |dw| = 1√
2π

(I1 + I2 + I3),
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де w = u + iv, k < 0. З властивостей просторiв E2
∗[Dα,β] випливає [5], що q1(u − 2iσ) ∈

L2(−∞; 0) i q3(u − 2iσ) ∈ L2(−∞; 0). Тому також q2(u − 2iσ) ∈ L2(−∞; 0). Тодi з нерiвностi
Шварца, врахувавши, що q2(u − 2iσ) ∈ L2(−∞; 0), для x > 0 одержимо

I1 =

κ(x)
∫

−∞

|q2(u − 2iσ)|exudu ≤





κ(x)
∫

−∞

|q2(u − 2iσ)|2du ·
κ(x)
∫

−∞

e2xudu





1
2

≤





0
∫

−∞

|q2(u − 2iσ)|2du · exp (2xκ(x))

2x





1
2

=
c1√

x
exp (xκ(x)) .

Аналогiчно одержимо нерiвнiсть

I3 =

κ(x)
∫

−∞

|q2(u)|exudu ≤ c2√
x

exp (xκ(x)) , x > 1.

Далi, скориставшись теоремою Фубiнi, маємо

I2 =

0
∫

−2σ

|q2(κ(x) + iv)|exκ(x)dv = exp (xκ(x))

0
∫

−2σ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1√
2π

+∞
∫

0

Ω2(t)e
−t(κ(x)+iv)dt

∣

∣

∣

∣

∣

∣

dv

≤ exp (xκ(x))√
2π

0
∫

−2σ

+∞
∫

0

∣

∣

∣
Ω2(t)e

−tκ(x)
∣

∣

∣
dtdv

≤ exp (xκ(x))√
2π

2σ





+∞
∫

0

∣

∣

∣
Ω2(t)e

at ln t
∣

∣

∣

2
dt ·

+∞
∫

0

e−2at ln t−2tκ(x)dt





1
2

≤ c3 exp (xκ(x))

(

exp
{

−κ(x)

2a

}

exp
{

2a

e
e−

κ(x)
a

})
1
2

= c3 exp
{

xκ(x)− c4κ(x) +
a

e
e−

κ(x)
2a

}

.

Передостаннiй перехiд випливає (див. [8, с. 323]) з асимптотичної рiвностi

+∞
∫

0

e−2at ln t−2tκ(x)dt =

√

π

ae
exp

{

−κ(x)

2a

}

exp
{

2a

e
e−

κ(x)
a

}

(1 + o(1)), x → +∞.

Тому для деяких невiд’ємних сталих c5, c6 маємо

|Ω1(x)| ≤ c5exκ(x)−c6κ(x) exp
{

a

e
e−

κ(x)
a

}

, x > 0, (5)

з чого випливає перша з доводжуваних формул, а друга доводиться аналогiчно.

3 АНАЛIЗ ОСНОВНОЇ ТЕОРЕМИ

Цiкавим для застосувань є випадок, коли останнiй множник в (4) дає незначний вклад
в оцiнку. Зокрема, коли κ(x) = 2σ

π ln x i a = 2σ
π , можна одержати точнiше твердження.
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Теорема 2. Нехай виконуються умови (2) та (3), причому q1 ∈ E2
∗[D1], q3 ∈ E2

∗[D3]. Тодi
знайдеться таке c ∈ R, що

Ω1(z)e
−iσze

2σ
π z ln ze−cz ∈ H2(C+), Ω3(z)e

iσze
2σ
π z ln ze−cz ∈ H2(C+), (6)

де ln z — головне значення логарифма в C+.

Доведення. Скористаємось теоремою типу Фрагмена-Лiндельофа (див. [9, 10]) для функ-
цiї ϕ1(z) = Ω1(z) exp

{

−2σ
π z ln z

}

e−iσze−c5z. Справдi, з (5) одержимо ϕ1(x)e−εx ∈ L2(0;+∞),
ε > 0. Оскiльки також за умовами теореми i лемою 1 Ω1(z)e

−iσz ∈ H2
σ(C+), то для кожного

γ ∈ (1; 2]

(∀ε > 0) : sup
|ϕ|< π

2







+∞
∫

0

∣

∣

∣ϕ1(reiϕ)
∣

∣

∣

2
exp {−εrγ} dr







< +∞.

Легко бачити також, що ϕ1 ∈ L2[iR]. З цього випливає, що ϕ1 ∈ H2(C+). Цим доведено
виконання першої з умов (6), а друга доводиться аналогiчно.

Зауваження 1. Теорема 1 перестає справджуватися, якщо опустити в нiй умову (2).

Доведення. Розглянемо функцiю f (w) = exp(−e−
π
2σ w)ew. Очевидно, f ∈ E2[Dσ]. Позначи-

мо

Fj(z) =
1√
2π

∫

lj

f (w)e−wzdw, j ∈ {1; 2; 3},

де l1, l2, l3 — сторони ∂Dσ (вiдповiдно пiвпряма, що лежить пiд дiйсною вiссю, вiдрiзок
[−iσ, iσ] i пiвпряма, що лежить над дiйсною вiссю), орiєнтацiя яких узгоджена з додатнiм
обходом ∂Dσ. За теоремою Пелi-Вiнера функцiя F2 належить простору Пелi-Вiнера W2

σ ,
тобто є цiлою функцiєю, для якої виконується умова

sup
0<ϕ<2π







+∞
∫

0

|F2(reiϕ)|pe−prσ| sin ϕ|dr







< +∞.

Також позначимо Ωj(z) = exp
(

−2σ
π z log z

)

Fj(z), j ∈ {1; 2; 3}. Тодi теж будемо мати Ω2 =

−Ω1 − Ω3 i тому умова (3) виконується. Також справджуються зображення

Ω1(z) = exp
(

−2σ

π
z log z

) 0
∫

−∞

exp
(

−e−
π
2σ (u−iσ)

)

eu−iσe−(u−iσ)zdu,

Ω3(z) = exp
(

−2σ

π
z log z

) −∞
∫

0

exp
(

−e−
π
2σ (u+iσ)

)

eu+iσe−(u+iσ)zdu,

тобто

Ω1(z) = exp
(

−2σ

π
z log z

)

e−iσeiσz

0
∫

−∞

exp
(

−ie−
πu
2σ

)

eue−uzdu,

Ω3(z) = − exp
(

−2σ

π
z log z

)

eiσe−iσz

0
∫

−∞

exp
(

ie−
πu
2σ

)

eue−uzdu.
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В [6] показано, що для деякої сталої c ∈ R виконується Ω1(z)e
iσze−cz ∈ H2

σ(C+),
Ω3(z)e

−iσze−cz ∈ H2
σ(C+). Тому з леми 1 випливає, що Ω1 i Ω3 задовiльняють всiм умо-

ви теореми 1 крiм, можливо, умови (2). Але (див. [7]) для цiєї пари функцiй твердження
теореми не справджується. Отже, для них умова (2) не виконується.

4 ВИСНОВКИ

Нами одержано оцiнки на дiйснiй осi для пари функцiй при незначних обмеженнях
(2) на кожну з них та жорстких обмеженнях на їх суму (3). Показано, що для часткового
випадку κ(x) = 2σ

π ln x, a = 2σ
π кожна з функцiй в певному сенсi наслiдує поведiнку суми

на дiйснiй осi. Також одержано оцiнки вказаних функцiй у правiй пiвплощинi. Вказано
на iстотнiсть умови (2) теореми 1. Одержанi результати можуть бути використанi в теорiї
аналiтичних функцiй, зокрема при дослiдженнi просторiв типу Гардi.
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