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НЕНЯ О.I.

ПРО ПЕРМАНЕНТНIСТЬ ДИСКРЕТНОЇ СИСТЕМИ МОДЕЛI ХИЖАК-ЖЕРТВА З

НЕМОНОТОННОЮ ФУНКЦIЄЮ ВПЛИВУ ТА НЕСКIНЧЕННИМ ЗАПIЗНЕННЯМ

У роботi розглянуто систему рiвнянь, яка є дискретним аналогом моделi хижак-жертва з
немонотонною функцiєю впливу та нескiнченним запiзненням. Дослiджується проблема по-
будови умов перманентної поведiнки динамiчної моделi. Умова перманентностi забезпечує
обмеженiсть розв’язкiв зверху та знизу, але при цьому вимагає щоб розв’язки залишалися по-
стiйно додатними. Для отримання достатнiх умов перманентної поведiнки розв’язкiв системи
використано методи, якi базуються на застосуваннi теорем порiвняння.
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ВСТУП

Дослiдження рiзноманiтних питаннь динамiчної взаємодiї мiж елементами моделi хи-
жак-жертва було та є одним з домiнуючих, як в екологiї, так i в математичнiй бiологiї [3].
Актуальними є проблеми локальної та глобальної стiкостi, перiодичностi, перманентної
поведiнки розв’язку моделi хижак-жертва [7, 8].

Iснують численyi бiологiчнi та фiзiологiчнi свiдоцтва [1, 2, 6], що у випадках, коли хи-
жаки вимушенi в пошуках здобичi дiлитися жертвою або конкурувати за жертву, бiльш
повною, в порiвняннi з класичною моделлю, є модель, у якiй темп приросту чисельностi
хижака має бути функцiєю не однiєї змiнної чисельностi популяцiї жертви i не двох не-
залежних змiнних чисельностi жертв та хижакiв, а однiєї змiнної — вiдношення чисель-
ностi популяцiї жертви до популяцiї хижака. Дану функцiю звичайно називають трофi-
чною функцiєю хижака або функцiональним впливом.

У роботах [4], [5] розглядається модель хижак-жертва з нескiнченним запiзненням
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У мiкробiологiчнiй динамiцi та хiмiчнiй кiнетицi функцiональний вплив описує пог-
линання субстрату мiкроорганiзмами. В бiльшостi випадкiв трофiчна функцiя g(u) мо-
нотонна. Хоча, iснують експеременти якi показують, що немонотоннi впливи трапляю-
ться на мiкробiологiчному рiвнi: коли концентрацiя поживної речовини досягає високо-
го рiвня може трапитися ефект сповiльнення зростання кiлькостi мiкроорганiзмiв. Таке
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часто спостерiгається коли мiкроорганiзми використовуються для непродуктивного роз-
кладання або для водного очищення.

Для кожної обмеженої послiдовностi a(n) введемо позначення

au = sup
n∈N

a(n), al = inf
n∈N

a(n).

У данiй роботi розглядається система рiвнянь, яка є дискретним аналогом системи (1):










x(n + 1) = x(n) exp
{

a(n)− b(n)
∞

∑
s=1

K(s)x(n − s)− c(n)g
(

x(n)
y(n)

)

y(n)
x(n)

}

,

y(n + 1) = y(n) exp
{

−d(n) + e(n)g
(

x(n−τ(n))
y(n−τ(n))

)}

, n = 0, 1, 2, ...,
(2)

де x(n), y(n) — представляють щiльностi популяцiй жертви та хижака, n ≥ 0, a(n), b(n),
c(n), e(n), d(n), τ(n) — обмеженi, невiд’ємнi послiдовностi такi, що

0 < al ≤ au, 0 < bl ≤ bu, 0 < cl ≤ cu, 0 < dl ≤ du, 0 < el ≤ eu, 0 < τl ≤ τu.

Дискретна функцiя K(·) задовольняє наступнi умови:
(H1) K(s) ∈ [0, ∞) i обмежена для s = 1, 2, 3, . . . ;

(H2)
∞

∑
s=1

K(s) = 1.

В данiй роботi дослiджується перманентна поведiнка розв’язку (x(n), y(n)) системи
рiвнянь (2) з початковими умовами:

x(θ) = ϕ1(θ), y(θ) = ϕ2(θ), ϕi(0) > 0, ϕi(θ) ≥ 0, i = 1, 2, (3)

для θ ∈ Z
− = {. . . ,−2,−1, 0].

Для системи (2) з додатними початковими умовами (3) розв’язок (x(n), y(n)) iснує для
всiх n ≥ 0, може бути однозначно побудований послiдовно i, згiдно з видом рiвнянь си-
стеми (2), задовольняє умови x(n) > 0, y(n) > 0, n ≥ 0.

Функцiя g(u) системи (2) є немонотонною i задовольняє таким умовам (NM):
(i) g ∈ C1 ([0, +∞) , R) , g(0) = 0;
(ii) iснує така стала p > 0, що (u − p)g′(u) < 0 для u 6= p;
(iii) lim

u→+∞
g(u) = 0;

(iv) h′(u) < 0 для всiх u ≥ 0, та h(0) = lim
u→0

g(u)
u , де h(u) = g(u)

u .

Розглянемо функцiю

g(u) =
βuα−1

γ + uα
, α ≥ 2,

яка, як неважко пересвiдчитись, задовольняє умови (i)–(iv).
На основi умов (NM) можна довести, що при виконаннi нерiвностi du

< elg(p) рiвня-
ння g(u) = du

el має два додатнi коренi 0 < r1 < r2.

ДОПОМIЖНI РЕЗУЛЬТАТИ

Означення 1. Систему рiвнянь (2) будемо називати перманентною, якщо iснують додатнi
сталi mi, Mi, i = 1, 2 такi, що

m1 ≤ lim
n→+∞

inf x(n) ≤ lim
n→+∞

sup x(n) ≤ M1,
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m2 ≤ lim
n→+∞

inf y(n) ≤ lim
n→+∞

sup y(n) ≤ M2,

для будь якого розв’язку u(n) = (x(n), y(n)) системи (2) з додатними початковими дани-
ми.

Поняття перманентностi грає важливу роль у математичнiй бiологiї. Бiологiчно це
означає, що коли система при взаємодiї рiзних видiв стала у певному сенсi, то всi види
виживають у довгостроковому промiжку часу.

Лема 1 ([9]). Нехай {x(n)} задовольняє умови x(n) > 0 та

x(n + 1) ≤ x(n)exp (r(n) (1 − ax(n)))

для n ∈ [n1, ∞), де a > 0, {r(n)} — додатна послiдовнiсть. Тодi

lim
n→+∞

sup x(n) ≤
1

aru
exp {ru − 1} .

Лема 2 ([9]). Нехай {x(n)} задовольняє умови:

x(n + 1) ≥ x(n)exp (r(n) (1 − ax(n))) , n ≥ N0,

та lim
n→+∞

sup x(n) ≤ M, x(N0) > 0, N0 ∈ N, де aM > 1, {r(n)} — додатна послiдовнiсть.

Тодi lim
n→+∞

inf x(n) ≥ 1
a exp {ru (1 − aM)} .

Лема 3 ([10]). Нехай {x(n)}, {b(n)} — невiд’ємнi послiдовностi, визначенi на N, c ≥ 0 —
стала. Якщо

x(n) ≤ c +
n−1

∑
s=0

b(s)x(s), n ∈ N,

то

x(n) ≤ c
n−1

∏
s=0

[1 + b(s)], n ∈ N.

Лема 4. Нехай для {x(n)} виконуються умови x(n) > 0 та

x(n + 1) ≥ x(n)exp

{

r(n)

(

−1 + ag

(

K

x(n)

))}

(4)

для n ∈ [n1, ∞), де {r(n)} — додатна послiдовнiсть, a > 0, K > 0, g′(u) > 0 при u < p. Тодi

lim
n→+∞

inf x(n) ≥
K

g−1
(

1
a

)∣

∣

∣

u<p

exp {−ru} (5)

при g−1
(

1
a

)∣

∣

∣

u<p
< p.

Доведення. Нехай iснує таке l0 ∈ [n1,+∞), що x(l0 + 1) < x(l0). Тодi з (4) випливає, що

x(l0) >
K

g−1
(

1
a

)∣

∣

∣

u<p

.
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Використовуючи останню нерiвнiсть отримуємо таку оцiнку:

x(l0 + 1) ≥ x(l0)exp

{

r(l0)

(

−1 + ag

(

K

x(l0)

))}

≥ x(l0)exp

{

ru

(

−1 + ag

(

K

x(l0)

))}

> x(l0)exp {−ru} ≥
K

g−1
(

1
a

)∣

∣

∣

u<p

exp {−ru} = m.

(6)

Доведемо, що x(n) ≥ m для всiх n ∈ [l0,+∞). Припустимо, що iснує число
p̃0 ∈ [l0,+∞) таке, що x(p̃0) < m. Тодi p̃0 ≥ l0 + 2. Нехай p0 — найменше цiле число таке
що x(p0) < m. Тодi x(p0 − 1) > x(p0), звiдки випливає, що застосувавши вищеприведенi
перетворення до x(p0), отримаємо, що x(p0) ≥ m. Отримуємо протирiччя.

Розглянемо випадок, коли x(n + 1) > x(n) для всiх n ∈ [n1,+∞). Нехай iснує
lim

n→+∞
x(n) = L. Стверджуємо, що

L ≥
K

g−1
(

1
a

)∣

∣

∣

u<p

.

Припустимо протилежне: L <
K

g−1( 1
a )|u<p

. Тодi iснує число N0 ∈ N таке, що

x(n) <
K

g−1
(

1
a

)∣

∣

∣

u<p

для всiх n > N0. З цього випливає, що

x(n + 1) ≥ x(n)exp

{

ru

(

−1 + ag

(

K

x(n)

))}

. (7)

Перейшовши до границi в (7), одержимо:

lim
n→+∞

x(n) ≥
K

g−1
(

1
a

)∣

∣

∣

u<p

.

Отримуємо протирiччя.
Враховуючи, що exp(−ru) < 1 для ru

> 0, маємо:

lim
n→+∞

x(n) ≥
K

g−1
(

1
a

)∣

∣

∣

u<p

≥
K

g−1
(

1
a

)∣

∣

∣

u<p

exp(−ru), (8)

що i доводить справедливiсть твердження (5).

ОСНОВНI РЕЗУЛЬТАТИ

Теорема 1. Якщо виконується умова

al − buM1 − cuh(0) > 0, (9)

де

M1 =
exp {au − 1}

bl
∞

∑
s=1

K(s) exp {−sau}
,
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тодi iснує таке число

m1 =

(

al − cuh(0)
)

exp
{

au − clh(0)− exp
{

au − clh(0)− 1
}}

bu
∞

∑
s=1

K(s) exp
{

−s(al − bu M1 − cuh(0))
}

, (10)

що для розв’язку x(n) системи (2) виконуються оцiнки:

m1 ≤ lim
n→+∞

inf x(n) ≤ lim
n→+∞

sup x(n) ≤ M1.

Доведення. Розглянемо випадок коли g′(u) > 0 для всiх u < p, де u = x(n)
y(n)

. Тодi з першого
рiвняння системи (2) маємо:

x(n + 1) ≤ x(n)exp{au − clh(p)}.

Звiдси отримуємо нерiвнiсть

x(n) ≤ x(n − s)exp{s(au − clh(p))},

з якої випливає, що
x(n − s) ≥ x(n)exp{−s(au − clh(p))}.

Пiдставивши останню нерiвнiсть у перше рiвняння системи (2), отримуємо:

x(n + 1)

≤ x(n) exp

{

a(n)− b(n)
∞

∑
s=1

K(s)x(n) exp
{

−s(au − clh(p))
}

− c(n)h(p)

}

≤ x(n)

× exp

{

(a(n)− c(n)h(p))

(

1 −
bl

au − clh(p)

∞

∑
s=1

K(s)x(n) exp
{

−s(au − clh(p))
}

)}

.

(11)

З умови (9), маємо al − cuh(p) ≥ al − bu M1 − cuh(0) > 0; тому застосовуючи Лему 1 до
нерiвностi (11) маємо наступну оцiнку:

lim
n→∞

sup x(n)
∣

∣

∣

u<p
≤

exp
{

au − clh(p) − 1
}

bl
∞

∑
s=1

K(s) exp
{

−s(au − clh(p))
}

= M∗
1 .

Розглянемо випадок, коли g′(u) < 0 для всiх u > p. З першого рiвняння системи (2)
маємо:

x(n + 1) ≤ x(n)exp{au}.
Тодi

x(n) ≤ x(n − s)exp{sau},
звiдки отримуємо

x(n − s) ≥ x(n)exp{−sau}.
Пiдставивши останню нерiвнiсть у перше рiвняння системи (2) отримуємо:

x(n + 1) ≤ x(n) exp

{

a(n)− b(n)
∞

∑
s=1

K(s)x(n) exp {−sau}

}

≤ x(n) exp

{

a(n)

(

1 −
bl

au

∞

∑
s=1

K(s)x(n) exp {−sau}

)}

.

(12)
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Застосовуючи Лему 1 до нерiвностi (12) маємо наступну оцiнку:

lim
n→∞

sup x(n)
∣

∣

∣

u>p
≤

exp {au − 1}

bl
∞

∑
s=1

K(s) exp {−sau}
= M+

1 .

Взявши max(M∗
1 , M+

1 ) = M+
1 = M1 отримаємо оцiнку:

lim
n→+∞

sup x(n) ≤ M1. (13)

Нехай g′(u) > 0 для всiх u < p. З оцiнки (13) випливає, що для довiльного ε > 0 iснує
таке N1 > 0, N1 ∈ N, що x(n) ≤ M1 + ε для всiх n > N1. Тому з першого рiвняння системи
(2) маємо:

x(n + 1) ≥ x(n)exp{a(n) − b(n)(M1 + ε)− c(n)h(0)}

≥ x(n)exp{al − bu(M1 + ε)− cuh(0)};

звiдки отримуємо

x(n − s) ≤ x(n)exp{−s(al − bu(M1 + ε)− cuh(0))}.

Пiдставивши останню нерiвнiсть у перше рiвняння системи (2), отримуємо:

x(n + 1) ≥ x(n)

× exp

{

a(n)− b(n)
∞

∑
s=1

K(s)x(n) exp
{

−s(al − bu(M1 + ε)− cuh(0))
}

− c(n)h(0)

}

≥ x(n) exp

{

(a(n)− c(n)h(0))

×

(

1 −
bu

al − cuh(0)

∞

∑
s=1

K(s)x(n) exp
{

−s(al − bu(M1 + ε)− cuh(0))
}

)}

.

(14)

З умови (9) маємо al − cuh(0) ≥ al − bu M1 − cuh(0) > 0, тому, застосовуючи Леми 1 та 2 до
нерiвностi (14), отримаємо наступну оцiнку при ε → 0:

lim
n→∞

inf x(n)
∣

∣

∣

u<p
≥

al − cuh(0)

bu
∞

∑
s=1

K(s) exp
{

−s(al − bu M1 − cuh(0))
}

× exp
{

au − clh(0)− exp
{

au − clh(0)− 1
}}

= m∗
1 .

Умова aM > 1 леми 2 набуде вигляду

exp
{

au − clh(0)− 1
}

au − clh(0)
> 1. (15)

Оскiльки e(x−1) ≥ x для всiх x ∈ R, то звiдси випливає, що нерiвнiсть (15) виконується.
З першого рiвняння системи (2) при u > p маємо:

x(n + 1) ≥ x(n)exp{a(n) − b(n)(M1 + ε)− c(n)h(p)}

≥ x(n)exp{al − bu(M1 + ε)− cuh(p)}.
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Звiдки випливає, що

x(n − s) ≤ x(n)exp{−s(al − bu(M1 + ε)− cuh(p))}.

Пiдставивши останню нерiвнiсть у перше рiвняння системи (2), отримаємо:

x(n + 1) ≥ x(n)

× exp

{

a(n)− b(n)
∞

∑
s=1

K(s)x(n) exp
{

−s(al − bu(M1 + ε)− cuh(p))
}

− c(n)h(p)

}

≥ x(n) exp

{

(a(n)− c(n)h(p))

×

(

1 −
bu

al − cuh(p)

∞

∑
s=1

K(s)x(n) exp
{

−s(al − bu(M1 + ε)− cuh(p))
}

)}

.

(16)

З умови (9) маємо al − cuh(p) ≥ al − buM1 − cuh(p) ≥ al − bu M1 − cuh(0) > 0. Тому, засто-
совуючи Леми 1 та 2 до нерiвностi (16), отримаємо наступну оцiнку при ε → 0

lim
n→∞

inf x(n)
∣

∣

∣

u>p
≥

al − cuh(p)

bu
∞

∑
s=1

K(s) exp
{

−s(al − buM1 − cuh(p))
}

× exp
{

au − clh(p) − exp
{

au − clh(p)− 1
}}

= m+
1 .

Взявши min(m∗
1 , m+

1 ) = m∗
1 = m1 отримаємо число (10) та оцiнку

lim
n→+∞

inf x(n) ≥ m1. (17)

Розглянемо друге рiвняння системи (2) при τ(n) = k.

Теорема 2. Якщо виконуються умови

du

el
< g(p) (18)

та
au − blm1 + du

> 0, (19)
то iснують такi числа

M2 = exp
{

2(eug(p)− dl)
}

та
m2 = min(m∗

2 , m+
2 ), (20)

де

m∗
2 =

m1 exp
{

k
(

elg
(

m1
M2

)

− du
)}

g−1
(

du

el

)∣

∣

∣

u<p

exp {−du} ,

m+
1 =

m1

exp
{

2(au − blm1 + du)
} ,

що для розв’язку y(n) системи (2) виконуються оцiнки

m2 ≤ lim
n→+∞

inf y(n) ≤ lim
n→+∞

sup y(n) ≤ M2.
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Доведення. З другого рiвняння системи (2) для всiх u ≥ 0 маємо:

y(n + 1) ≤ y(n)exp{−dl + eug(p)}. (21)

Зробивши замiну змiнних z(n) = ln y(n) в (21) отримуємо нерiвнiсть:

z(n + 1) ≤ z(n) + eug(p)− dl . (22)

Якщо взяти c = eug(p)− dl , b(s) =

{

0, 0 ≤ s ≤ n − 1,
1, s = n,

нерiвнiсть (22) набуде вигляду:

z(n + 1) ≤
n

∑
s=0

b(s)z(s) + c. (23)

Врахувавши умову (18) dl

eu <
du

el < g(p) та застосувавши Лему 3 до нерiвностi (23), отрима-
ємо оцiнку розв’язку z(n):

z(n) ≤ 2(eug(p)− dl),
а отже i оцiнку розв’язку y(n):

lim
n→+∞

sup y(n) ≤ exp
{

2(eug(p) − dl)
}

= M2. (24)

Розглянемо випадок, коли g′(u) > 0 для всiх u < p.
З оцiнок (17) та (24) випливає, що для довiльного ε > 0 iснує таке N1 > 0, N1 ∈ N, що

для всiх n > N1 виконуються оцiнки x(n) ≥ m1 − ε та y(n) ≤ M2 + ε.
Тому з другого рiвняння системи (2) маємо:

y(n + 1) ≥ y(n)exp{el g

(

m1 − ε

M2 + ε

)

− du};

звiдки отримуємо оцiнку:

y(n − k) ≤ y(n)exp

{

−k

(

elg

(

m1 − ε

M2 + ε

)

− du

)}

.

Пiдставивши останню нерiвнiсть у друге рiвняння системи (2), отримуємо:

y(n + 1) ≥ y(n) exp







e(n)g





m1 − ε

y(n)exp
{

−k
(

elg
(

m1−ε
M2+ε

)

− du
)}



− d(n)







≥ y(n) exp







d(n)



−1 +
el

du
g





(m1 − ε)exp
{

k
(

elg
(

m1−ε
M2+ε

)

− du
)}

y(n)















.

(25)

Застосовуючи лему 4 до нерiвностi (25) та врахувавши умову (18) отримаємо наступну
оцiнку при ε → 0:

lim
n→∞

inf y(n)
∣

∣

∣

u<p
≥

m1 exp
{

k
(

elg
(

m1
M2

)

− du
)}

g−1
(

du

el

)∣

∣

∣

u<p

exp {−du} = m∗
2.

Розглянемо випадок, коли u > p. Введемо замiну z(n) = x(n)
y(n)

. Тодi з системи (2) маємо:

z(n + 1) = z(n) exp

{

a(n)− b(n)
∞

∑
s=1

K(s)x(n − s)− c(n)
g (z(n))

z(n)
+ d(n)− e(n)g (z(n − k))

}

.
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Звiдси випливає, що

z(n + 1) ≤ z(n)exp{au − bl(m1 − ε) + du}.

Зробивши замiну змiнних ξ(n) = ln z(n) в останнiй нерiвностi отримуємо:

ξ(n + 1) ≤
n

∑
s=0

b(s)ξ(s) + c, (26)

де c = au − bl(m1 − ε) + du, b(s) =

{

0, 0 ≤ s ≤ n − 1,
1, s = n.

Врахувавши умову (19) та застосувавши Лему 3 до нерiвностi (26), отримаємо оцiнку
розв’язку ξ(n) при ε → 0:

ξ(n) ≤ 2(au − blm1 + du),
а отже i оцiнку розв’язку z(n):

lim
n→+∞

sup z(n) ≤ exp
{

2(au − blm1 + du)
}

= M∗
2 . (27)

З оцiнки (27) випливає, що для довiльного ε > 0 iснує таке N1 > 0, N1 ∈ N, що для всiх

n > N1 виконується x(n)
y(n)

≤ M∗
2 + ε. Звiдси випливає:

y(n) ≥
x(n)

M∗
2 + ε

≥
m1 − ε

M∗
2 + ε

.

При ε → 0 маємо:

lim
n→+∞

inf y(n) ≥
m1

exp
{

2(au − blm1 + du)
} = m+

2 .

Взявши min(m∗
2 , m+

2 ), отримаємо число (20) та оцiнку:

lim
n→+∞

inf y(n) ≥ m2.

ВИСНОВКИ

У роботi дослiджено властивiсть перманентностi системи рiзницевих рiвнянь моделi
хижак-жертва з немонотонною функцiєю впливу та нескiнченним запiзненням. На осно-
вi теорем порiвняння побудовано новi умови перманентної поведiнки динамiчної моделi.

Вiдкритими залишаються питання побудови оцiнок розв’язку y(n) рiвняння хижака
системи (2) при τ(n) 6= const та покращення отриманих у роботi умов та оцiнок.
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Надiйшло 05.04.2014

Nenya O. I. Permanence of a discrete predator-prey system with nonmonotonic functional responses and

endless delay. Carpathian Math. Publ. 2015, 7 (1), 91–100.

A discrete-time analogue of predator-prey model with nonmonotonic functional responses and
endless delay is considered in the paper. We investigate the question of obtaining conditions of per-
manent behavior of the dynamic model. The condition of permanence provides the limiting of the
solutions but it requires the positiveness of the solutions. Sufficient conditions of permanence are
obtained when the functional response function is nonmonotonic. The methods based on the es-
timation theorems are used to receive the sufficient permanent conditions of the solutions. These
results are applied to some special population model with endless delay, some new results are ob-
tained.
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