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НЕПЕРЕРВНО-ДИФЕРЕНЦIЙОВНI РОЗВ’ЯЗКИ ОДНIЄЇ ГРАНИЧНОЇ ЗАДАЧI

ДЛЯ СИСТЕМ ЛIНIЙНИХ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНО-РIЗНИЦЕВИХ РIВНЯНЬ

НЕЙТРАЛЬНОГО ТИПУ ТА ЇХ ВЛАСТИВОСТI

Встановлено достатнi умови iснування неперервно-диференцiйовних i обмежених при t ∈

R
+ розв’язкiв однiєї граничної задачi для систем лiнiйних диференцiально-рiзницевих рiв-

нянь нейтрального типу зi скiнченною кiлькiстю постiйних вiдхилень аргументу, запропоно-
вано метод їх побудови та дослiджено асимптотичнi властивостi таких розв’язкiв.
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У данiй статтi розглядається cистема рiвнянь вигляду

x′(t + 1) = Ax′(t) +
k

∑
m=1

Am(t)x(t + αm) +
k

∑
m=1

Bm(t)x′(t + βm) + F(t), (1)

де A — стала (n × n)-матриця, Am(t), Bm(t), m = 1, . . . , k — неперервнi при
t ∈ R

+ = [0,+∞) (n × n)-матрицi, αm > 0, βm > 0, m = 1, .., k, F(t) — неперервна при
t ∈ R

+ вектор-функцiя розмiрностi n. Зауважимо, що системи вигляду

x′(t + 1) = Ax′(t) + F(t, x(t), x( f (t)), x′(g(t))), (2)

були предметом розгляду багатьох математикiв [1, 2]. При цьому, як правило, вивчали-
ся задачi, якi характернi для звичайних диференцiальних рiвнянь — iснування i єдинiсть
розв’язкiв задачi Кошi, основної початкової задачi, рiзного роду крайових задач. Але при
дослiдженнi таких рiвнянь дуже часто виникає необхiднiсть в дослiдженнi задач, якi вра-
ховують їх специфiку. Одна iз таких задач полягає в дослiдженнi питання про iснування
неперервно-диференцiйовних при t ∈ R

+ розв’язкiв систем (2), якi задовольняють умову

lim
t→+∞

[x(t + 1)− Ax(t)] = 0. (3)

Зокрема, в [3, 4] у випадку коли A = E та [5] при detA 6= 0 вивчалася структура множини
неперервно-диференцiйовних при t ∈ R

+ розв’язкiв граничної задачi (2), (3).
В данiй роботi дослiджується питання iснування неперервно-диференцiйовних i об-

межених при t ∈ R
+ розв’язкiв задачi (1), (3) у випадку, коли виконуються наступнi умо-

ви:
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1)
∣∣∣
+∞∫
t

F(τ)dτ
∣∣∣ ≤ M, |F(t)| ≤ M, де M — деяка додатна стала, t ∈ R

+,

∣∣∣
+∞∫
t

|Am(τ)|dτ
∣∣∣ ≤ am, |Am(t)| ≤ am,

∣∣∣
+∞∫
t

|Bm(τ)|dτ
∣∣∣ ≤ bm, |Bm(t)| ≤ bm,

m = 1, .., k, t ∈ R
+;

2) |A−1| < 1, ∆ =
|A−1|

1 − |A−1|

( k

∑
m=1

am +
k

∑
m=1

bm

)
< 1.

Для розв’язання задачi (1), (3) достатньо, очевидно, довести, що система iнтегральних
рiвнянь

x(t + 1) = Ax(t)−

+∞∫

t

( k

∑
m=1

Am(τ)x(τ + αm) +
k

∑
m=1

Bm(τ)x′(τ + βm) + F(τ)
)

dτ (4)

має неперервно-диференцiйовний при t ∈ R
+ розв’язок.

Покажемо, що система (4) має розв’язок у виглядi ряду

x(t) =
∞

∑
i=0

xi(t), (5)

де xi(t), i = 0, 1, . . . , — деякi неперервно-диференцiйовнi при t ∈ R
+ вектор-функцiї.

Дiйсно, пiдставляючи ряд (5) в (4), отримуємо

∞

∑
i=0

xi(t + 1) = A
∞

∑
i=0

xi(t)−

+∞∫

t

( k

∑
m=1

Am(τ)
∞

∑
i=0

xi(τ + αm)

+
k

∑
m=1

Bm(τ)
∞

∑
i=0

x′i(τ + βm) + F(τ)
)

dτ.

Звiдси безпосередньо випливає, що якщо вектор-функцiї xi(t), i = 0, 1, . . . , є розв’язками
послiдовностi систем рiвнянь

x0(t + 1) = Ax0(t)−

+∞∫

t

F(τ)dτ, (6)

xi(t + 1) = Axi(t)−

+∞∫

t

( k

∑
m=1

Am(τ)xi−1(τ + αm) +
k

∑
m=1

Bm(τ)x′i−1(τ + βm)
)

dτ,

i = 1, 2, . . . ,

(7)

то ряд (5) є формальним розв’язком системи рiвнянь (4).
Система рiвнянь (6) має формальний розв’язок у виглядi ряду

x0(t) =
∞

∑
j=0

A−(j+1)
+∞∫

t+j

F(τ)dτ, (8)
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який внаслiдок умов 1), 2) рiвномiрно збiгається при t ∈ R
+ разом iз своєю похiдною i

виконуються умови
|x0(t)| ≤ M̃, |x′0(t)| ≤ M̃, (9)

де M̃ = |A−1|
1−|A−1|

M. Оскiльки при i = 1, 2, . . . ряди

xi(t) =
∞

∑
j=0

A−(j+1)
+∞∫

t+j

( k

∑
m=1

Am(τ)xi−1(τ + αm) +
k

∑
m=1

Bm(τ)x′i−1(τ + βm)
)

dτ, (10)

є формальними розв’язками вiдповiдних систем рiвнянь (7) (в цьому можна переконати-
ся безпосередньою пiдстановкою (10) в (7)), то залишається показати, що вони рiвномiрно
збiгаються при t ∈ R

+ разом iз своїми похiдними i виконуються оцiнки:

|xi(t)| ≤ M̃∆j, |x′i(t)| ≤ M̃∆j, i = 1, 2, . . . . (11)

Справдi, при i = 1 маємо

|x1(t)| ≤
∞

∑
j=0

|A−1|j+1
∣∣∣
+∞∫

t+j

( k

∑
m=1

|Am(τ)||x0(τ + αm)|+
k

∑
m=1

|Bm(τ)||x
′
0(τ + βm)|

)
dτ

∣∣∣

≤ M̃
∞

∑
j=0

|A−1|j+1
( k

∑
m=1

∣∣∣
+∞∫

t+j

|Am(τ)|dτ
∣∣∣ +

k

∑
m=1

∣∣∣
+∞∫

t+j

|Bm(τ)|dτ
∣∣∣
)

≤ M̃
|A−1|

1 − |A−1|

( k

∑
m=1

am +
k

∑
m=1

bm

)
≤ M̃∆,

|x′1(t)| ≤
∞

∑
j=0

|A−1|j+1
( k

∑
m=1

|Am(t + j)||x0(t + j + αm)|+
k

∑
m=1

|Bm(t + j)||x′0(t + j + βm)|
)

≤ M̃
∞

∑
j=0

|A−1|j+1
( k

∑
m=1

am +
k

∑
m=1

bm

)
≤ M̃∆

i, отже, оцiнки (11) мають мiсце. Розмiрковуючи по iндукцiї, припустимо, що оцiнка (11)
доведена уже для деякого i ≥ 1, i покажемо, що вона зберiгається для i + 1. Дiйсно, на
пiдставi (10), (11) i умов 1), 2) отримуємо

|xi+1(t)| ≤
∞

∑
j=0

|A−1|j+1
∣∣∣
+∞∫

t+j

( k

∑
m=1

|Am(τ)||xi(τ + αm)|+
k

∑
m=1

|Bm(τ)||x
′
i(τ + βm)|

)
dτ

∣∣∣

≤
∞

∑
j=0

|A−1|j+1M̃∆i
( k

∑
m=1

∣∣∣
+∞∫

t+j

|Am(τ)|dτ +
k

∑
m=1

∣∣∣
+∞∫

t+j

|Bm(τ)|dτ
)∣∣∣

≤ M̃∆i |A−1|

1 − |A−1|

( k

∑
m=1

am +
k

∑
m=1

bm

)
≤ M̃∆i+1,

|x′i+1(t)| ≤
∞

∑
j=0

|A−1|j+1
( k

∑
m=1

|Am(t + j)||xi(t + j + αm)|+
k

∑
m=1

|Bm(t+ j)||x′i(t+ j+βm)|
)

≤ M̃∆i |A−1|

1 − |A−1|

( k

∑
m=1

am+
k

∑
m=1

bm

)
≤ M̃∆i+1.
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Отже, системи рiвнянь (7), i = 0, 1, . . . , мають неперервно-диференцiйовнi при
t ∈ R

+ розв’язки xi(t), i = 0, 1, . . . , у виглядi рядiв (10), i = 0, 1, . . . , якi рiвномiрно збi-
гаються при всiх t ∈ R

+, i задовольняють умови (11), i = 0, 1, . . . . Звiдси i умови 2) безпосе-
редньо випливає, що ряд (5) (разом iз своєю першою похiдною) рiвномiрно збiгається при
всiх t ∈ R

+, його сума x(t) є неперервно-диференцiйовним розв’язком системи рiвнянь
(4) i задовольняє умови

|x(t)| ≤
M̃

1 − ∆
, |x′(t)| ≤

M̃

1 − ∆
.

Покажемо тепер, що побудований у виглядi ряду (5) розв’язок x(t) системи рiвнянь (4)
є єдиним при виконаннi умов 1), 2). Дiйсно, припустимо, що iснує ще один неперервно-
диференцiйовний обмежений при t ∈ R

+ розв’язок y(t) такий, що y(t) 6≡ x(t). Тодi iз
тотожностей

x(t + 1) = Ax(t)−

+∞∫

t

( k

∑
m=1

Am(τ)x(τ + αm) +
k

∑
m=1

Bm(τ)x′(τ + βm) + F(τ)
)

dτ,

y(t + 1) = Ay(t)−

+∞∫

t

( k

∑
m=1

Am(τ)y(τ + αm) +
k

∑
m=1

Bm(τ)y
′(τ + βm) + F(τ)

)
dτ

i умов 1), 2) отримуємо

|x(t)− y(t)| ≤ |A−1||x(t + 1)− y(t + 1)|+ |A−1|
∣∣∣
+∞∫

t

( k

∑
m=1

|Am(τ)||x(τ + αm)− y(τ + αm)|

+
k

∑
m=1

|Bm(τ)||x
′(τ + αm)− y′(τ + βm)|

)
dτ

∣∣∣

≤ |A−1| ‖x(t)− y(t)‖+ |A−1|
( k

∑
m=1

am +
k

∑
m=1

bm
)
‖x(t)− y(t)‖

= (|A−1|+ ∆(1 − |A−1|))‖x(t)− y(t)‖ = ∆′‖x(t)− y(t)‖,

|x′(t)− y′(t)| ≤ |A−1||x′(t + 1)− y′(t + 1)|+ |A−1|
∣∣∣
( k

∑
m=1

|Am(t)||x(t + αm)− y(t + αm)|

+
k

∑
m=1

|Bm(t)||x
′(t + αm)− y′(t + βm)|

)
dτ

∣∣∣

≤ |A−1|‖x(t)− y(t)‖+ |A−1|
( k

∑
m=1

am +
k

∑
m=1

bm

)
‖x(t)− y(t)‖

= (|A−1|+ ∆(1 − |A−1|))‖x(t)− y(t)‖ = ∆′‖x(t)− y(t)‖,

де ‖x(t)− y(t)‖ = max
{

sup
t∈R+

|x(t)− y(t)|, sup
t∈R+

|x′(t)− y′(t)|
}

, 0 < ∆′
< 1. Звiдси випливає

‖x(t)− y(t)‖ ≤ ∆′‖x(t)− y(t)‖, що є можливим лише у випадку, коли x ≡ y. Отже, отри-
мане протирiччя показує, що побудований вище неперервно-диференцiйовний обмеже-
ний при t ∈ R

+ розв’язок x(t) у виглядi ряду (5) є єдиним при виконаннi умов 1), 2).
Пiдсумовуючи наведенi вище результати, приходимо до наступної теореми.
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Теорема 1. Нехай виконуються умови 1), 2). Тодi система рiвнянь (4) має єдиний непе-
рервно-диференцiйовний обмежений при t ∈ R

+ розв’язок x(t) у виглядi ряду (5), в
якому вектор-функцiї xi(t), i = 0, 1, . . . , визначаються формулами (10), i = 0, 1, . . . .

Розглянемо тепер систему рiвнянь вигляду (1) у випадку, коли виконуються умови:

3) Ряди F̃(t) =
∞

∑
j=0

|A−1|j+1
∣∣∣
+∞∫
t+j

|F(τ)|dτ
∣∣∣, F̃′(t) =

∞

∑
j=0

|A−1|j+1|F(t + j)| рiвномiрно збi-

гаються при всiх t ∈ R
+ i F̃(t) ≤ P, F̃′(t) ≤ P, P > 0;

4) |Am(t)| ≤ am(t), |Bm(t)| ≤ bm(t), m = 1, . . . , k,
k

∑
m=1

am(t) = a(t),

k

∑
m=1

bm(t) = b(t), де am(t), bm(t), m = 1, . . . , k, — деякi неперервнi при t ∈ R
+, невiд’-

ємнi функцiї такi, що

∞

∑
j=0

|A−1|j+1
∣∣∣
+∞∫

t+j

(a(τ) + b(τ))dτ
∣∣∣ ≤ θ < 1,

∞

∑
j=0

|A−1|j+1(a(t + j) + b(t + j)
)
≤ θ < 1.

Як i ранiше будемо дослiджувати питання про iснування неперервно-диференцiйовних
при t ∈ R

+ розв’язкiв, що задовольняють умову (3). Для цього, очевидно, достатньо ви-
вчити це питання для системи iнтегральних рiвнянь (4). Має мiсце наступна теорема.

Теорема 2. Нехай виконуються умови 3), 4). Тодi система рiвнянь (4) має неперервно-ди-
ференцiйовний обмежений при t ∈ R

+ розв’язок x̃(t).

Доведення. Покажемо, що при виконаннi умов 3), 4) система рiвнянь (4) має неперервно-
диференцiйовний обмежений при t ∈ R

+ розв’язок x̃(t) у виглядi ряду

x̃(t) =
∞

∑
i=0

x̃i(t), (12)

де x̃i(t), i = 0, 1, . . . , — деякi неперервно-диференцiйовнi обмеженi при t ∈ R
+ вектор-

функцiї. Дiйсно, пiдставляючи ряд (12) у (4), одержимо

∞

∑
i=0

x̃i(t + 1) = A
∞

∑
i=0

x̃i(t)−

+∞∫

t

( k

∑
m=1

Am(τ)
∞

∑
i=0

x̃i(τ + αm)

+
k

∑
m=1

Bm(τ)
∞

∑
i=0

x̃′i(τ + βm) + F(τ)
)

dτ,

звiдки приходимо до висновку, що якщо вектор-функцiї x̃i(t), i = 0, 1, . . . , є розв’язками
послiдовностi систем рiвнянь

x̃0(t + 1) = Ax̃0(t)−

+∞∫

t

F(τ)dτ, (13)



ГРАНИЧНА ЗАДАЧА СИСТЕМ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНО-РIЗНИЦЕВИХ РIВНЯНЬ НЕЙТРАЛЬНОГО ТИПУ 33

x̃i(t + 1) = Ax̃i(t)−

+∞∫

t

( k

∑
m=1

Am(τ)x̃i−1(τ + αm) +
k

∑
m=1

Bm(τ)x̃′i−1(τ + βm)
)

dτ,

i = 1, 2, . . . ,

(14)

то ряд (12) є формальним розв’язком системи (4). Згiдно умови 3) ряди

x̃0(t) =
∞

∑
j=0

A−(j+1)
+∞∫

t+j

F(τ)dτ,

x̃′0(t) = −
∞

∑
j=0

A−(j+1)F(t + j)

(15)

рiвномiрно збiгаються при всiх t ∈ R
+, вектор-функцiя x̃0(t) задовольняє систему рiв-

нянь (13) (в цьому можна переконатися безпосередньою пiдстановкою (15) в (13)) i умови

|x̃0(t)| ≤ P, (16)

|x̃′0(t)| ≤ P. (17)

Розглядаючи послiдовно системи рiвнянь (14), i = 1, 2, . . . , можна переконатися, що
ряди

x̃i(t) =
∞

∑
j=0

A−(j+1)
+∞∫

t+j

( k

∑
m=1

Am(τ)x̃i−1(τ + αm) +
k

∑
m=1

Bm(τ)x̃′i−1(τ + βm)
)

dτ,

i = 1, 2, . . . ,

(18)

є формальними розв’язками вiдповiдних систем рiвнянь (14), i = 1, 2, . . . . Доведемо, що
цi ряди рiвномiрно збiгаються при t ∈ R

+ до деяких вектор-функцiй x̃i(t), i = 1, 2, . . . ,
якi є неперервно-диференцiйовними i задовольняють умови

|x̃i(t)| ≤ Pθi, i = 1, 2, . . . , (19)

|x̃′i(t)| ≤ Pθi, i = 1, 2, . . . . (20)

Дiйсно, на пiдставi умови 4), (18), (16) i (17) отримуємо

|x̃1(t)| ≤
∞

∑
j=0

|A−1|j+1
∣∣∣
+∞∫

t+j

( k

∑
m=1

|Am(τ)||x̃0(τ + αm)|+
k

∑
m=1

|Bm(τ)||x̃
′
0(τ + βm)|

)
dτ

∣∣∣

≤ P
∞

∑
j=0

|A−1|j+1
∣∣∣
+∞∫

t+j

(
a(τ) + b(τ)

)
dτ

∣∣∣ ≤ Pθ,

тобто в цьому випадку оцiнка (19) має мiсце. Оскiльки згiдно 4) ряд

∞

∑
j=0

A−(j+1)
( k

∑
m=1

Am(t + j)x̃0(t + j + αm) +
k

∑
m=1

Bm(t + j)x̃′0(t + j + βm)
)

рiвномiрно збiгається при всiх t ∈ R
+, то вектор-функцiя x̃1(t) є неперервно-диференцi-

йовною при t ∈ R
+ i має мiсце оцiнка (20).
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Розмiрковуючи по iндукцiї, припустимо, що спiввiдношення (19), (20) доведенi уже
для деякого i ≥ 1, i доведемо, що вони зберiгаються при переходi вiд i до i + 1. Справдi,
внаслiдок (18), (19), (20) i умови 4) отримуємо

|x̃i+1(t)| ≤
∞

∑
j=0

|A−1|j+1
∣∣∣
+∞∫

t+j

( k

∑
m=1

|Am(τ)||x̃i(τ + αm)|+
k

∑
m=1

|Bm(τ)||x̃
′
i(τ + βm)|

)
dτ

∣∣∣

≤ Pθi
∞

∑
j=0

|A−1|j+1
∣∣∣
+∞∫

t+j

(
a(τ) + b(τ)

)
dτ

∣∣∣ ≤ Pθi+1.

Вектор-функцiя x̃i+1(t) є неперервно-диференцiйовною при t ∈ R
+ i виконується оцiнка

(20). Це випливає iз 4), (19), (20) i рiвномiрної збiжностi ряду

∞

∑
j=0

A−(j+1)
( k

∑
m=1

Am(t + j)x̃i(t + j + αm) +
k

∑
m=1

Bm(t + j)x̃′i(t + j + βm)
)

.

Отже, оцiнки (19), (20) мають мiсце при всiх i ≥ 1. Звiдси безпосередньо випливає, що ряд
(12) рiвномiрно збiгається при t ∈ R

+ до деякої неперервно-диференцiйовної вектор-
функцiї x̃(t), яка є розв’язком системи рiвнянь (4) i задовольняє умову

|x̃(t)| ≤
P

1 − θ
. (21)

Теорема 2 доведена.

Таким чином, на пiдставi теореми 2 система рiвнянь (4) має неперервно-диференцi-
йовний обмежений при t ∈ R

+ розв’язок x̃(t) у виглядi ряду (12). Бiльше цього, далi
ми покажемо, що при деяких додаткових умовах система рiвнянь (4) має нескiнченно
багато неперервно-диференцiйовних обмежених при t ∈ R

+ розв’язкiв x(t) = x(t, ω(t)),
де ω(t) — деяка 1-перiодична вектор-функцiя, якi задовольняють умову

lim
t→+∞

[x(t)− x̃(t)] = 0. (22)

Виконаємо в (4) взаємно-однозначну замiну змiнних

x(t) = y(t) + x̃(t), (23)

де x̃(t) — розв’язок системи (4) у виглядi ряду (12). У результатi отримаємо систему рiв-
нянь

y(t + 1) = Ay(t)−

+∞∫

t

( k

∑
m=1

Am(τ)y(τ + αm) +
k

∑
m=1

Bm(τ)y
′(τ + βm)

)
dτ, (24)

вiдносно якої будемо припускати виконаня умови 4) i умови

5) |A|<1.

Має мiсце наступна теорема.
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Теорема 3. Нехай виконуються умови 4), 5). Тодi система рiвнянь (24) має сiм’ю непе-
рервно-диференцiйовних обмежених при t ∈ R

+ розв’язкiв y(t) = y(t, ω(t)) у виглядi
ряду

y(t) =
∞

∑
i=0

yi(t), (25)

де yi(t), i = 0, 1, . . . , — деякi неперервно-диференцiйовнi обмеженi при t ∈ R
+ вектор-

функцiї, якi задовольняють умову

lim
t→+∞

y(t) = 0. (26)

Доведення. Ряд (25) є формальним розв’язком системи рiвнянь (24), тобто виконується
спiввiдношення

∞

∑
i=0

yi(t + 1) = A
∞

∑
i=0

yi(t) −

+∞∫

t

( k

∑
m=1

Am(τ)
∞

∑
i=0

yi(τ + αm) +
k

∑
m=1

Bm(τ)
∞

∑
i=0

y′i(τ + βm)
)

dτ,

у випадку, коли вектор-функцiї yi(t), i = 0, 1, . . . , є розв’язками послiдовностi систем
рiвнянь

y0(t + 1) = Ay0(t), (27)

yi(t + 1) = Ayi(t)−

+∞∫

t

( k

∑
m=1

Am(τ)yi−1(τ + αm) +
k

∑
m=1

Bm(τ)y
′
i−1(τ + βm)

)
dτ,

i = 1, 2, . . . .

(28)

Система рiвнянь (27) має сiм’ю неперервно-диференцiйовних при t ∈ R
+ розв’язкiв

вигляду
y0(t) = A[t]ϕ(t − [t]), (29)

де [t] — цiла частина t, ϕ(τ) — довiльна неперервно-диференцiйовна при τ ∈ [0, 1) век-
тор-функцiя, що задовольняє умови

ϕ(1 − 0) = Aϕ(0), ϕ′(1 − 0) = Aϕ′(0).

Легко переконатися, що якщо y0(t) є один iз розв’язкiв, що визначаються формулою (29),
то мають мiсце оцiнки

|y0(t)| ≤ P̃|A|t, (30)

|y′0(t)| ≤ P̃|A|t, (31)

де P̃ — деяка додатна стала.
Розглядаючи послiдовно системи рiвнянь (28), i = 1, 2, . . . , можна переконатися, що

ряди

yi(t) =
∞

∑
j=0

A−(j+1)
+∞∫

t+j

( k

∑
m=1

Am(τ)yi−1(τ + αm) +
k

∑
m=1

Bm(τ)y
′
i−1(τ + βm)

)
dτ, (32)
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є формальними розв’язками вiдповiдних систем рiвнянь (28), i = 1, 2, . . . . Покажемо те-
пер, що ряди (32), i = 1, 2, . . . , рiвномiрно збiгаються при всiх t ∈ R

+ до деяких вектор-
функцiй yi(t), i = 1, 2, . . . , якi є неперервно-диференцiйовними при t ∈ R

+ i задовольня-
ють умови

|yi(t)| ≤ P̃θi|A|t, i = 1, 2, . . . , (33)

|y′i(t)| ≤ P̃θi|A|t, i = 1, 2, . . . . (34)

Справдi, приймаючи до уваги (32), (30), (31) i умови 4), 5), отримуємо

|y1(t)| ≤
∞

∑
j=0

|A−1|j+1
∣∣∣
+∞∫

t+j

( k

∑
m=1

|Am(τ)||y0(τ + αm)|+
k

∑
m=1

|Bm(τ)||y
′
0(τ + βm)|

)
dτ

∣∣∣

≤
∞

∑
j=0

|A−1|j+1
∣∣∣
+∞∫

t+j

( k

∑
m=1

am(τ)P̃|A|τ+αm +
k

∑
m=1

bm(τ)P̃|A|τ+βm

)
dτ

∣∣∣

≤ P̃
∞

∑
j=0

|A−1|j+1
∣∣∣
+∞∫

t+j

( k

∑
m=1

am(τ)|A|τ−t+αm +
k

∑
m=1

bm(τ)|A|τ−t+βm

)
dτ

∣∣∣|A|t

≤ P̃
∞

∑
j=0

|A−1|j+1
∣∣∣
+∞∫

t+j

(
a(τ) + b(τ)

)
dτ

∣∣∣|A|t ≤ P̃θ|A|t .

Отже, оцiнка (33) має мiсце. Диференцiюючи (32), отримуємо ряд

y′1(t) = −
∞

∑
j=0

A−(j+1)
( k

∑
m=1

Am(t + j)y0(t + j + αm) +
k

∑
m=1

Bm(t + j)y′0(t + j + βm)
)

,

який на пiдставi умов 4), 5) i спiввiдношень (30), (31) рiвномiрно збiгається при t ∈ R
+ i

його сума y′1(t) задовольняє умову |y′1(t)| ≤ P̃θ|A|t .
Аналогiчно можна довести, що ряди (32), i = 1, 2, . . . , r, рiвномiрно збiгаються при

t ∈ R
+ до деяких неперервно-диференцiйовних вектор-функцiй yi(t), i = 1, 2, . . . , r, що

задовольняють умови (33), (34), i = 1, 2, . . . , r. На пiдставi (32), (33), (34) i умов 4), 5) отри-
муємо

|yr+1(t)| ≤
∞

∑
j=0

|A−1|j+1
∣∣∣
+∞∫

t+j

( k

∑
m=1

|Am(τ)||yr(τ + αm)|+
k

∑
m=1

|Bm(τ)||y
′
r(τ + βm)|

)
dτ

∣∣∣

≤
∞

∑
j=0

|A−1|j+1
∣∣∣
+∞∫

t+j

( k

∑
m=1

am(τ)P̃θr|A|τ+αm +
k

∑
m=1

bm(τ)P̃θr|A|τ+βm

)
dτ

∣∣∣

≤ P̃θr
∞

∑
j=0

|A−1|j+1
∣∣∣
+∞∫

t+j

( k

∑
m=1

am(τ)|A|τ−t+αm +
k

∑
m=1

bm(τ)|A|τ−t+βm

)
dτ

∣∣∣|A|t

≤ P̃θr
∞

∑
j=0

|A−1|j+1
∣∣∣
+∞∫

t+j

(
a(τ) + b(τ)

)
dτ

∣∣∣|A|t ≤ P̃θr+1|A|t.
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Отже, оцiнка (33) виконується при всiх i ≥ 1. Внаслiдок (33), (34) i умов 4), 5) ряд

y′r+1(t) = −
∞

∑
j=0

A−(j+1)
( k

∑
m=1

Am(t + j)yr(t + j + αm) +
k

∑
m=1

Bm(t + j)y′r(t + j + βm)
)

,

рiвномiрно збiгається при t ∈ R
+ i виконується умова |y′r+1(t)| ≤ P̃θr+1|A|t.

Тим самим доведено, що ряди (32), i = 1, 2, . . . , рiвномiрно збiгаються при всiх t ∈ R
+

до деяких неперервно-диференцiйовних вектор-функцiй yi(t), i = 1, 2, . . . , якi задоволь-
няють умови (33), (34), i = 1, 2, . . . . Звiдси безпосередньо випливає, що ряд (25) i ряд

y′(t) =
∞

∑
i=0

y′i(t)

рiвномiрно збiгаються при t ∈ R
+ i виконуються спiввiдношення

|y(t)| ≤
P̃

1 − θ
|A|t, |y′(t)| ≤

P̃

1 − θ
|A|t.

Приймаючи до уваги останнi спiввiдношення i умову 5), отримуємо, що побудованi роз-
в’язки задовольняють умову

lim
t→+∞

y(t) = 0.

Теорема 3 доведена.
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