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градиентов функционалов-невязок 
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ÑÎÑÒÎßÍÈß ÑÎÑÒÀÂÍÎÃÎ ÖÈËÈÍÄÐÀ 

Введение. В работах [1, 2] предложена тех-
нология построения явных выражений гра-
диентов функционалов-невязок для иденти-
фикации параметров задач теплопроводности. 
В данной работе, следуя [1, 2], на основе 

теории оптимального управления [3−5] пред-
ставлены явные выражения градиентов 
функционалов-невязок для решения некото-
рых задач идентификации параметров  
осесимметричного напряженно-деформиро-
ванного состояния (НДС) составного кру-
гового цилиндра градиентными методами  
О.М. Алифанова [6]. 

1. Идентификация НДС полого кругово-
го цилиндра по известным смещениям и 
напряжениям на внешней его стороне. 
Рассмотрим длинный полый двухслойный 
изотропный круговой цилиндр. С учетом 
симметрии, следуя [7,  8], напряженно-
деформированное состояние его составляю-
щих описывается уравнением равновесия 

 1 20, ( , ) ( , )rr r r r
r r

ϕσ − σ∂σ
+ = ∈ ξ ∪ ξ

∂
,   (1) 

где 0const, >=21 rr  − радиусы, соответст-
венно, внутренней и внешней круговых по-
верхностей, ξ − радиус поверхности идеаль-
ного контакта составляющих цилиндра, r − 
радиальная координата цилиндрической си-
стемы координат (r, ϕ, z), ось z совпадает  
с осью вращения рассматриваемого тела. 
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Пусть u, v и w обозначают перемещения какой-либо точки, соответственно, 
в направлении радиуса r, в направлении перпендикуляра к меридиальному сече-
нию и в направлении оси z. 

В предположении независимости перемещений от угла ϕ, следуя [7],  
составляющие деформаций имеют вид 

 
1, , , ,
2rr zz rz

u u w u w
r r z z rϕϕ
∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ε = ε = ε = ε = +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

 (2) 

а составляющие тензора напряжений представляются так: 

 2 , 2 , 2 , ,rr rr zz zz rz rzϕϕ ϕϕσ = λθ + με σ = λθ+ με σ = λθ+ με σ = με  (3) 

где rr zzϕϕθ = ε + ε + ε  − объемное расширение; λ, μ − упругие постоянные  
Ляме, которые через модуль упругости Е и коэффициент Пуассона ν выражают-

ся следующим образом: ,
(1 )(1 2 ) 2(1 )

Е Еν
λ = μ =

+ ν − ν + ν
. 

Для рассматриваемого нами случая из четырех деформаций (2) отличны  

от нуля лишь две: ,rr
u u
r rϕϕ
∂

ε = ε =
∂

. Тогда [8]: 

 
( 2 ) ( 2 ) ,

( 2 ) ( 2 ) .

r rr rr

rr

u u
r r

u u
r r

ϕϕ

ϕ ϕϕ ϕϕ

∂
σ = σ = λ + μ ε + λε = λ + μ + λ

∂
∂

σ = σ = λε + λ + μ ε = λ + λ + μ
∂

 (4) 

Учитывая (4), уравнение (1), левая и правая части которого умножены на r, 
принимает вид 

 ( 2 ) ( 2 ) 0,y yr r
r r r
∂ ∂⎧ ⎫⎛ ⎞− λ + μ − λ + μ = ∈Ω⎨ ⎬⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎩ ⎭

, (5) 

где 1 2 1 1 2 2, ( , ), ( , ), ( ) ( )r r y y r u rΩ = Ω ∪Ω Ω = ξ Ω = ξ = = . 

Пусть на внутренней и внешней поверхностях цилиндра заданы напряжения 

 , 1,2
ir r r ip i=σ = − = , (6) 

где 1p  считаем неизвестным, а 2p  − задано. 

В точке r = ξ условия идеального контакта имеют вид 

 0=σ0= ][,][ ry , (7) 

где )(,][ 0±ξϕ=ϕϕ−ϕ=ϕ ±−+ . 
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При этом считаем, что на внешней поверхности цилиндра известны смеще-
ния, т. е. 
 02 = fry )( . (8) 

Получена задача (5)−(8), состоящая в нахождении элемента =∈= 1 Upи  
),( ∞+−∞= , при котором решение );()( ruyuyy ==  задачи (5)−(7) удовлетво-

ряет равенству (8). 
При каждом фиксированном u∈U вместо классического решения у = у(u)  

краевой задачи (5)−(7) будем использовать ее обобщенное решение. Для  
этого введем в рассмотрение пространство 0 { ( ) :

i
V v r v Ω= ∈ 

1
2 ( ), 1, 2; [ ] 0},iW i v∈ Ω = =  где [ ] [ ]

r
v v

=ξ
= . 

Пусть у − классическое решение краевой задачи (5)−(7). После домножения 
обеих частей равенства (5) на 0∈Vz  и интегрирования результата по Ω, с уче-
том ограничений (6)−(7) имеем 

2

2

1

1

0
0( 2 ) ( 2 ) ( ) ( )

r
r

r r r
r

y yr zdr r y z r y z
r r r

ξ−
ξ+

∂ ∂⎧ ⎫⎛ ⎞− λ + μ − λ + μ = − σ − σ +⎨ ⎬⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎩ ⎭∫
2

1

{ ( ) ( ) ( ) ( ) ( 2 ) ( ) ( )}
r

r r r
r

r y z y z y z drϕ ϕ ϕ+ σ ε + λε ε + λ + μ ε ε =∫  

2

1

{( 2 ) ( ) ( ) ( ( ) ( ) ( ) ( )) ( 2 ) ( ) ( )}
r

r r r r
r

r y z y z y z y z drϕ ϕ ϕ ϕ= λ + μ ε ε + λ ε ε + ε ε + λ + μ ε ε +∫
2 2 2 1 1( ) ( ) 0r p z r ruz r+ − = . 

Определение 1. При каждом фиксированном u∈U обобщенным решением 
краевой задачи (5)−(7) называется функция Vruyuyy ∈== );()( , которая 

0∈∀ Vz  удовлетворяет тождеству 
 ),;(),( zulzya =  (9) 

где   ,)()(),(, ∫
2

1
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

μ2+λ+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+
∂
∂

λ+
∂
∂

∂
∂

μ2+λ== 0

r

r

dr
r
z

r
y

r
z

r
y

r
z

r
y

r
z

r
yrzyaVV  

).()();( 11222 +−= rzurrzprzul  
Теорема 1. При каждом фиксированном u∈U решение задачи (9) существу-

ет и единственно, которое является единственной функцией, доставляющей на V 
минимум функционалу 

1 1 2 2 2( ; ) ( , ) 2( ( ) ( ))u v a v v ruv r r p z rΦ = − − . 
Зададим функционал-невязку 

 2
2 0

1( ) ( ( ; ) )
2

J u y u r f= − . (10) 
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Вместо задачи (5)−(8) будем рассматривать задачу (9), (10), состоящую в 
нахождении элемента u, минимизирующего на U функционал-невязку (10) при 
ограничении (9). Задачу (9), (10) будем решать с помощью градиентных методов 
[6], где (n+1)-е приближение 1+nu  решения u∈U находим по формуле 

 1n n n nu u p+ = −β , (11) 

начиная с некоторого приближения U∈0u , где направление спуска np  и коэф-
фициент nβ  определим, используя выражения: 

− для метода минимальных ошибок 

 
2

2,
n

n

n
n u n

u

e
p J

J
′= β =

′
, (12) 

− для метода скорейшего спуска 

 

2

2, n

n

n

u
n u n

u

J
p J

AJ

′
′= β =

′
, (13) 

− для метода сопряженных градиентов 

 
1

2

1 0 2 2

( , )
, 0, ,n n

n

n

u u n
n u n n n n

nu

J J p
p J p

ApJ
−

−

′ ′
′= + γ γ = γ = β =

′
, (14) 

где 
nuJ ′  − градиент функционала J(u) в точке ,, 0−== fAueuu nnn  

2( ) ( ; ).n nA u y u r=  
Введем обозначения 

0

( , ) ( ( ) (0), ( ) (0)),
( ) ( (0), ( ) (0)),

u v Y u Y Y v Y
L v f Y Y v Y

π = − −
= − −

 

где ( ) ( )Y v A v= . 
Так как ))(),(()(),()( 0−0−+2−π=2 00 YfYfvLvvvJ , то 

 0

0

( ( )) ( )lim ( , ) ( )

( ( ) , ( ) ( )) , .u

J u v u J u u v u L v u

Y u f Y v Y и J v u
λ→

+ λ − −
= π − − − =

λ
′= − − = 〈 − 〉

 (15) 

Следуя [1−5], для каждого приближения nu  решения u∈U задачи (9), (10) 
введем в рассмотрение следующую сопряженную задачу: 

( ) ( ( ) ( )) 0, ,r rr r
r θ
∂

− σ ψ − σ ψ − σ ψ = ∈Ω
∂
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2

1

2 0
2

[ ] 0, [ ( )] 0, ,
1( ) ( ( ; ) ),

( ) 0.

r

r r r n

r r r

r

y u r f
r=

=

ψ = σ ψ = = ξ

σ ψ = −

σ ψ =

 (16) 

Определение 2. Обобщенным решением краевой задачи (16) называется 
функция V∈ψ , которая 0∈∀ Vz  удовлетворяет тождеству 

 2 0 2( , ) ( ( ; ) ) ( )na z y u r f z rψ = − . (17) 

Теорема 2. Решение V∈ψ  задачи (17) существует и единственно. 
Выбирая в тождестве (17) вместо функции z разность 1( ) ( ),n ny u y u+ −   

с учетом (9) получаем 

2 0 1 2 2 1

1 1 1 1

( ( ; ) , ( ; ) ( ; )) ( , ( ) ( ))
( ( ), ) ( ( ), ) ( ; ) ( ; ) ( ).

n n n n n

n n n n n

y u r f y u r y u r a y u y u
a y u a y u l u l u r u z

+ +

+ +

− − = ψ − =
= ψ − ψ = ψ − ψ = Δ ψ

(18) 

С учетом (15) на основании (18) имеем 
 

nu nJ ′ = ψ , (19) 

где 1 1( ),
nn u nr z J ′ψ = ψ = ψ . 

Наличие градиента nuJ ′  позволяет использовать градиентные методы (11) 

для определения (n+1)-го приближения искомого решения и∈U. 
2. Идентификация НДС по известным смещениям внутренних точек 

тела. Пусть на области Ω определено уравнение (5). На внешней поверхности 
цилиндра известно напряжение 
 2 2,r p r rσ = − = . (20) 

На внутренней поверхности напряжение считаем неизвестным 
 1,r u r rσ = − = . (21) 

В точке r = ξ заданы условия сопряжения (7). Предполагаем, что во внутрен-
ней точке Ω∈1d  и в точке r = ξ известны смещения 

 1 1 2( ) , ( )y d f y f= ξ = . (22) 

Получена задача (5 – 7), (20)−(22), состоящая в определении вещественного 
числа u∈U, при котором решение краевой задачи (5 – 7), (20), (21) удовлетворя-
ет равенствам (22). 

Функционал-невязка имеет вид 

 
2

2

1

1( ) ( ( ; ) ) ,
2 i i

i

J u y u d f
=

= −∑  (23) 

где d2 = ξ . 
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Вместо классического решения краевой задачи (5 – 7), (20), (21) будем ис-
пользовать ее обобщенное решение, т.е. решение );()( ruyuyy ==  задачи (9). 
Задачу (23), (9) будем решать с помощью градиентных методов (11). 

Для каждого приближения nu  решения u∈U задачи (9), (23) введем в рас-
смотрение следующую сопряженную задачу: 

 

( 2 ) ( 2 ) 0, ,

( ) 0, 1, 2,

1[ ] 0, [ ( )] ( ( ; ) ), , 1,2,

i

d

r r r

r n i i i
i

r r
r r r

i

y u d f r d i
d

=

∂ ∂ψ ψ⎧ ⎫⎛ ⎞− λ + μ − λ + μ = ∈Ω⎨ ⎬⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎩ ⎭

σ ψ = =

ψ = σ ψ = − − = =

 (24) 

где 21231211111
3

1=
Ω∈ξ=Ωξ=Ω=ΩΩ∈Ω∪=Ω drddrdi

i
d при),,(~),,(~),,(~при,~  

1 1 2 1 3 1 2( , ), ( , ), ( , );r d d rΩ = ξ Ω = ξ Ω =

[ ] [ ] ( 0) ( 0), 1,2
i

i id
d d iϕ = ϕ = ϕ + − ϕ − = . 

Пусть ψ − классическое решение задачи (24). Умножим первое равенство 
системы (24) на произвольную функцию dz V∈  и результат проинтегрируем по 
отрезку 1 2[ , ]r r . Имеем 

2

1

( 2 ) ( 2 )
r

r

r zdr
r r r r r

⎧ ⎫∂ ∂ψ ψ ψ ψ⎛ ⎞⎛ ⎞− λ + μ + λ − λ − λ + μ =⎨ ⎬⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠⎩ ⎭
∫  

2

1

(( 2 ) ( ) ( ) ( ( ) ( ) ( ) ( ))
r

r r r r
r

r z z zϕ ϕ= λ + μ ε ψ ε + λ ε ψ ε + ε ψ ε +∫  

2

1 2
1

( 2 ) ( ) ( )) ( ) ( ) [ ( )] ( ) ( ) ( ) 0
i

r i r i rd
i

z dr r z r d z d r z rϕ ϕ
=

+ λ + μ ε ψ ε + σ ψ + σ ψ − σ ψ =∑ , 

где 
1 2

1
2 ,{ ( ) : ( ), 1, 3; [ ] 0}.

id i r d dV v r v W i v =Ω= ∈ Ω = =  

Вместо классического решения краевой задачи (24) будем использовать ее 
обобщенное решение. 

Определение 3. Обобщенным решением краевой задачи (24) называется 
функция dVψ∈ , которая dz V∀ ∈  удовлетворяет тождеству 

 

2

1

2

1

( 2 ) ( 2 )

( ( ; ) ) ( ).

r

r

n i i i
i

z z z zr dr
r r r r r r r r

y u d f z d
=

∂ψ ∂ ψ ∂ ∂ψ ψ⎛ ⎞⎛ ⎞λ + μ + λ + + λ + μ =⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠

= −

∫

∑
 (25) 
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Следуя [9], легко установить справедливость утверждения. 
Теорема 3. Решение )(rψ  задачи (25) существует и единственное в dV ,  

которое доставляет на dV  минимум функционалу 
 ( ) ( , ) 2 ( )v a v v l vψ ψΦ = − , (26) 

где 
2

1

( ) ( ( ; ) ) ( )n i i i
i

l v y u d f v dψ
=

= −∑ . 

Справедливость теоремы устанавливается на основе леммы Лакса – Миль-
грама. 

Выбирая в тождестве (25) вместо функции ( )z z r=  разность 
)()( nn uyuy −1+ , с учетом (9) получаем 
2

1 1 1
1

( ( ; ) )( ( ; ) ( ; )) ( ).n i i n i n i n
i

y u d f y u d y u d r u r+
=

− − = Δ ψ∑  

Следовательно, 
nu nJ ′ = ψ , где  1 1( )n r rψ = ψ . 

Замечание 1. Если кроме условий (22) также задано условие (8), то функ-
ционал-невязка имеет вид 

2
2

0 2
0

1( ) ( ( ; ) ) , ,
2 i i

i

J u y u d f d r
=

= − =∑  

а при определении сопряженной задачи (24) кроме ограничений, заданных в 
точках d1, d2 , необходимо задать: 

1 2
2 0

2

1( ) 0, ( ) ( ( ; ) ).r r r r nr r
y u r f

r= =
σ ψ = σ ψ = −  

В этом случае имеем 
2

1 1 1
0

, ( ( ; ) )( ( ; ) ( ; )) ( ),
nu n n i i n i n i n

i

J u y u d f y u d y u d r u r+
=

′〈 Δ 〉 = − − = Δ ψ∑  

т. е. 1 1( )
nuJ r r′ = ψ . 

3. Идентификация постоянной Ляме μ по известному смещению внешней 
поверхности цилиндра. Пусть на интервале Ω = (r1, r2) определено уравнение 

 ( 2 ) ( 2 ) 0y yи r и
r r r
∂ ∂⎧ ⎫⎛ ⎞− λ + − λ + =⎨ ⎬⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎩ ⎭

. (27) 

На внутренней и внешней поверхностях цилиндра известны напряжения 

 , 1, 2
ir r r ip i=σ = − = . (28) 

Считаем, что на внешней поверхности цилиндра известны смещения 
 2 0( )y r f= . (29) 
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Получена задача (27)−(29), состоящая в нахождении положительного веще-
ственного числа ),( ∞+0==∈ +Ru U , минимизирующего на U функционал (10) 
при ограничениях (27), (28). 

При каждом фиксированном u∈U вместо классического решения у = у(u) =  
= у(u; r) краевой задачи (27), (28) будем использовать ее обобщенное решение. 

Определение 4. При каждом фиксированном u∈U обобщенным решением 
краевой задачи (27), (28) называется функция )();()( Ω∈== 1

2Wruyuyy , которая 
1

2( ) ( )z r W∀ ∈ Ω  удовлетворяет тождеству 

 ( ; , ) ( ),a и y z l z=  (30) 
где 

 

2

1

2 2 2 1 1 1

( ; , ) ( 2 ) ( 2 ) ,

( ) ( ) ( ).

r

r

y z y z y z y za и y z r и и dr
r r r r r r r r

l z r p z r r p z r

∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞⎛ ⎞= λ + + λ + + λ +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠
= − +

∫  (31) 

Теорема 4. При каждом фиксированном u∈U решение у = у(u) существует  
и единственно. 

Задачу (30), (10) будем решать с помощью градиентных методов (11). 
Пусть в задаче (27), (28) искомое число u получает приращение Δu. Следо-

вательно, решение у = у(u) получает приращение Δу = θ. На основании (27), (28) 
можем записать равенства 

 

( )( 2 2 ) ( 2 2 ) 0, ,

( )( 2 2 ) , 1,2.
i

i
r r

y yи и r и и r
r r r

y yи и p i
r r =

∂ ∂ + θ + θ⎧ ⎫⎛ ⎞− λ + + Δ − λ + + Δ = ∈Ω⎨ ⎬⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎩ ⎭
∂ + θ + θ⎛ ⎞λ + + Δ + λ = − =⎜ ⎟∂⎝ ⎠

 (32) 

С учетом (27), (28), на основании (32) для приращения θ, пренебрегая чле-
нами второго порядка малости, получаем краевую задачу: 

 

( 2 ) ( 2 ) 2 , ,

( 2 ) 2 , 1, 2.
ii r rr r

y yи r и u r r
r r r r r r

yи и i
r r r ==

∂ ∂θ θ ∂ ∂⎧ ⎫ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞− λ + − λ + = Δ − ∈Ω⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭ ⎝ ⎠
∂θ θ ∂⎧ ⎫λ + + λ = − Δ =⎨ ⎬∂ ∂⎩ ⎭

 (33) 

Определение 5. Обобщенным решением краевой задачи (33) называется 
функция 1

2( ) ( ),r Wθ = θ ∈ Ω  которая 1
2 ( )z W∀ ∈ Ω  удовлетворяет тождеству 

 ( ; , ) ( ( ), ; ),a u z l y u u zθθ = Δ  (34) 
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где 

( ( ), ; ) 2 y yl y u u z u r zdr
r r rθ

Ω

∂ ∂⎛ ⎞⎛ ⎞Δ = Δ − −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠∫  

 
2 1

2 2 1 12 ( ) 2 ( ).
r r r r

y yr u z r r u z r
r r= =

∂ ∂
− Δ + Δ

∂ ∂
 (35) 

Пренебрегая в (32) членами второго порядка малости, на каждом шаге ите-
рационного процесса (11) определения (n+1)-го приближения un+1 решения u∈U 
задачи (30), (10) будем считать, что yrииyyиy nnn

~где),;,(~~)( Δ=≈1+  − решение 
краевой задачи: 

 

( 2 ) ( 2 )

( ) ( )2 , ,

( )( 2 ) 2 , 1,2.
ii

п п

п п
п

п
п i п

r rr r

у уu r u
r r r

y u y uu r r
r r r

у у y uu р u i
r r r ==

∂ ∂⎧ ⎫⎛ ⎞− λ + − λ + =⎨ ⎬⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎩ ⎭
∂ ∂⎛ ⎞⎛ ⎞= Δ − ∈Ω⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠

∂ ∂⎧ ⎫λ + + λ = − − Δ =⎨ ⎬∂ ∂⎩ ⎭

 (36) 

Определение 6. Обобщенным решением краевой задачи (36) называется 
функция 1

2 ( )у W∈ Ω , которая 1
2 ( )z W∀ ∈ Ω  удовлетворяет тождеству 

 ( ; , ) ( ) ( ( ), ; )п п пa u у z l z l y u u zθ= + Δ . (37) 
Пусть U∈Δ+ пп uu . Тогда U∈Δλ+10∈λ∀ пп uu),( . С учетом краевой 

задачи (36) или соответствующей ей обобщенной задачи (37) имеем 
 0( ) ( ) ( ) ( )п п п п п пу u u у u u у u у u+ λΔ ≈ + λΔ = + λ Δ , (38) 
где 0( )пу иΔ = θ  − решение задачи (34) при .пи u=  Поскольку 0 ( )nу uλ Δ =  

1( ( )  ( )),n nу u у u+= λ −  то 

 1( ) ( ) ( ( ) ( ))п п п п пY и и Y и Y и Y и++ λΔ − ≈ λ − , (39) 

где 1 1 2( ) ( ; ).п пY и y и r+ +=  
На каждом шаге определения приближения un+1 решения и∈U задачи (30), 

(10) функционал (10) U∈∀v  представим в виде 

 
2

02 ( ) ( , ) 2 ( ) ( )  ,nJ v v v L v f Y u= π − + −  (40) 
где 

 
0 2

( , ) ( ( ) ( ),   ( ) ( )),
( ) ( ( ),   ( ) ( )), ( ) ( ; ).

п п

п п

u v Y u Y и Y v Y и
L v f Y и Y v Y и Y v y v r

π = − −

= − − =
 (41) 

С учетом (40), (41), (39) имеем 

   0 10

( ) ( ), lim ( ( ) , ( ) ( )).
n

n n n
u n n n n

J u u J uJ u Y u f Y u Y u+λ→

+ λΔ −′〈 Δ 〉 = ≈ − −
λ

 (42) 
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Для каждого приближения nu  решения и∈U задачи (30), (10) введем в рас-
смотрение следующую сопряженную задачу: 

 
1

2

2 0
2

( 2 ) ( 2 ) 0, ,

( 2 ) 0,

1( 2 ) ( ( ); ) ).

п п

п
r r

п п
r r

u r u r
r r r

u
r r

u y u r f
r r r

=

=

∂ ∂ψ ψ⎧ ⎫⎛ ⎞− λ + − λ + = ∈Ω⎨ ⎬⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎩ ⎭
∂ψ ψ⎧ ⎫λ + + λ =⎨ ⎬∂⎩ ⎭

∂ψ ψ⎧ ⎫λ + + λ = −⎨ ⎬∂⎩ ⎭

 (43) 

Вместо классического решения краевой задачи (43) будем рассматривать ее 
обобщенное решение. 

Определение 7. Обобщенным решением краевой задачи (43) называется 
функция )(Ω∈ψ 1

2W , которая )(Ω∈∀ 1
2Wz  удовлетворяет тождеству 

 ( ; , ) ( ( ); )n na u z l y u zψψ = , (44) 
где 2 0 2( ( ); ) ( ( ); ) ) ( ).n nl y u z y u r f z rψ = −  

Выбирая в тождестве (44) вместо функции z разность 1( ) ( )n ny и y и+ − ,  
с учетом (34), (42) получаем 

1 2

0 1

1 1 2 2

, ( ( ) , ( ) ( )) ( ; ( ), )

( ) ( )( ( ), ; ) 2 ( ) ( )

( ) ( )2 .

nu n n п п n n

n n
п п n

r r r r

n n
n

J u Y u f Y и Y и a u y y u

y u y ul y u u u r r r r
r r

y u y uu r dr
r r r

+

θ
= =

Ω

′〈 Δ 〉 ≈ − − = − ψ =

⎛ ⎞∂ ∂
= Δ ψ = Δ ψ − ψ +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

∂ ∂⎛ ⎞⎛ ⎞+ Δ − ψ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠∫

 

Следовательно, 

 
,

nu nJ ′ ≈ ψ  (45) 

где              
1 2

1 1 2 2
( ) ( )2 ( ) ( )n n

n
r r r r

y u y ur r r r
r r= =

⎛ ∂ ∂
ψ = ψ − ψ +⎜⎜ ∂ ∂⎝

 

( ) ( ) , .
n

n n
u n

y u y ur dr J
r r rΩ

⎞∂ ∂⎛ ⎞⎛ ⎞ ′+ − ψ ≈ ψ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎠
∫  

Наличие градиента 
nuJ ′  (45) позволяет использовать метод минимальных 

ошибок (11), (12) для определения (n+1)-го приближения 1+nu  решения и∈U 
задачи (30), (10). 

Решив задачу определения функции 1
2 ( )у W∈ Ω , которая 1

2 ( )z W∀ ∈ Ω  
удовлетворяет тождеству 
 ( ; , ) ( ),na y z l zψ =  (46) 
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получим 2( ) ( ; )
n n nu u uAJ y J y J r′ ′ ′= = ,  что позволит использовать метод  скорей-

шего спуска (11), (13) для определения (n+1)-го приближения 1+nu  решения 
и∈U задачи (30), (10). Определив направление спуска np  с помощью выраже-
ний (14) и решив задачу вида (46), где вместо nψ

~  используем np , получим 
nAp , что позволит применить метод сопряженных градиентов (11), (14) для на-

хождения (n+1)-го приближения 1+nu  решения и∈U  задачи (30), (10). 
Заключение. Для идентификации НДС кругового цилиндра по известным 

смещениям внутренних и поверхностных точек тела получены явные выражения 
градиентов функционалов-невязок. 
 
І.В. Дейнека 

ІДЕНТИФІКАЦІЯ ПАРАМЕТРІВ ОСЕСИМЕТРИЧНОЇ ЗАДАЧІ  
НАПРУЖЕНО-ДЕФОРМОВАНОГО СТАНУ СКЛАДЕНОГО ЦИЛІНДРА 

Побудовані явні вирази градієнтів функціоналів-нев’язок для реалізації градієнтних методів 
ідентифікації параметрів осесиметричного напружено-деформованого стану складеного кру-
гового циліндра. 
 
I.V. Deineka 

IDENTIFICATION OF THE PARAMETERS OF THE AXISYMMETRICAL PROBLEM OF 
THE COMPOUND CYLINDER DEFLECTED MODE 
The explicit expressions of the functional-residuals gradients for the realization of the gradient 
methods of identification of the compound circular cylinder axisymmetrical deflected mode parame-
ters are constructed. 
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