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Разработан общий метод пост-
роения разрывных интерлина-
ционных полиномиальных сплай-
нов, которые как частный случай 
включают в себя разрывные  
и непрерывно-дифференцируемые 
сплайны. Сформулированы и дока-
заны теоремы об интерлина-
ционных и аппроксимационных 
свойствах таких разрывных кон-
струкций. 

 
 

 О.Н. Литвин, Ю.И. Першина, 
    2011 

ÓÄÊ 519.6 

Î.Í. ËÈÒÂÈÍ, Þ.È. ÏÅÐØÈÍÀ 

ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈÅ ÐÀÇÐÛÂÍÎÉ 
ÔÓÍÊÖÈÈ ÄÂÓÕ ÏÅÐÅÌÅÍÍÛÕ  
Ñ ÏÎÌÎÙÜÞ ÐÀÇÐÛÂÍÛÕ 
ÑÏËÀÉÍÎÂ ÄÂÓÕ ÏÅÐÅÌÅÍÍÛÕ 
(ÏÐßÌÎÓÃÎËÜÍÛÅ ÝËÅÌÅÍÒÛ) 

Введение. В работе [1] разработан метод 
приближения разрывных функций одной пе-
ременной разрывными сплайнами, используя 
метод минимакса. 

Данная работа посвящена обобщению ре-
зультатов работы [1] на случай приближения 
разрывных функций двух переменных с по-
мощью разрывных сплайнов двух перемен-
ных, когда разрывы первого рода прибли-
жаемой функции и разрывы первого рода 
сплайнов, которыми приближаем, располо-
жены в точках прямых, параллельных осям 
координат. Будем считать, что область  
приближения полностью расположена в 
квадрате [0,1] [0,1]D = × . 

На сегодня основное внимание в теории 
приближения функций многих переменных 
сплайнами уделяется приближению непре-
рывных и дифференцируемых функций не-
прерывными и дифференцируемыми сплай-
нами [2–4]. При этом практика показывает, 
что среди многомерных объектов, которые 
нужно исследовать, значительно большее их 
количество описывается разрывными функ-
циями. Например, в методах компьютерной 
томографии на сегодняшний день нигде не 
используется информация о внутренней 
структуре тела человека (желудок имеет од-
ну форму и соответствующую плотность его 
тканей, печень имеет другую форму и дру-
гую плотность ее тканей, поджелудочная же-
леза имеет свою форму и плотность тканей, 
позвоночник имеет  свою плотность и т. д.).
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В работе [5] предложено использовать для более точного описания внутрен-
ней структуры 3D тела априорную информацию о его частях с помощью соот-
ветствующих функций трех переменных, входящих в уравнения 

( , , ) 0, 1, ,kW x y z k M= = которые описывают M  объектов внутренней структуры 
тела с целью более качественного их восстановления методами компьютерной 
томографии. То есть в этом методе предлагается использовать информацию  
о внутренней структуре тела в виде разрывной функции трех переменных, кото-
рая имеет разрывы в точках поверхностей, отделяющих соседние подобласти. 

Все развитие вычислительной и прикладной математики говорит о том, что 
использование дополнительной информации об исследуемом объекте может 
привести к более точному и качественному восстановлению этого объекта. На-
пример, в работе [6] предлагается использовать уравнение поверхности черепа 
человека и, таким образом, более точно восстановить внутреннюю структуру тела. 

Кроме того, приведем следующий пример. В механике твердого тела одной 
из сложных задач является задача исследования трещин во внутренних точках 
тела, т. е. таких включений во внутренних точках тела, в которых отсутствует 
материал, из которого состоит тело. Можно сказать, что такое тело имеет плот-
ность, которая является разрывной: за границами трещины – одна плотность,  
в области, ограниченной стенками трещины – другая плотность. 

Таким образом, актуальной является разработка и исследование теории при-
ближения разрывных функций с помощью разрывных сплайнов. 

Постановка задачи. Пусть задана разрывная функция двух переменных 
( , )f x y  в области D . Предположим, что область D  разбивается прямыми 

0 1 20 ... 1mx x x x= < < < < = , 0 1 20 ... 1ny y y y= < < < < =  на прямоугольные эле-

менты 1 1( , ) ( , ), 1, , 1,ij i i j jx x y y i m j n− −Π = × = = . Функция ( , )f x y  и ее производ-

ные до 1ρ −  порядка имеют разрывы первого рода на границах между этими 
прямоугольными элементами (не обязательно между всеми). Требуется постро-
ить такой разрывный сплайн, чтобы выполнялись интерлинационные и аппрок-
симационные свойства. 

Описание метода приближения. Введем обозначения: 1 ( )i y+ϕ =  

( 0, ); 1 ( ) ( 0, )i i if x y y f x y−= + ϕ = −  – следы функции ( , )f x y  на прямых 

, 1,ix x i m= = . Если 1 ( ) 1 ( )i iy y+ −ϕ = ϕ , то функция ( , )f x y  – непрерывна на линии 

,ix x=  в противном случае она имеет разрыв на заданой линии. 

Рассмотрим элемент 1 1( , ) ( , ), 1, , 1, .ij i i j jx x y y i m j n− −Π = × = =   

Определение. Будем называть разрывным интерлинационным полиномиа-
льным сплайном в области D , который соответствует заданному разбиению на 
подобласти ijΠ , следующую функцию: 

( , ) ( , ) 1 ( , ) 2 ( , ) 12 ( , ), ( , )ij ij ij ij ijS x y S x y S x y S x y S x y x y D= = + − ∈ Π ⊂ , (1) 
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где  

1, ,1 ( , ) 1 ( , ;{ 1 ( )};{ 1 ( )}, 0, 1)ij ij i s i sS x y S x y y y s−= ϕ ϕ = ρ − =
1 1

1, 1, , ,
0 0

1 ( ) 1 ( ) 1 ( ) 1 ( );i s i s i s i s
s s

y h x y h x
ρ− ρ−

+ −
− −

= =

= ϕ ⋅ + ϕ ⋅∑ ∑  

1, ,2 ( , ) 2 ( , ;{ 2 ( )};{ 2 ( )}, 0, 1)ij ij j p j pS x y S x y x x p−= ϕ ϕ = ρ − =  
1 1

1, 1, , ,
0 0

2 ( ) 2 ( ) 2 ( ) 2 ( );j p j p j p j p
p p

x h y x h y
ρ− ρ−

+ +
− −

= =

= ϕ ⋅ + ϕ ⋅∑ ∑  

1, ,12 ( , ) 12 ( , ;{ 1 ( )};{ 1 ( )}, 0, 1,ij ij i s i sS x y S x y y y s−= ϕ ϕ = ρ −

1, ,{ 2 ( )};{ 2 ( )}, 0, 1)j p j px x p−ϕ ϕ = ρ − =
1 1 1 1

1, 1, , 1, 1, 1, , , 1, ,
0 0 0 0

1 ( ) 2 ( ) 1 ( ) 2 ( )i j s p i s j p i j s p i s j p
s p s p

C h x h y C h x h y
ρ− ρ− ρ− ρ−

++ +−
− − − − − −

= = = =

= + +∑∑ ∑∑  

1 1 1 1

, 1, , , 1, , , , , ,
0 0 0 0

1 ( ) 2 ( ) 1 ( ) 2 ( )i j s p i s j p i j s p i s j p
s p s p

C h x h y C h x h y
ρ− ρ− ρ− ρ−

−+ −−
− −

= = = =

+ +∑∑ ∑∑ , 

, ,1 ( ), 2 ( )k s l ph x h y  – базисные полиномы Ермита степени 2 1ρ −  со свойствами: 

( )
, , ,1 ( ) , , { 1, }, , {0, 1}s

k s k k k s sh x k k i i s s′
′ ′ ′ ′ ′= δ δ ∈ − ∈ ρ − , 

( )
, , ,2 ( ) , , { 1, }, , {0, 1}p

l p l l l p ph y l l j j p p′
′ ′ ′ ′ ′= δ δ ∈ − ∈ ρ − . 

Теорема 1. Если  
( ) ( )

, ,1 ( ) 2 ( )p s
i s j j p i ijspy x C+ + ++ϕ = ϕ = ,  ( ) ( )

, ,1 ( ) 2 ( )p s
i s j j p i ijspy x C− + −+ϕ = ϕ = ,  

( ) ( )
, ,1 ( ) 2 ( )p s

i s j j p i ijspy x C− − −−ϕ = ϕ = ,  ( ) ( )
, ,1 ( ) 2 ( )p s

i s j j p i ijspy x C+ − +−ϕ = ϕ = , 

то на границе прямоугольника ijΠ  функция ( , )ijS x y  удовлетворяет следующим 

соотношениям: 

1
1, ,

( , ) ( , )
1 ( ); 1 ( ),

s s
ij i ij i

i s i ss s

S x y S x y
y y

x x

′ ′
− + −

′ ′−′ ′

∂ ∂
= ϕ = ϕ

∂ ∂ 1 , 0, 1j jy y y s− ′≤ ≤ = ρ −  (2) 

1
1, ,

( , ) ( , )
2 ( ), 2 ( ),

p p
ij j ij j

j p j pp p

S x y S x y
x x

y y

′ ′
− + −

′ ′−′ ′

∂ ∂
= ϕ = ϕ

∂ ∂ 1 , 0, 1i ix x x p− ′≤ ≤ = ρ −     (3) 

Доказательство. Подставим в формулу (1) 1ix x −= . В результате получаем 

1 1 1 1( , ) 1 ( , ) 2 ( , ) 12 ( , ),ij i ij i ij i ij iS x y S x y S x y S x y− − − −= + − =  
1 1

1, 1, 1 , , 1
0 0

1 ( ) 1 ( ) 1 ( ) 1 ( )i s i s i i s i s i
s s

y h x y h x
ρ− ρ−

+ −
− − − −

= =

= ϕ ⋅ + ϕ ⋅ +∑ ∑  

1 1

1, 1 1, , 1 ,
0 0

2 ( ) 2 ( ) 2 ( ) 2 ( )j p i j p j p i j p
p p

x h y x h y
ρ− ρ−

+ −
− − − −

= =

+ ϕ ⋅ + ϕ ⋅ −∑ ∑  
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1 1 1 1

1, 1, , 1, 1 1, 1, , , 1, 1 ,
0 0 0 0

1 ( ) 2 ( ) 1 ( ) 2 ( )i j s p i s i j p i j s p i s i j p
s p s p

C h x h y C h x h y
ρ− ρ− ρ− ρ−

++ +−
− − − − − − − −

= = = =

− + +∑∑ ∑∑  

1 1 1 1

, 1, , , 1 1, , , , , 1 ,
0 0 0 0

1 ( ) 2 ( ) 1 ( ) 2 ( )i j s p i s i j p i j s p i s i j p
s p s p

C h x h y C h x h y
ρ− ρ− ρ− ρ−

−+ −−
− − − −

= = = =

+ + =∑∑ ∑∑  

1 1

1,0 1, 1 1, , 1 ,
0 0

1 ( ) 2 ( ) 2 ( ) 2 ( ) 2 ( )i j p i j p j p i j p
p p

y x h y x h y
ρ− ρ−

+ + −
− − − − −

= =

= ϕ + ϕ ⋅ + ϕ ⋅ −∑ ∑  

1 1
1, 1,0, 1, 1

1, 1,0, 1, 1, ,0, ,
0 0 1, ,0, , 1

2 ( )
2 ( ) 2 ( )

2 ( )

i j p j p i

i j p j p i j p j p
p p i j p j p i

C x
C h y C h y

C x

++ +ρ− ρ−
− − − −++ +−

− − − − +− −
= = − −

= ϕ
− − = =

= ϕ
∑ ∑  

1 1

1,0 1, 1 1, , 1 ,
0 0

1 ( ) 2 ( ) 2 ( ) 2 ( ) 2 ( )i j p i j p j p i j p
p p

y x h y x h y
ρ− ρ−

+ + −
− − − − −

= =

= ϕ + ϕ ⋅ + ϕ ⋅ −∑ ∑  

1 1

1, 1 1, , 1 , 1,0
0 0

2 ( ) 2 ( ) 2 ( ) 2 ( ) 1 ( )j p i j p j p i j p i
p p

x h y x h y y
ρ− ρ−

+ − +
− − − − −

= =

− ϕ − ϕ = ϕ∑ ∑ . 

Таким образом, мы доказали, что 1 1,0 1( , ) 1 ( ), .ij i i j jS x y y y y y+
− − −= ϕ ≤ ≤  

Аналогично доказываются равенства, когда в формулу (1) подставляем 

1, , .i j jx x y y y y−= = =  

Допустим, что 1 1s′≤ ≤ ρ − . В результате получаем 

( , ) 1 ( , ) 2 ( , ) 12 ( , )s s s s
ij i ij i ij i ij i

s s s s

S x y S x y S x y S x y

x x x x

′ ′ ′ ′

′ ′ ′ ′

∂ ∂ ∂ ∂
= + − =

∂ ∂ ∂ ∂
 

1 1
1, 1 , 1

1, ,
0 0

1 ( ) 1 ( )
1 ( ) 1 ( )

s s
i s i i s i

i s i ss s
s s

h x h x
y y

x x

′ ′ρ− ρ−
− − −+ −

− ′ ′
= =

∂ ∂
= ϕ ⋅ + ϕ ⋅ +

∂ ∂∑ ∑  

1 1
1, 1 , 1

1, ,
0 0

2 ( ) 2 ( )
2 ( ) 2 ( )

s s
j p i j p i

j p j ps s
p p

x x
h y h y

x x

′ ′+ −ρ− ρ−
− − −

−′ ′
= =

∂ ϕ ∂ ϕ
+ ⋅ + ⋅ −

∂ ∂∑ ∑
1 1

1,
1, 1, , 1,

0 0

1 ( )
2 ( )

s
i s

i j s p j ps
s p

h x
C h y

x

′ρ− ρ−
−++

− − −′
= =

∂
− ⋅ −

∂∑∑  

1 1
1, 1

1, , , ,
0 0

1 ( )
2 ( )

s
i s i

i j s p j ps
s p

h x
C h y

x

′ρ− ρ−
− −+−

− ′
= =

∂
− ⋅ −

∂∑∑
1 1

, 1
, 1, , 1,

0 0

1 ( )
2 ( )

s
i s i

i j s p j ps
s p

h x
C h y

x

′ρ− ρ−
−−+

− −′
= =

∂
⋅ +

∂∑∑
1 1

, 1
, , , ,

0 0

1 ( )
2 ( )

s
i s i

i j s p j ps
s p

h x
C h y

x

′ρ− ρ−
−−−

′
= =

∂
+ ⋅ =

∂∑∑
1 1

1, 1, 1 , , , 1 ,
0 0

1 ( ) 1 ( )i s i i s s i s i i s s
s s

y y
ρ− ρ−

+ −
′ ′− − − −

= =

ϕ ⋅δ δ + ϕ ⋅δ δ +∑ ∑
1 1

( ) ( )
1, 1 1, , 1 ,

0 0

2 ( ) 2 ( ) 2 ( ) 2 ( )s s
j p i j p j p i j p

p p

x h y x h y
ρ− ρ−

′ ′+ −
− − − −

= =

+ ϕ ⋅ + ϕ ⋅ −∑ ∑  

1 1 1 1

1, 1, , 1, 1 , 1, 1, , , 1, 1 , ,
0 0 0 0

2 ( ) 2 ( )i j s p i i s s j p i j s p i i s s j p
s p s p

C h y C h y
ρ− ρ− ρ− ρ−

++ +−
′ ′− − − − − − − −

= = = =

− δ δ − δ δ −∑∑ ∑∑  
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1 1 1 1

, 1, , , 1 , 1, , , , , 1 , ,
0 0 0 0

2 ( ) 2 ( )i j s p i i s s j p i j s p i i s s j p
s p s p

C h y C h y
ρ− ρ− ρ− ρ−

−+ −−
′ ′− − − −

= = = =

− δ δ + δ δ =∑∑ ∑∑
( )

1, 1, , 1, 12 ( )s
i j s p j p iC x′++ +

′− − − −= = ϕ =  

1,1 ( )i s y+
′−= ϕ +

1 1

1, 1, , 1, 1, , , ,
0 0

2 ( ) 2 ( )i j s p j p i j s p j p
p p

C h y C h y
ρ− ρ−

++ −+
′ ′− − − −

= =

⋅ + ⋅ −∑ ∑  

1 1

1, 1, , 1, 1, , , ,
0 0

2 ( ) 2 ( )i j s p j p i j s p j p
p p

C h y C h y
ρ− ρ−

++ +−
′ ′− − − −

= =

− −∑ ∑ 1,1 ( )i s y+
′−= ϕ . 

Аналогично доказываются свойства (2) при ix x=  и свойства (3).  
Теорема 1 доказана. 
Теорема 2. Если  

, , ,1 ( ) 1 ( ) 1 ( )i s i s i sy y y− +ϕ = ϕ = ϕ , 0, ,0 1,s = µ ≤ µ ≤ ρ −   

, , ,2 ( ) 2 ( ) 2 ( )j p j p j px x x− +ϕ = ϕ = ϕ , 0, ,0 1,p = ν ≤ ν ≤ ρ −   

то функция ( , ) ( , ), ( , )ij ijS x y S x y x y= ∈Π  будет иметь такие свойства: 
,( , ) ( ).S x y C Dµ ν∈  

, 1

( , )
1 ( ), 1, , 0, ,

s
i

i s j js

S x y
y i m s y y y

x

′

′ −′
∂ ′= ϕ = = µ ≤ ≤

∂
,   (4) 

, 1

( , )
2 ( ), 1, , 0, ,

p
j

j p i ip

S x y
x j n p x x x

y

′

′ −′

∂
′= ϕ = = ν ≤ ≤

∂
   (5) 

Доказательство вытекает из того, что если функции ,1 ( )i s yϕ ∈  
1 1

1 , 1[ , ], 2 ( ) [ , ]i i j p j jC x x x C y yρ− ρ−
− −∈ ϕ ∈ , то в каждом элементе ijΠ  функция 

( , )ijS x y  будет принадлежать классу 1, 1( )ijCρ− ρ− Π . Таким образом, функция 

( , )S x y  в каждом из элементов ijΠ  принадлежит классу 1, 1( )ijC ρ ρ− − Π  и на грани-

це между соседними с ijΠ  элементами сохранает непрерывность производных 

до порядков ,µ ν  соответственно, так как доказательство свойств (4), (5) прово-
дится по аналогии с доказательством свойств в теореме 1. 

Теорема 2 доказана. 
Замечание. Если условия теоремы 2 выполняются, то функция ( , )S x y  име-

ет разрывные частные производные порядков больших, чем µ  по x  и ν  по y .  

Теорема 3. Если функции , ,1 ( ), 1 ( )i s i sy y+ −ϕ ϕ  являются полиномами (вообще 

говоря, разными) степени 2 1Q ≥ ρ −  и функции , ,2 ( ), 2 ( )j p j px x+ −ϕ ϕ  являются по-

линомами (вообще говоря, разными) степени 2 1Q ≥ ρ − , то функция ( , )S x y  бу-
дет кусочно-полиномиальным разрывным сплайном, который является полино-
мом двух переменных на каждом прямоугольнике ij DΠ ⊂ . В частности, если 

2 1Q = ρ − , то ( , )S x y  будет разрывным кусочно-полиномиальным сплайном от 
( , )x y  степени 2 1ρ −  по каждой переменной. 
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Доказательство вытекает из того, что функции ( , )ijS x y  используют полино-

миальные базисные функции Ермита и в допущениях теоремы 3 будут полино-
мами. Если 2 1Q = ρ − , то ( , )ijS x y  будет полиномом степени 2 1ρ −  по каждой 

переменной. Если при этом не выполняются условия теоремы 2, то такая функ-
ция ( , )ijS x y  будет иметь разрывы между разными элементами.  

Теорема 3 доказана. 

Замечание. Подчеркнем, что не требуется, чтобы на всех четырех сторонах 
каждого элемента сплайн имел разрывные производные порядков 

1, 2,..., 1µ + µ + ρ −  и 1, 2,..., 1ν + ν + ρ −  по x  и y  соответственно. 

Теорема 4. Допустим, что приближаемая функция 1, 1( , ) ( \ )klf x y C Dρ− ρ−∈ Π  

и 1, ,1 ( ) 1 ( ),i s i sy y+ −
−ϕ ≠ ϕ  1, ,2 ( ) 2 ( ),j p j px x+ −

−ϕ ≠ ϕ  , 0, 1s p = ρ − . Тогда, если положить  

( ,0)
, ,1 ( ) 1 ( ) ( , ), {0,1,..., }, 1, , 0 1s

i s i s iy y f x y i m i i i i y′− +
′ ′ ′ ′ ′ ′ϕ = ϕ = ∈ ≠ − ≠ ≤ ≤ , 

(0, )
, ,2 ( ) 2 ( ) ( , ), {0,1,..., }, 1, , 0 1,p

j p j p jx x f x y j n j j j j x− +
′ ′ ′ ′ ′ ′ϕ = ϕ = ∈ ≠ − ≠ ≤ ≤  

( ,0)
1, 1, 11 ( ) 1 ( ) ( , )s

i s i s iy y f x y− +
− − −ϕ = ϕ = , 10 jy y −≤ ≤  или 1jy y≤ ≤ , 

(0, )
1, 1, 12 ( ) 2 ( ) ( , )p

j p j p jx x f x y− +
− − −ϕ = ϕ = , 10 ix x −≤ ≤  или 1ix x≤ ≤ , 

( ,0) ( ,0)
1, 1 ,1 ( ) ( 0, ), 1 ( ) ( 0, )s s

i s i i s iy f x y y f x y+ −
− −ϕ = + ϕ = − , 

( ,0) ( ,0)
1, 1 ,1 ( ) ( 0, ), 1 ( ) ( 0, ),s s

i s i i s iy f x y y f x y− +
− −ϕ = − ϕ = +

(0, ) (0, )
1, 1 ,2 ( ) ( , 0), 2 ( ) ( , 0)p p

j p j j p jx f x y x f x y+ −
− −ϕ = + ϕ = − , 

(0, ) (0, )
1, 1 ,2 ( ) ( , 0), 2 ( ) ( , 0),p p

j p j j p jx f x y x f x y− +
− −ϕ = − ϕ = +  

то функция 1, 1( , ) ( )S x y C Dρ− ρ−∈  будет разрывной вместе со своими производны-

ми до порядка 1ρ −  по каждой переменной только на границе элемента ijΠ . 

Доказательство вытекает из того, что на границе между всеми элементами 
(за исключением элемента ijΠ ) функция ( , )S x y  будет иметь непрерывные про-

изводные до порядка 1ρ −  включительно и только на границе элемента ijΠ  мо-

жет быть разрывной вместе со своими частными производными.  
Теорема 4 доказана. 

Теорема 5. Если выполняются условия теоремы 4, то для погрешности при-
ближения разрывной функции 1, 1

,( , ) ( )i jf x y Cρ− ρ−∈ Π  соответствующим разрыв-

ным интерлинационным полиномиальным сплайном ( , )S x y  будут выполняться 
соотношения: 
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2 2
,( , ) ( , ) ( 1 2 ), ( , ) ,kl i jf x y S x y O x yρ ρ− = ∆ ∆ ∈ Π ≠ Π

1 11 max( ), 2 max( ),k k l l
k l

x x y y− −∆ = − ∆ = −
2 2

,( , ) ( , ) ( ), ( , ) ,i jf x y S x y O i j x yρ ρ− = ∆ ∆ ∈ Π

1 1, , ( , ) ( , ).i i j ji x x j y y i j k l− −∆ = − ∆ = − ≠  

Доказательство. Оператор ( , ) ( , )ij ijS x y S f x y=  согласно с определением 1 

может быть записан в виде 
( , ) 1 ( , ) 2 ( , ) 12 ( , )ij ij ij ijS f x y S f x y S f x y S f x y= + − . 

Согласно теореме 3.2.1 работы [3] остаток приближения формулами интерлина-
ции выражается как операторное произведение остатков приближения функции 

( , )f x y  операторами 1 ( , )ijS f x y  и 2 ( , )ijS f x y  

( , )ijRS f x y = ( ( , ) 1 ( , ) 2 ( , ) 12 ( , ))ij ij ijf x y S f x y S f x y S f x y− − + =  

( ( , ) 1 ( , ))( ( , ) 2 ( , )) 1 ( , ) 2 ( , ).ij ij ij ijf x y S f x y f x y S f x y RS f x y RS f x y= − − =  

В этом случае оценка погрешности вытекает из следствия 3 к теореме 3.2.2 
работы [3]. 

Теорема 5 доказана. 
Пример. Пусть 1, 2, 2m nρ = = = . Зададим узлы: 0 1 20, 0.5, 1,x x x= = =  

0 1 20, 0.5, 1.y y y= = =  
То есть область определения приближаемой функции (рис. 1) состоит из че-

тырех прямоугольных элементов, которые задаются следующим образом: 

11 0 1 0 1{( , ) : , }x y x x x y y yΠ = < < < < , 12 0 1 1 2{( , ) : , },x y x x x y y yΠ = < < < <  

21 1 2 0 1{( , ) : , }x y x x x y y yΠ = < < < < ,               22 1 2 1 2{( , ) : , }x y x x x y y yΠ = < < < < . 
 
 
 
 
 

 
 

РИС. 1. Область определения приближаемой функции ( , )f x y  

Зададим функцию ( , )f x y  в узловых точках элементов ijΠ  следующим  

образом: 

,
11

,

,

,

: (0;0) ( 0; 0) 1

(0;0.5) ( 0;0.5 0) 2

(0.5;0.5) (0.5 0;0.5 0) 1

(0.5;0) (0.5 0; 0) 2

f f

f f

f f

f f

+ +

+ −

− −

− +

Π = + + =

= + − =
= − − =

= − + =

;

,
12

,

,

,

: (0;0.5) (0 0;0.5 0) 1

(0;1) (0 0;1 0) 2

(0.5;1) (0.5 0;1 0) 1

(0.5;0.5) (0.5 0;0.5 0) 2

f f

f f

f f

f f

+ +

+ −

− −

− +

Π = + + =

= + − =

= − − =
= − + =

; 

0 0,5 1 

0,5 

1 

11Π

21Π

12Π

22Π
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,
22

,

,

,

: (0.5;1) (0.5 0;1 0) 4

(0.5;0.5) (0.5 0;0.5 0) 3

(1;1) (1 0;1 0) 3

(1;0.5) (1 0;0.5 0) 4

f f

f f

f f

f f

+ −

+ +

− −

− +

Π = + − =

= + + =
= − − =

= − + =

;  

,
21

,

,

,

: (0.5;0) (0.5 0;0 0) 3

(0.5;0.5) (0.5 0;0.5 0) 4

(1;0.5) (1 0;0.5 0) 3

(1;0) (1 0;0 0) 4

f f

f f

f f

f f

+ +

+ −

− −

− +

Π = + + =

= + − =

= − − =
= − + =

. 

Разрывный сплайн будем строить в  виде: 

( , )S x y =

, ,1 1 0 1

0 1 0 1 1 0 0 1

, ,1 0 0 0
11

0 1 1 0 1 0 1 0

, ,1 2 2 2

0 1 1 2 1 2 1 2

,

(0;0) (0.5;0)

(0;0.5) (0.5;0.5) , ( , )

(0;0.5) (0.5;0.5)

(0

x x y y x x y y
f f

x x y y x x y y

x x y y x x y y
f f x y

x x y y x x y y

x x y y x x y y
f f

x x y y x x y y

f

+ + − +

+ − − −

+ + − +

+ −

− − − −+ +
− − − −

− − − −+ + ∈ Π
− − − −

− − − −+ +
− − − −

+
=

,1 1 0 1
12

0 1 2 1 1 0 2 1

, ,2 1 1 1

1 2 0 1 2 1 0 1

, ,2 0 1 0
21

1 2 1 0 2 1 1 0

,

;1) (0.5;1) , ( , )

(0.5;0) (1;0)

(0.5;0.5) (1;0.5) , ( , )

(0.5;

x x y y x x y y
f x y

x x y y x x y y

x x y y x x y y
f f

x x y y x x y y

x x y y x x y y
f f x y

x x y y x x y y

f

− −

+ + − +

+ − − −

+ +

− − − −+ ∈ Π
− − − −

− − − −+ +
− − − −

− − − −+ + ∈ Π
− − − −

,2 2 1 2

1 2 1 2 2 1 1 2

, ,2 1 1 1
22

1 2 2 1 2 1 2 1

0.5) (1;0.5)

(0.5;1) (1;1) , ( , )

x x y y x x y y
f

x x y y x x y y

x x y y x x y y
f f x y

x x y y x x y y

− +

+ − − −












 =





 − − − − + +
 − − − −


− − − − + + ∈ Π
 − − − −

 

 

11

12

21

22

2 2 8 1, ( , )

10 6 8 8 , ( , )

4 2 2 2 , ( , )

8 6 6 1, ( , )

x y xy x y

x y xy x y

xy x y x y

xy x y x y

+ − + ∈Π
− − + + ∈Π= − + + + ∈Π
− + + − ∈Π

. 

Как видим, функция ( , )S x y  на границе между элементами 11Π  и 21Π  при 1x x<  
будет иметь следующие следы: 

, ,1 0
11 1 0 1

0 1 1 0

( , ) (0.5;0) (0.5;0.5) , .
y y y y

S x y f f y y y
y y y y

− + − −− −= + ≤ ≤
− −
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Аналогично 

, , 01
21 1 0 1

0 1 1 0

( , ) (0.5;0) (0.5;0.5) ,
y yy y

S x y f f y y y
y y y y

+ + + − −−= + ≤ ≤
− −

. 

То есть, если , ,(0.5,0) (0.5,0)f f− + + +≠ , то в точке (0.5;0) такой сплайн будет  

разрывным. Кроме того, если в точке , ,(0.5;0.5) (0.5;0.5)f f+ + + −≠ , то сплайн  

будет разрывным на всей линии 0 10.5,x y y y= ≤ ≤ . 

Зададим приближаемую функцию в виде 

1 1
,

( )( )( )( )
( , ) ( , ) , ( , ) , , 1,2

4
i i j j

ij i j

x x x x y y y y
f x y S x y x y i j− −− − − −

= + ∈Π = . 

Таким образом, в каждом из четырех элементов задания приближаемая функция 
имеет частную производную 2,2( , ) 1f x y ≡ , ( , ) ijx y∀ ∈Π . Поэтому, согласно тео-

рии, погрешность приближения такой разрывной функции, вышеописанным  
разрывным сплайном, будет удовлетворять неравенству: 

( ) ( )2 22 2
(2,2)

,
( , )

0.5 0.5 1
max ( , ) ( , ) ( , ) 1 0.016

2! 2! 2! 2! 64ij
i j

x y

i j
f x y S x y f

∈Π

∆ ∆− ≤ ξ η ⋅ = ⋅ = ≈
⋅ ⋅

. 

Заключение. Таким образом, в данной статье предложен общий метод по-
строения разрывных сплайн-интерлинантов, которые как частный случай вклю-
чают в себя разрывные сплайны и непрерывно-дифференцируемые сплайны до 
порядка 1ρ −  по каждой переменной. Сформулированы и доказаны теоремы об 
интерлинационных свойствах таких разрывных конструкций и их апроксимаци-
онных свойствах. В частности, из этих свойств вытекает следующая точка зре-
ния авторов: разрывные в некоторых точках или на некоторых линиях функции 
от двух переменных лучше приближать разрывными сплайн-интерлинантами. 
При этом можно получить одинаково высокие оценки погрешноси приближения 
в каждом элементе разбиения, которые присущи непрерывно-дифферен-
цируемым сплайн-интерлинантам. 

Следующим шагом авторы планируют разработку теории разрывных сплай-
нов на областях сложной формы, ограниченных дугами известных кривых. 

Данная работа выполнена при поддержке Государственного фонда фунда-
ментальных исследований Грантом Президента Украины. 

О.М. Литвин, Ю.І. Першина 

НАБЛИЖЕННЯ РОЗРИВНОЇ ФУНКЦІЇ ДВОХ ЗМІННИХ ЗА ДОПОМОГОЮ РОЗРИВНИХ 
СПЛАЙНІВ ДВОХ ЗМІННИХ (ПРЯМОКУТНІ ЕЛЕМЕНТИ) 

Запропонований загальний метод побудови розривних інтерлінаційних поліноміальних 
сплайнів, які як частинний випадок включають у себе розривні та неперервно-
диференційовні сплайни. Сформульовані та доведені теореми про інтерлінаційні та апрок-
симаційні властивості таких розривних конструкцій. 
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APPROXIMATION OF DISCONTINUOUS FUNCTIONS OF TWO VARIABLES  
USING DISCONTINUOUS SPLINES IN TWO VARIABLES (RECTANGULAR ELEMENTS)  
A general method for constructing discontinuous interlinational polynomial splines, which as a spe-
cial case includes discontinuously and continuously differentiable splines, is proposed. Theorems on 
interlinational and approximation properties of discontinuous structures are formulated and proved. 
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