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Методами інтегральних перетво-
рень Ганкеля 2-го роду і Фур’є по-
будовано аналітичний розв’язок 
задачі фільтраційної консолідації 
у багатокомпонентних неоднорі-
дних циліндричних середовищах 
вологомістких пористих части-
нок. Експериментально дослідже-
на обчислювальна збіжність 
розв’язку у вигляді вкладених сум 
за різними послідовностями спек-
тральних значень. Здійснено чисе-
льне моделювання і аналіз динамі-
ки просторово-розподілених полів 
тисків у рідині неоднорідного ци-
ліндричного середовища мікропо-
ристих частинок. 

 М.Р.  Петрик, В.С.  Дейнека,  
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Вступ. Розглядаються процеси фільтраційної 
консолідації та фільтраційного відтиску 
(solid-liquid pressing) в багатокомпонентних 
неоднорідних циліндричних середовищах 
волого містких пористих частинок біологіч-
ної природи. Структура таких середовищ ро-
слинного походження містить розгалужену 
систему вологомістких клітин, міжклітинних 
порожнин, мікропор, через які здійснюється 
масоперенос [1−6]. При фільтраційному від-
тиску в попередньо сформованому пласті з 
тонких частинок біологічного матеріалу, що 
піддається механічному стискуванню, вини-
кають внутрішні й зовнішні градієнти тисків 
відповідно в частинках і міжчастинковому 
просторі, які спричиняють відтоки рідини з  
пласту та частинок. При цьому внутрішні 
потоки рідини спрямовані від середини мік-
ропор вологомістких частинок до їх повер-
хонь. Далі формуються проміжні (транзитні) 
потоки, спрямовані від зовнішніх поверхонь 
частинок у макропори міжчастинкового про-
стору (extraparticle spaces). В макропорах мі-
жчастинкового простору виникають відтоки 
рідини назовні пласту середовища. Відповід-
на феноменологічна модель такої фільтра-
ційної консолідації та відтиску рідини з час-
тинок в однорідній і одновимірній постанов-
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ці для матеріалів клітинної 
структури розглянута в [1, 4]. 
Остання ґрунтується на 

няннях балансу маси у внутрічастинковому 
просторі (intraparticle spaces), включаючи 
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внутрішній і клітинний простори, та міжчастинковий простір. Згідно з цією мо-
деллю, потік рідини з мікропорів частинок розглядається як такий, що є незнач-
ним у порівнянні з потоком з мікропорів частинок назовні (в макропори) та по-
током назовні пласту фільтраційного середовища. Розглянута в [2] модель вклю-
чає припущення про псевдостатичність потоку між внутрічастинковим і міжчас-
тинковим просторами, що визначає інтенсивність потоку з середини частинки на-
зовні і є прямо пропорційним різниці тисків всередині і назовні частинки. 

В роботі побудовано математичну модель у припущенні шаруватості цилін-
дричної області фільтраційної консолідації, схематизація якої показана на рис. 1. 
Фільтрувальне середовище поступає вздовж вісі z на вхід робочої області (межа 
z = l0), де через фільтрувальну мембрану (положення r = R) відбувається розді-
лення твердої та рідинної фаз. Остання проходить крізь пори фільтрувальної пе-
репони, а непроникна тверда фаза здійснює рух вздовж вісі z у напрямі виходу з 
циліндричного робочого каналу (межа z = l). 

 
РИС. 1. Схематизація робочої області середовища фільтраційної консолідації 

Математична постановка задачі. З урахуванням отриманого в [2−5]  
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( , )jm mt − τ βK  − фундаментальна функція Коші, яка будується у вигляді [10]: 
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Числове моделювання й аналіз. Вихідними даними для числового моде-
лювання й аналізу процесу фільтраційної консолідації використовуються дані 
фізичних експериментів [2, 3]. Початкові і крайові умови задачі (1)−(4), виходя-
чи із специфіки протікання реальних процесів, визначені наступним чином: 
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Друга початкова умова (7) випливає із фізичної постановки задачі: розв’язок 
задачі у початковий момент задовольняє рівняння Дарсі [1, 2]. В цій постановці 
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Коефіцієнти консолідації 2
kb  та питомого опору неоднорідного фільтрува-

льного середовища kr , що враховують реальні властивості досліджуваних сере-

довищ, описані наступними функціональними залежностями [1, 2 ]: 

0

2

2
10 0

0

1 k
k b p s

l l
b b P P

l l

   −  = + ε − ∆    −   

,

2

0 0 0
0

1 exp ln k
k r p p

l l
r r P s P

l l

     −    = + ε − ⋅      −     

. 

Тут 
0 0

0 0
0 1 10 0, , , , , ,

rp l l sP P P P P b r  − опорні значення тисків, коефіцієнта консолі-

дації та питомого опору середовища; , ,b r sε ε  − емпіричні константи, 
0sP∆ =  

0, 1.6 05 , 0.1 1.0 04op s op soP P P e Па P e Па= − = ∆ = ÷  [2]. 

Чисельні значення використовуваних при моделюванні коефіцієнтів консо-
лідації 2

kb  та питомого опору kr  показані на рис. 2. 
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РИС. 2. Чисельні значення коефіцієнтів консолідації 2
kb  та питомого опору kr  

На рис. 3, а − г подані просторово розподілені модельні безрозмірні розподі-

ли тисків у рідинній фазі ( , , )kP t r z  для фільтраційної консолідації в неоднорід-

ному циліндричному каналі дисперсійного вологомісткого середовища (рис. 1), 
побудованих згідно розв’язку в залежності від часу t, координати довжини кана-

лу z та радіусу r. Діаграма на рис. 3, а – описує кінетику зміни тиску ( , , )kP t r z  за 

всією довжиною каналу (l−l0 = 1м) та від часу тривалістю 100 с для радіального 
зрізу в безпосередній близькості від непроникної внутрішньої циліндричної по-
верхні 0.1(R−R0). На цій діаграмі спостерігаємо криві найбільших значень тиску  
в рідинній фазі (волозі) у початкові моменти фільтраційної консолідації.  
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Максимальні пікові значення тисків на цих кривих знаходяться поблизу входу й 
мінімальні − на виході, що лімітується відповідними значеннями тисків (та їх 
градієнтів), заданими вхідними та вихідними крайовими умовами. Зокрема, піки 
візуалізують деяку залишкову консолідаційну релаксацію, пов’язану з надлиш-
ком тиску в каналі, у тому числі, за рахунок попередніх фаз тощо. Мінімум тис-
ку на вологу у положеннях, близьких до вихідної межі пояснюється  найбільшим 
відтоком вологи через напівпроникну зовнішню циліндричну поверхню середо-
вища (r = R). З ростом часу фільтраційної консолідації до 100 с спостерігаємо 
картину поступового падіння значень тиску (у тому числі надлишкового) за всі-
єю довжиною каналу, знову ж таки, пов’язану зі стрімким виходом вологи через 
зовнішню циліндричну фільтрувальну поверхню. У момент t = 40 с спостеріга-
ється деякий процес стабілізації, пов’язаний з падінням надлишкового тиску  
до 0 та подальшим зменшенням прикладеного тиску на вологу враховуючи про-
довження зменшення її кількості в каналі та перерозподіл зовнішнього прикла-
деного тиску на тверду фазу, ступінь консолідації якої збільшується в об’ємі. 
При подальшому збільшені тривалості консолідації (від 40 до 100 с) криві роз-

поділу тиску ( , , )kP t r z  з вигляду випуклої набувають вигляду дещо зворотної 

трансформації: змінюють вигляд випуклості на вигляд опуклості, але водночас 
прямуючи до 0. Аналогічні картини кінетики вологопереносу спостерігаємо і на 
наступних поданих діаграмах (б−г) при інших зрізах радіальної координати 
(0.3(R−R0), 0.7(R−R0), 0.9(R−R0)). 

Окремого пояснення на рис. 3 заслуговує діаграма г), що описує фільтрацій-
ну консолідацію для радіальних зрізів у безпосередній близькості до фільтра-
ційної проникної циліндричної діаграми. Тут уже практично, як видно з поданих 
графіків, ніякого впливу немає зі сторони залишкового тиску (за відсутністю 
останнього) і тому всі криві мають різко спадний характер у вхідній зоні каналу  
(до 50−60 мм) і далі мають відносно плавний спад до 0. 

 
а – r = 55 мм (0.1(R − R0))                                    б – r = 65 мм (0.3(R − R0)) 
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             в – r = 85 мм (0.7(R − R0))                                 г – r = 95 мм (0.9(R − R0)) 

РИС. 3. Просторово-розподілені розподіли тисків фільтраційної консолідації  
у рідинній фазі ( , , )kP t r z  в неоднорідному циліндричному каналі 

Висновок. Методами інтегральних перетворень Ганкеля 2-го роду і Фур’є 
побудовано аналітичний розв’язок узагальненої змішаної крайової задачі для  
фільтраційної консолідації у багатокомпонентних неоднорідних циліндричних 
середовищах вологомістких пористих частинок. Обґрунтована розв’язність кра-
йової задачі. Здійснене числове моделювання фільтраційної консолідації у бага-
токомпонентних циліндричних середовищах дало змогу побудувати просторово-
розподілені залежності тисків на рідину, що є визначальними параметрами вка-
заного виду переносу, візуалізувати кінетику консолідації та вологопереносу. 

М.Р. Петрик, В.С. Дейнека, Е.И. Воробиев 

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ФИЛЬТРАЦИОННОЙ КОНСОЛИДАЦИИ  
В НЕОДНОРОДНЫХ МНОГОКОМПОНЕНТНЫХ ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ДИСПЕРСНЫХ 
МИКРОПОРИСТЫХ СРЕДАХ 

Методами интегральных преобразований Ганкеля 2-го рода и Фурье построено аналитиче-
ское решение задачи фильтрационной консолидации в многокомпонентных неоднородных 
цилиндрических средах влагосодержащих пористых частичек. Экспериментально исследова-
на вычислительная сходимость решения в виде вложенных сумм по разным последователь-
ностям спектральных значений. Осуществлено численное моделирование и анализ динамики 
пространственно-распределенных полей давлений в жидкости неоднородной цилиндриче-
ской среды микропористых частичек.  

M.R. Petryk, V.S. Deineka, E.I. Vorobiev 

MATHEMATICAL MODELING OF FILTRATION CONSOLIDATION IN HETEROGENEOUS 
MULTICOMPONENT CYLINDRICAL DISPERSE MICROPOROUS MEDIA 

With the use of the Hankel transform of the second kind and the Fourier transform, the analytical 
solution to the problem of filtration consolidation in multicomponent heterogeneous media of cylin-
drical water-containing porous particles is built. Numerical convergence of solutions in the form of 
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nested sums on different sequences of spectral values is experimentally investigated. The numerical 
simulation and analysis of spatially distributed pressure fields in the fluid environment of micropor-
ous non-uniform cylindrical particles is carried out. 
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