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Предложен новый подход к
формализации задач размещения
гомотетичных объектов путем
выделения их комбинаторной
структуры. Построена эквива-
лентная математическая модель
задачи с помощью расширения
размерности пространства пере-
менных в исходной постановке.
Такой подход позволяет преодо-
левать области притяжения
локальных экстремумов при ис-
пользовании различных схем гло-
бальной оптимизации. Результа-
ты иллюстрируются на классе
задач размещения неравных ша-
ров в шаре минимального радиуса
с учетом зон запрета на рас-
положение шаров.
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С.В. Яковлев, 2017
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Введение. Вопросам оптимального размеще-
ния геометрических объектов произвольной
формы посвящены многие современные ра-
боты ученых [1–5]. Важным направлением
исследований является выделение и форма-
лизация специальных классов задач, для ко-
торых можно предложить новые эффектив-
ные методы решения либо применить клас-
сические методы математического програм-
мирования. Одним из важнейших классов
задач размещения, имеющих как самостоя-
тельный научный интерес, так и большое
практическое значение, являются задачи
размещения и упаковки гомотетичных объ-
ектов [6–14]. С одной стороны, для гомоте-
тичных объектов наиболее эффективна тео-
рия Ф-функций Ю.Г. Стояна [15–17], позво-
ляющая естественным образом описывать
условия взаимного непересечения объектов
и размещения их в области. С другой сторо-
ны, рассматриваемый класс задач обладает
рядом специфических особенностей, которые
могут быть использованы в процессе опти-
мизации. В настоящей работе предлагается
новый взгляд на формализацию и методы
решения задач размещения гомотетичных
объектов как задач математического про-
граммирования. Обосновывается подход к
построению эквивалентной математической
модели задачи путем искусственного расши-
рения размерности пространства переменных
в исходной постановке.
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Постановка задачи. Рассмотрим задачу размещения геометрических
объектов в следующей постановке. Заданы область размещения 0S  и объекты

1,..., nS S  фиксированной формы, каждый из которых в пространстве заданной

размерности характеризуется своими параметрами размещения  1 2, ,i і i i
αp p .. pp ,

niJ .  Здесь и далее обозначим  1,2,...,n = nJ . Область размещения 0S  харак-

теризуется своими метрическими параметрами 0 ,m  задающими, в частности, ее
линейные размеры. Зафиксируем положение 0S в пространстве, положив

 0,0,...,00 =p . Объекты iS  с параметрами размещения ip назовем размещае-

мыми объектами и обозначим ( )i
iS p , i nJ , а область размещения с метриче-

скими параметрами 0 0 0 0,1 2 ,m m ...  m 
   

m  обозначим 0
0 ( )S m .

Сформулируем оптимизационную задачу размещения в виде:

 0 1 2
,, , .., n F m p p p extr (1)

при ограничениях

 ,i j
ij  p p , ni j J , i < j ,                                 (2)

 00 , 0j
i  p m , njJ ,      (3)

где  F – целевая функция, характеризующая качество размещения, а неравен-
ства (2), (3) задают соответственно условия взаимного непересечения объектов

( )i

iS p  и ( )j
jS p , , ni jJ  и их размещения в области 0( )0S m . Для аналитическо-

го описания указанных условий в общем случае разработана теория
Ф-функций [15–17].  Формализация Ф-функций – самостоятельная задача,
решение которой определяется классом геометрических объектов и областью
размещения. Для объектов простой формы аналитические выражения для функ-
ций легко выписываются из геометрических соображений.

В настоящей статье рассматривается класс задач размещения, в которых
размещаемые объекты гомотетичны некоторому объекту S . В этом случае
каждый объект iS  определяется заданным коэффициентом гомотетии 0λ і , niJ
и может быть представлен как 0λ i S , niJ , а условия попарного непересечения
(2) и размещения в области (3) перепишутся в виде:

 0 0, , , 0i j
ij і j   p p ni, j J , i < j ,                       (4)

 0 0
0 , , 0i

j j p m , njJ ,                                           (5)

где 0
i , niJ – фиксированные значения параметров.
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Метод искусственного расширения пространства. Осуществим следую-
щие эквивалентные преобразования задачи (1) – (3). Введем дополнительные
независимые переменные i , niJ  и сформируем такую систему ограничений,
решением которой будут те и только те значения переменных ,i niJ , кото-
рые совпадают с исходными фиксированными значениями. Нетрудно видеть,
что в данном случае структура решения задается множеством всевозможных
перестановок чисел 0

i , niJ , которое обозначим 0 0

1 2

0
...( , , , )n  E . Для аналити-

ческого описания множества 0 0 0
1 2( , ,..., )n  E  в пространстве nR  в работе [18]

предложен общий подход и классификация непрерывных представлений евкли-
довых комбинаторных множеств. Воспользуемся полиэдрально сферическим
представлением множества 1 2

0 0 0( , ,..., )n  E . Для этого упорядочим элементы
0
i , niJ  по неубыванию. Не теряя общности, положим, что 0 0 0...1 2 n     .

Сформируем систему ограничений
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Известно [19, 20], что точки множества 1 2
0 0 0, ,..., )( n  E , и только они, удо-

влетворяют системе (6), (7).
С учетом того, что коэффициенты гомотетии i , niJ  рассматриваются

как независимые переменные, условия (4), (5) преобразуются к виду:
  , , , 0i j

ij i jp p   , ni, jJ , i < j ,           (8)
  00 , λ , 0j

j jp m  , njJ .                            (9)

Здесь   ij Φ – Ф-функция объектов ( )i
i S p  и ( )j

jλ S p , , ni jJ , ,i < j  а   0i Φ

– Ф-функция объектов ( )i
iλ S p и 0( )0Sc m , niJ , где c – теоретико-множе-

ственная операция дополнения.
Таким образом, исходная задача оптимального размещения гомотетичных

объектов (1) – (3) размерности n   в пространстве переменных 1 2 ,, ,i i i
αp p ... p
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0 0 0
1 2, ,...,m m m  эквивалентно формулируется как оптимизационная задача (1),

(6) – (9) размерности ( 1)n     в пространстве переменных
λ i , 1 2, , ,i i ip p ... p

0 0 0

1 2, ,..., ,m m m niJ . Такой подход описан в [21, 22] и назван
методом искусственного расширения пространства. Достоинством метода при
реализации различных вычислительных схем нелинейной оптимизации является
возможность преодолеть область притяжения локальных экстремумов исходной
задачи за счет вспомогательных переменных. Этот факт позволяет рассматри-
вать метод искусственного расширения пространства как способ улучшения ло-
кальных решений или приближений к ним в задачах размещения геометриче-
ских объектов.

Количество линейных ограничений в задаче (1), (6) – (9) имеет порядок 2 .n

Поэтому в задачах локальной оптимизации большой размерности целесообразно
осуществлять разбиение системы (6), (7) на подсистемы. Рассмотрим множество
 0 0 0

1 2λ , λ ,..., λnΛ = . Осуществим разбиение множества nJ  на k  попарно непере-
секающихся подмножеств

=1
,

k

i
n i ji  J L L L , ,ni j i j  J .

Обозначим i ik  L , kiJ . Получим соответствующее разбиение

=1
i

i

k
 Λ Λ ,                                                          (10)

где      1 2
0 0 0 0λ , λ ,..., λ λ j

i
ki i j

 
L

Λ ,   0 0 0
1 2λ λ λ .ki...  

По аналогии с формированием ограничений (6), (7) сформируем соответст-
вующие системы для каждого из множеств iΛ :
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Таким образом, различные способы разбиения множества Λ с последую-
щим формированием ограничений в виде (11), (12) позволяют организовать раз-
личные схемы направленного перебора локальных экстремумов задачи. В част-
ности, рекомендуется использовать метод сужающихся окрестностей [23, 24],
общая схема которого построена на последовательном сужении области поиска
в окрестности лучшего текущего решения. При этом естественным образом
используется метрика арифметического евклидового пространства.

Найдем локальное решение задачи (1) – (3) при фиксированных коэффици-
ентах гомотетии 0

i i=  , niJ ,  используя какой-либо метод локальной опти-
мизации. Полученное решение выберем в качестве начальной точки, рассматри-
вая параметры ,i niJ  как независимые переменные. Осуществим декомпо-
зицию исходной задачи, формируя некоторое разбиение системы ограничений
по правилу (10). Сужение области поиска производится путем последовательно-
го увеличения числа k , а следовательно, уменьшения мощности множеств iΛ ,

kiJ . Лучшее локальное решение на каждом шаге выбирается как новая
начальная точка, формируется новое разбиение множества ,Λ  и процесс про-
должается, пока удается получать улучшения.

Решение задачи оптимального размещения гомотетичных объектов сущест-
венно зависит от возможности получения в явном виде функций
  ,, ,i j

ij i j  p p ,   0 , ,j 0
j j p m , , ,ni jJ i < j , фигурирующих в условиях

(8), (9). К сожалению, такие зависимости удается выписать, как правило, для
объектов простой формы. Однако и в этом случае класс рассматриваемых задач
довольно широк, и они имеют большое практическое значение. Прежде всего,
речь идет о кругах и шарах в пространствах высокой размерности.

Задача упаковки шаров в шаре с зонами запрета. В качестве иллюстра-
ции предложенного подхода рассмотрим следующую задачу [7–10].  Рассмотрим
семейство геометрических объектов 1,..., ,nS S  гомотетичных единичному шару
S , с заданными коэффициентами гомотетии, совпадающими с радиусами шаров

,ir niJ . В качестве области размещения рассмотрим шар радиуса 0r  центром
в точке  0 0,0,0=p  и зонами запрета, представляющими собой шары фиксиро-
ванных радиусов 0ir  с центрами в точках 0 0 0( , , )i i ix y z , niJ . Требуется найти
оптимальную упаковку шаров в шаре минимального радиуса 0r  с учетом
зон запрета.

Обозначим координаты центров кругов ( , , )i
i i i= x y zp , miJ . Тогда мате-

матическая постановка задачи примет вид

0 minr                                                  (13)
при ограничениях
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2 2 2 2
0( – ) ,i i i ix + y + z r r niJ ,                                      (14)

2 2 2 2
– – – –( ) ( ) ( ) ( ) ,i j i j i j i jx x + y y + z z r r , , ,ni j i j  J        (15)

2 2 2 2
– 0 0 0 0( ) ( – ) ( – ) ( – ) , , .i j i j i j i j n mx x + y y z z r r i J j J     (16)

Неравенства (14) – (16) задают условия размещения в шаре, условия попар-
ного непересечения шаров и непересечения шаров с областями запрета, соот-
ветственно.

Таким образом, имеем задачу математического программирования
(13) – (16) с 3 1n  переменными 0r , , , ii ix y z , niJ . В приведенной постановке

радиусы іr niJ  являются константами. Зафиксируем 0 ,і іr = r niJ , и поло-

жим, что 0 0 0
1 2 .nr r ... r   В соответствии с разбиением (10) сформируем

множества    0 0 0 0
1 2, ,..., ,ki ji j i

r r r r
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Рассмотрим задачу (13) – (18) в пространстве 4 1n   переменных

0 , , , , ii i ir x y z r , niJ . В соответствии с описанным выше подходом полученная
задача эквивалентна исходной в том смысле, что глобальные решения задач
совпадают. Однако использование метода искусственного расширения про-
странства позволяет с помощью переменных ,ir niJ  существенно повысить
эффективность методов локальной оптимизации.

Важным свойством задачи упаковки шаров в постановке (13) – (18) является
то, что она является квадратичной. Это позволяет привлечь для ее решения
высокоэффективные методы негладкой оптимизации, предложенные в [25].

Эффективность метода искусственного расширения пространства подтвер-
ждается численными экспериментами при решении задач размещения кругов
в круге минимального радиуса [26],  а также компоновки шаров в контейнерах
различной формы (шар, кубоид, цилиндр, кольцевой цилиндр, шаровой
слой) [27].
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Выводы. В статье предложен новый взгляд на формализацию задач разме-
щения гомотетичных объектов как задач математического программирования
путем выделения их комбинаторной структуры. В результате введения искус-
ственных переменных сформирована дополнительная система ограничений,
описывающих множество перестановок параметров, которыми являются коэф-
фициенты гомотетии объектов. Предложен подход к построению эквивалентной
математической модели задачи путем расширения размерности пространства
переменных в исходной постановке. Использование искусственных переменных
позволяет покидать область притяжения локальных экстремумов при использо-
вании различных схем глобальной оптимизации. Подход проиллюстрирован
на классе задач размещения неравных шаров в шаре минимального радиуса
с учетом зон запрета на расположение шаров.

К.П. Коробчинський, С.В. Яковлев

ОБЧИСЛЮВАЛЬНІ АСПЕКТИ МЕТОДУ ШТУЧНОГО РОЗШИРЕННЯ
ПРОСТОРУ В ЗАДАЧАХ РОЗМІЩЕННЯ ГОМОТЕТИЧНИХ ОБ'ЄКТІВ

Запропоновано новий підхід до формалізації задач розміщення гомотетичних об'єктів шля-
хом виділення їх комбінаторної структури. Побудована еквівалентна математична модель
задачі за допомогою розширення розмірності простору змінних у вихідній постановці. Такий
підхід дозволяє долати області тяжіння локальних екстремумів при використанні різних схем
глобальної оптимізації. Результати ілюструються на класі задач розміщення нерівних куль
у кулі мінімального радіуса з урахуванням зон заборони на розташування куль.

K.P. Korobchynskyi, S.V. Yakovlev

COMPUTATIONAL ASPECTS OF THE ARTIFICIAL SPACE EXPANSION METHOD IN
PROBLEMS OF HOMOTETIC OBJECT PACKING

A new approach to the formalization of packing problems of homothetic objects by allocating their
combinatorial structure is proposed. An equivalent mathematical model of the problem is con-
structed by expanding the dimension of the space of variables in the original formulation. This ap-
proach allows us to overcome the regions of attraction of local extrema in various schemes of global
optimization. The results are illustrated on the class of unequal sphere packing problems.
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