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ДИНАМИКА КОСМИЧЕСКОГО АППАРАТА С УЧЕТОМ  

УПРУГОСТИ СТЕРЖНЕВЫХ АНТЕНН И ШТАНГ С ГРУЗАМИ 

Приведена математическая модель, описывающая динамику космического аппарата относи-
тельно центра масс с учетом упругих колебаний установленных на нем стержневых антенн 
большой длины и штанг с грузами. Применительно к космическому аппарату "Микросат", на ко-
тором установлены четыре штанги с приборами научной аппаратуры, разработана программа 
на языке Турбо-Паскаль и проведены расчеты на персональном компьютере, подтверждающие ра-
ботоспособность программы. 

Наведено математичну модель, яка описує динаміку космічного апарата відносно центра мас з 
урахуванням пружних коливань установлених на ньому стрижневих антен великої довжини та 
штанг з вантажами. Стосовно космічного апарата "Мікросат", на якому встановлені чотири 
штанги з приладами наукової апаратури, розроблено програму мовою Турбо-Паскаль і проведено 
розрахунки на персональному комп’ютері, які підтверджують працездатність програми. 

Mathematical model is presented, describing spacecraft dynamics relative to the center of mass, consid-
ering elastic vibrations of the long-length rod antennas and booms with loads installed on the spacecraft. As 
applicable to Microsat spacecraft, on which four booms with scientific equipment instruments are installed, a 
Turbo-Pascal program was developed and calculations confirming program operability were performed on a 
personnel computer.  

Для проведения наблюдений динамиче-

ских процессов в ионосфере Земли в по-

следнее время все чаще используются кос-

мические аппараты (КА), оснащенные спе-

циальными приборами и стержневыми 

антеннами. С целью исключения влияния 

корпуса КА на показания приборов возни-

кает необходимость размещения их на не-

котором удалении от корпуса. Для этого 

используются металлические штанги раз-

личной длины, выполненные либо из лен-

точных стержней с перехлестом кромок, 

либо из сплошных однозвенных (или двух-

звенных) трубок. В любом случае штанги 

раскрываются после выведения КА на ор-

биту. 

Учитывая, что штанги подвержены тем-

пературным и упругим деформациям, воз-

никла необходимость рассмотреть влияние 

этих деформаций на смещение приборов 

научной аппаратуры (НА) относительно 

корпуса аппарата. Получение математиче-

ской модели КА с учетом упругости штанг 

показано на примере КА "Микросат", изоб-

раженного на рис. 1. 

 
Рис. 1. Космический аппарат "Микросат" 

Для получения математической модели 

КА используются следующие правые орто-

гональные системы координат: 

ОзХиYиZи – инерциальная система коор-

динат (ИСК), начало Оз расположено в цен-

тре Земли, ось ОзYи направлена по оси 

вращения Земли в сторону Северного по-

люса Земли, ось ОзZи – в точку весеннего 

равноденствия; 

ОсХоYоZо – орбитальная система коор-

динат (ОСК), начало Ос совпадает с цен-

тром масс КА, ось ОсZо направлена по ра-

диусу-вектору, соединяющему центр Зем-

ли с центром масс КА, ось ОсХо лежит в 

плоскости орбиты КА и направлена в сто-

рону орбитального движения; 

ОсХсYсZс – связанная система координат 

(ССК), начало Ос совпадает с центром масс 

КА, при идеальной ориентации КА в ОСК 
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оси ССК совпадают с соответствующими 

осями ОСК, при отклонении КА от идеаль-

ной ориентации положение ССК относи-

тельно ОСК определяется последователь-

ным поворотом на углы тангажа, крена и 

рыскания; 

ОкХкYкZк – конструкторская система 

координат (КСК), начало Ок расположено 

в плоскости стыковки КА с ракетой-

носителем, оси КСК параллельны и совпа-

дают по направлению с соответствующи-

ми осями ССК; 

ОiХiYiZi – связанная с i-й штангой в не-

деформированном состоянии система ко-

ординат (IСК), где i = 1, 2, 3, 4, начало Оi 

расположено в точке крепления штанги к 

корпусу КА, ОiXi – продольная ось штанги, 

ОiYi, ОiZi – поперечные оси штанги. 

В соответствии с методами аналитиче-

ской механики [1] движение КА с упругими 

элементами можно представить в виде 

движения несущего тела (КА c недеформи-

рованными элементами конструкции) и от-

носительного движения носимых тел (ча-

стиц деформированных элементов кон-

струкции), совершающих малые колебания 

около тех положений, которые они занима-

ли бы в абсолютно твердом теле.  

Положение произвольной точки дефор-

мированной штанги в связанной системе 

координат ОсХсYсZс в любой момент вре-

мени определяется вектором  

uρr  , 

где ρ  – радиус-вектор, соединяющий центр 

масс КА с произвольной точкой недефор-

мированной штанги; u  – радиус-вектор, 

определяющий смещение произвольной 

точки штанги вследствие ее деформации. 

Смещение частиц деформированной 

штанги u  зависит от их координат х, y, z и 

времени t. Предполагается, что время t вхо-

дит в u  с помощью обобщенных координат 

q , число которых конечно ( n ,1 ). Та-

ким образом, функциональную зависимость 

вектора смещения u  любой точки дефор-

мированной штанги можно представить в 

виде 

)q,...,qz,y,(x,uu α1 . 

Эта зависимость может быть представ-

лена рядом по степеням q : 

...,),,(U)()(
2

1

),,(U)(u

αβ
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        (1) 

где ),,(U  ),,,(U zyxzyx   – векторные 

коэффициенты. 
Учитывая, что деформации штанг при 

движении КА, как правило, малы, в выра-

жении (1) можно ограничиться линейной 

частью. 

Традиционно отклонение таких про-

стейших элементов конструкции, как 

стержневые антенны и штанги, от неде-

формированного состояния представляется 

в виде изгиба в двух взаимно перпендику-

лярных плоскостях и кручения вокруг про-

дольной оси. С учетом этого выражение (1) 

будет переписано в виде 

(2)                                    ),,,(U)(
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где )(  ),(  ),(
321

trtptq   – обобщенные ко-

ординаты изгибных (в плоскостях ОiXiYi и 

ОiXiZi) и крутильных (вокруг продольной 

оси ОiXi) колебаний штанги соответствен-

но; n1, n2, n3 – количество учитываемых 

форм колебаний каждого вида; 

  ),,,(U
1
α zyx  ),,(U  ),,,(U 

3
α

2
α zyxzyx  – 

векторные коэффициенты. 

Если пренебречь поворотом поперечного 

сечения штанги при изгибе и смещением 

его вдоль продольной оси, выражение (2) 

можно записать в виде [1] 

),( )()k j(

)( )(k)( )(ju
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(3) 

где )(  ),(
21

xx    – собственные формы 

изгибных колебаний штанги (в плоскости 
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и из плоскости )()( )(
21

хxx     

одинаковые); )( 
3

x  – собственные фор-

мы крутильных колебаний вокруг про-

дольной оси штанги; k  ,j  i,  – орты, 

направленные по осям IСК. 

Из сравнения (2) и (3) получим выраже-

ния для векторных коэффициентов: 

 в плоскости ОiXiYi – );( j),,(U
1α xzyx   

 в плоскости ОiXiZi – );( k),,(U
2α xzyx  (4) 

 вокруг оси ОiXi – ).()kj(),,(U
33α xyzzyx   

Учитывая, что масса упругих штанг с 

грузами намного меньше массы всего КА, 

можно пренебречь влиянием колебаний 

штанг на положение центра масс КА и его 

моменты инерции. Тогда движение КА, на 

котором установлены четыре штанги с 

приборами НА, относительно своего центра 

масс можно описать следующей системой 

дифференциальных уравнений [2]: 

 динамическим уравнением в векторно-

матричном виде 

(5)      ;M)GG
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GG(ωJ

3

3

13

32

2

12

2

4

1
1

1

11

1си
3

13

3

4

1
2

2

12

21

1n

11α

1си

n

α

iα

n

α

iα

n

α

iα

n

α

iα

n

α

iαiα

3









 

 



 

 









ii

i
ii

i
ii

rp

qr

pq







  

 – уравнениями Лагранжа с учетом демп-

фирующих и упругих сил 
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 ,0)(ωG
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                                       ,4 ,1    ; ,1 33  in  

где J  – тензор инерции КА, кгcмс
2
; 

сиси ω  ,ω 


 – векторы абсолютной угловой 

скорости и ускорения КА, с
-1

, с
-2

; i – номер 

штанги, где i = 1, 2, 3, 4; 321   ,  ,   – номе-

ра форм колебаний; n1, n2, n3 – количество 

учитываемых форм колебаний; ,
1i

q  м; 

,
2i

p  м; ,
3i

r  рад – обобщенные координаты 

изгибных и крутильных колебаний,  

,
1i

e  кгсс/м; ,
2i

e  кгсс/м; ,
3i

e  кгсс/м – коэф-

фициенты демпфирования; ,
1i

c кгс/м; 

,
2i

c  кгс/м; ,
3i

c  кгс/м – коэффициенты 

жесткости; ,G
1iα  кгсс

2
, ,

2iG  кгсс
2
;  

,G
3i  кгсс

2
 – векторные коэффициенты 

взаимного влияния КА и штанг с грузами; 

гiшi
mm   ,  – массы штанги и груза, кгсс

2
/м; 

гiшi JJ   ,  – моменты инерции штанги и гру-

за относительно продольной оси штанги, 

кгсмс
2
;    ;ωJωМM сисиΣ   ΣМ  – век-

тор суммарного момента (внешних сил и 

управления), действующего на КА, кгcм; 

 кинематическим уравнением в кватер-

нионной форме  

,ω
2

1 с

со QQ                     (7) 

где 
T

zcycxc 
с

cоω  – вектор угловой 

скорости ССК относительно ОСК; 

3322110 kkk qqqqQ    – производная 

кватерниона Q; 321 k  ,k  ,k  – единичные 

векторы;   – символ кватернионного 

умножения. 

В выражениях (7) и далее верхний ин-

декс у вектора обозначает систему коорди-

нат, в которой этот вектор записан (напри-

мер, с  ССК, о  ОСК, i  IСК). 

Перед интегрированием уравнение (7) 

представляется в скалярном виде 

).(5,0
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Вектор угловой скорости 
c

coω , входящий 

в (7), определяется выражением, записан-

ным в ССК, 

о

ои

с

си

с

со ωωω соT ,                  (9) 

где 
о

оиω  – вектор угловой скорости ОСК 

относительно ИСК, записанный в проекци-

ях на оси ОСК; соТ  – матрица перехода от 

ОСК к ССК. 

Матрица Тсо, входящая в (9), имеет  

вид [1] 
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Из внешних моментов, входящих в ΣМ , 

учитываются гравитационный гM , маг-

нитный mM  и аэродинамический aM  мо-

менты, действующие на КА. Векторы пере-

численных моментов определяются по 

формулам 

k Jk M cг 3

3


гr

 ;   B  )BK  m(Mm  ; 

qlA)c)/lr(m(M ккакаа  ,                (10) 

где гr  – радиус-вектор, соединяющий центр 

Земли с центром масс КА, м; k  – единич-

ный вектор, направленный по радиусу-

вектору текущей точки орбиты;  

  = 0,3986·10
15

 м
3
/с

2
 – гравитационная по-

стоянная Земли; В  – вектор индукции маг-

нитного поля Земли, кгс/А·м; m  – вектор 

магнитного момента КА, А·м
2
; К  – матри-

ца индукционных коэффициентов КА, 

А
2
·м

3
/кгс; am  – вектор моментных аэроди-

намических коэффициентов; ac  – вектор 

силовых аэродинамических коэффициен-

тов; r  – радиус-вектор, соединяющий 

центр масс КА с началом Ок КСК, м; lк – 

характерная длина КА, м; Ак – характерная 

площадь КА, м
2
; q – скоростной напор 

верхней атмосферы Земли, кгс/м
2
. 

Векторные коэффициенты  ,G  ,G
21 iαiα  

3iαG , входящие в уравнения (5) и (6), в 

общем случае определяются следующим 

выражением, записанным в ССК [1]: 

         )(UρG
c

α

c

α

c

α  , dх m

m

  (11) 

где 
c

α
ρ  – радиус-вектор, соединяющий 

центр масс КА с произвольной точкой не-

деформированной штанги; )(U
c

α x  – вектор, 

характеризующий колебания штанги;  

  – номер тона колебаний штанги;  

m – масса штанги. 

В выражении (11) заменим интегрирова-

ние по массе dm на интегрирование по без-

размерному параметру ds в соответствии с 

правилом  

,)( mds
l

x
mddx

l

m
dm   

где l – длина штанги, и перепишем его в 

виде 

         .)(UρG

1

0

c

α

c

α

c

α   dssm  (12) 

Рассмотрим способ получения аналити-

ческих выражений для векторного коэффи-

циента 
c

αG  на примере КА "Микросат", 

изображенном на рис. 1. Радиус-вектор 
c

α
ρ , 

входящий в (11) и (12), для этого случая 

можно представить в виде суммы следую-

щих составляющих: 

 i

3

i

2

с

1

c

α ρρρ ρ  сiT ,           (13) 

где 
c

1
ρ  – радиус-вектор, соединяющий 

центр масс КА с плоскостью, в которой 

располагаются недеформированные штан-

ги; 
i

2
ρ  – радиус-вектор, соединяющий ко-

нец вектора 
c

1
ρ  с точкой крепления штанги; 

i

3
ρ  – радиус-вектор, соединяющий точку 

крепления штанги с ее произвольной точ-

кой; 
T

icсi ТT   – матрица перехода от IСК к 

CСК. 

Матрица перехода от ССК к IСК имеет 

вид 

100

0cossin

0sincos

ii

ii





icT .                (14) 
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Здесь
2

)1( 


i
i


  – угол поворота IСК 

относительно ССК, где i = 1, 2, 3, 4. 

Радиусы-векторы 
c

1
ρ , 

i

2
ρ , 

i

3
ρ , входящие в 

(13), согласно рис. 1 имеют вид 

 ;  0

0

ρ

1

c

1

b

     ; 

0

0ρ

2
i

2

b

        ,

0

0ρ
i

3

x

          (15) 

где b1<0,  b2>0, x>0. 

Приведем описание получения вектор-

ного коэффициента 
c

αG  на примере колеба-

ний штанги в плоскости OiXiYi. С учетом 

(4) векторный коэффициент )(U
i

α х , входя-

щий в (11) и записанный в IСК, имеет вид 

0

)(

0

)(U
i

α хх  .                           (16) 

Введем обозначения для векторов-

столбцов матрицы ciT перехода от IСК к 

ССК: 

;0sin  cosa ii

c

1

T


  ;0 cossin a ii

c

2

T
  

Tс

100a  
3
 . Тогда векторные выражения 

c

α
ρ  и )(U

c

α x , входящие в (11), с учетом (15) 

и (16) можно представить в виде 

с

2

c

31

c

α 1
a)(a ρ xbb  ;                    (17) 

с

2

c

α а)()(U хх  . 

Переходя к безразмерным параметрам 

l

x
s   и ds и используя обозначения инте-

гралов 

dsssddssn )(     ,)(

1

0

1

0

    ,      (18) 

после подстановки (17) в (11) с учетом (18) 

получим выражение для вычисления коэф-

фициентов 
c

1αG , входящих в уравнения (5), 

(6), в виде 

]a)aa([ G
c

31

с

32

с

111

c

1iα ildbbnmшi   .   (19) 

При рассмотрении колебаний штанги в 

плоскости OiXiZi векторный коэффициент 

)(хU
i

 , входящий в (11), согласно (4) имеет 

вид 

)(

0

0

)(U
i

α

х

х



 .                    (20) 

Тогда с учетом (15), (18) и (20) получим 

выражение для вычисления коэффициентов  

c

2222

c

2iα a )( G iшi ldbnm   ,          (21) 

входящих в уравнения (5), (6). 

Согласно (4) для крутильных колебаний 

вокруг продольной оси штанги OiXi выра-

жения для радиуса-вектора 
i

3ρ  и коэффици-

ента 
i

αU  запишем в виде  

,ρ
i

3

z

y

x

         )( 

0

U
i

α х

y

z  .             (22) 

Введем обозначение  


1

0

)(~ dssn                         (23) 

и после подстановки (22) в (11) с учетом 

(23) получим выражение для векторного 

коэффициента 

c

13

с

3
a~G  iα nJшi .                 (24) 

Для КА "Микросат", у которого на свобод-

ных концах штанг располагаются приборы 

НА, коэффициенты (19), (21) и (24) прини-

мают вид [2]: 

– для изгибных колебаний 

;a  ) (

)aa)( (G

с

311

с

32

с

1111

c

1iα

iшi

гiшi

ldmdm

bbnmnm

г
гi

г





 


       

; ] ) (

) [(G

c

2

2

c

iα

a
22

222

ldmdm

bnmnm

г

гiшi

г

гiшi








       (25) 

– для крутильных колебаний 
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c

133

с

3iα а)~~ (G  г

гiшi nJnJ   ,       (26) 

где )1(~   );1(
33333

   ггг ndn . 

При вычислении интегралов )(sn , 

)(snг

 , )(sd  )(sd г

 , )(~ sn , )(~ sn г

 , вхо-

дящих в выражения коэффициентов (25) и 

(26), используются собственные формы из-

гибных )(s  и крутильных )(s  колеба-

ний, полученные для однородного упругого 

нерастяжимого стержня, жестко закреплен-

ного на одном конце, в том  

числе и стержня с грузом на свободном 

конце [3]. 

Для моделирования динамики КА урав-

нения (5), (6) необходимо представить в 

матричном виде 

,МAХ
1

                       (27) 

;..................

 ... Х где

312111312111

32131

T

nnnnnnzyx

T

nnn

rrppqqrrppqq

xx







 



, ..................
312111312111

3213 ... 1X

T

nnnnnnzyx rrppqqrrppqq

T

nnnxx





и дополнить кинематическими уравнения-

ми (8). 

Продемонстрируем процесс получения 

системы уравнений (27) на примере КА 

"Микросат", на котором установлены четы-

ре штанги с приборами НА, с учетом пер-

вой формы изгибных колебаний каждой 

штанги в двух взаимно перпендикулярных 

плоскостях OiXiYi и OiXiZi. 

Чтобы избавиться у коэффициентов 

2iα
1

iα G  ,G  от громоздких нижних индек-

сов, введем следующие обозначения номе-

ров форм колебаний:  

 α1 = 1 для колебаний в плоскости 

OiXiYi; 

 α2 = 2 для колебаний в плоскости OiXiZi. 

Тогда уравнения (5), (6) будут перепи-

саны в виде 

);GG(ω

M)GG(ωJ

4

1

1i21i1си

4

1

1i21i1си















i

ii

i

ii

pq

pq





   (28) 

4,  3,  2,  1,                              

 ,ωG

 ;ωG

11111сиi2

11111сиi1











i

iiiiii

iiiiii

pcpepm

qcqeqm





     (29) 

где ;G  ;   111i1

T

ziyixiгiшii GGGmmm    

.G 222i2

T

ziyixi GGG  

Перед тем как представить систему 

уравнений (28), (29) в виде (27), разобьем 

вектор X  на две части. Первая часть запи-

сывается для переменных 
T

xx 1111   ... Х   и 

имеет вид  

,МAХ
1

1



                    (30) 

;                    

X    где

4131211141312111zy

1111 

T

x

T

ppppqqqq

xx










 

Вторая часть уравнения (27) записывает-

ся для переменных 
T

xx 19122   ...  X   в ска-

лярном виде  

(31)           ;   ;  ;

  ;  ;  ;  ;

11191018917816

715614513412

xxxxxxxx

xxxxxxxx









или ii XX   311
 , где i = 1, …, 8. 

С учетом (31) вектор момента M , вхо-

дящий в (30), принимает вид 

где 
T

zyx MMM ΣM ;  

)GG(ωB 7i23i1

4

1

си ii

i

xx 



  ; 

T

zyx BBB    B   . 

Полная система уравнений (8), (30), (31), 

описывающая динамику КА "Микросат" 

относительно центра масс с учетом одной 

формы изгибных колебаний четырех штанг 

с приборами НА, имеет порядок 23. 
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Система ориентации КА "Микросат" 

включает следующие измерительные при-

боры и исполнительные органы: магнито-

метр, три измерителя угловой скорости, три 

магнитных исполнительных органа и тан-

гажный двигатель-маховик.  

Штанги на КА "Микросат" имеют прак-

тически одинаковую длину ~2 м, вес при-

боров на концах штанг ~1,5 кгс, моменты 

инерции КА относительно осей ССК: 

Jxx=3,62 кгс·м·с
2
; Jyy= 3,78 кгс·м·с

2
;  

Jzz= 4,87 кгс·м·с
2
.  

На рис. 2 – 5 приведены результаты мо-

делирования на персональном компьютере 

динамики КА относительно центра масс в 

рабочем режиме с учетом действующих на 

него внешних моментов (10). Результаты 

подтверждают работоспособность про-

граммы. 

 
Рис. 2. Углы ориентации КА по крену φ, 

тангажу θ и рысканию ψ 

 
Рис. 3. Угловые скорости КА относительно ОСК 

по крену ωx, тангажу ωy и рысканию ωz 

 
Рис. 4. Обобщенные координаты штанг 

при колебаниях в плоскости установки 

Приведенная математическая модель 

позволяет моделировать динамику КА от-

носительно центра масс с учетом упругих 

колебаний установленных на нем стержне-

вых антенн и штанг с приборами научной 

аппаратуры.  
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