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В. А. Ижко, И. А. Емельянова, И. М. Резник, канд. техн. наук П. Г. Хорольский 

ОПТИМИЗАЦИЯ ТРАЕКТОРИИ  
ЗЕНИТНОЙ УПРАВЛЯЕМОЙ РАКЕТЫ 

Описан способ оптимизации траектории зенитной управляемой ракеты, применяемый на эта-
пе проектирования. Обзор существующих решений по данному вопросу подтвердил актуальность 
задачи. Аналитическое решение получить практически невозможно, поэтому в соответствии с 
современными тенденциями была проведена оптимизация численным методом оригинальной раз-
работки. В его основе – двухуровневая оптимизация, выполняемая двумя разными численными 
методами и для двух разных критериальных функций. На верхнем уровне методом случайного по-
иска и, как вариант, методом покоординатного спуска осуществлялся поиск фиксированного на-
бора промежуточных для заданной дальности полета точек траектории, координаты которых в 
совокупности обеспечивают необходимый оптимум. На нижнем уровне для каждой пары последо-
вательных промежуточных точек решалась краевая задача попадания в дальнюю точку путем 
одномерной оптимизации. Покоординатный спуск использовался для поиска упрощенной програм-
мы полета. В качестве критериев оптимизации для верхнего уровня использовался минимум вре-
мени полета или максимум конечной скорости, для нижнего – терминальный критерий. Програм-
мой управления была выбрана программа угла атаки. В итоге были получены оптимальные и субоп-
тимальные (дополнительно обеспечивающие минимум времени расчета) траектории и программы 
полета на максимальную дальность и разные высоты. Анализ результатов показал практическую 
близость траекторий минимального времени полета и максимальной конечной скорости. 

Ключевые слова: зенитная ракета, оптимизация, программа угла атаки, траектория. 

Описано спосіб оптимізації траєкторії зенітної керованої ракети, що застосовують на етапі 
проектування. Огляд існуючих рішень з цього питання підтвердив актуальність завдання. Аналі-
тичне рішення отримати практично неможливо, тому відповідно до сучасних тенденцій було про-
ведено оптимізацію числовим методом оригінального розроблення. У його основу було покладено 
дворівневу оптимізацію, яку виконують двома різними числовими методами і для двох різних кри-
теріальних функцій. На верхньому рівні методом випадкового пошуку і, як варіант, методом покоо-
рдинатного спуску виконано пошук фіксованого набору проміжних для заданої дальності польоту 
точок траєкторії, координати яких у сукупності забезпечують необхідний оптимум. На нижньому 
рівні для кожної пари послідовних проміжних точок розв’язано крайову задачу влучення в дальню то-
чку шляхом одномірної оптимізації. Покоординатний спуск використано для пошуку спрощеної про-
грами польоту. Як критерії оптимізації для верхнього рівня використано мінімум часу польоту або 
максимум кінцевої швидкості, для нижнього – термінальний критерій. Програма керування вибрала 
програму кута атаки. У результаті було отримано оптимальні й субоптимальні (такі, що додат-
ково забезпечують мінімум часу розрахунку) траєкторії і програми польоту на максимальну даль-
ність і різні висоти. Аналіз результатів показав практичну близькість траєкторій мінімального 
часу польоту і максимальної кінцевої швидкості. 

Ключові слова: зенітна ракета, оптимізація, програма кута атаки, траєкторія. 

The article is devoted to optimization of a trajectory of the antiaircraft guided missile performed in design 
phase. The review of existing solutions on this issue confirmed the topicality of the problem. The analytical 
solution cannot be obtained, therefore, according to modern tendencies, optimization by numerical method of 
original development was performed. The basis of the method is two-level optimization which is carried out, 
in turn, by two different numerical methods and for two different criteria functions. At the top level, by method 
of random search and as a variant, by method of coordinate descent, the search was carried out for a fixed 
set of intermediate for the specified flight range trajectory points which co-ordinates in aggregate provide the 
necessary optimum. At the bottom level, for each pair of consecutive intermediate points, the boundary prob-
lem of falling into distant point by one-dimensional optimization was solved. The coordinate descent method 
was used for search for the simplified flight program. As optimization criteria for top level, minimum flight time 
or maximum final speed, for bottom  terminal criterion were used. The control program selected the angle of 
attack program. As a result, the optimum and suboptimum (additionally ensuring minimum calculation time) 
trajectories and flight programs to maximum range and different altitudes were obtained. The analysis of re-
sults showed practical proximity of trajectories of minimum flight time and maximum final speed. 

Key words: anti-aircraft missile, optimization, angle of attack program, trajectory. 
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Введение 
В настоящее время из-за высокой стои-

мости и особенностей применения сложные 
технические системы и их подсистемы тре-
буют оптимизации. К числу таких систем 
относятся зенитные ракетные системы и 
комплексы. Их эффективность существен-
но зависит от целевой эффективности при-
меняемых зенитных управляемых ракет 
(ЗУР). Поэтому получение оптимальных 
траекторий вновь создаваемых и модерни-
зируемых ЗУР, характеристики которых 
должны быть всегда выше, чем у аналогов, 
является актуальным направлением науч-
ных и проектных исследований. Это также 
подтверждается появляющимися публика-
циями на рассматриваемую тему. 

Действительно, ракеты, летящие по оп-
тимальным траекториям, имеют, как пра-
вило, оптимальный вес, отсюда оптималь-
ны и другие параметры, например стои-
мость изделия. 

Анализ доступных информационных ис-
точников показывает, что для ракет, совер-
шающих полет в атмосфере, к числу кото-
рых относятся ЗУР, не получены законы 
управления в аналитической форме, в от-
личие от движения в вакууме. 

Так, в [1, с. 115-122] методом Понтряги-
на был проведен поиск оптимального 
управления подъемной силой беспилотного 
самолета, совершающего полет на макси-
мальную дальность. Несмотря на весьма 
упрощенную постановку и сильное допу-
щение о совпадении вектора тяги с векто-
ром скорости, были найдены лишь области 
существования экстремального управления. 

В работе [2] рассмотрен метод синтеза 
оптимальных траекторий для вывода дина-
мических объектов в заданную точку при-
менительно к функционалу обобщенной 
работы. Получено решение в явном виде, 
однако для его практического использова-
ния необходимо решить двухточечную 
краевую задачу для сопряженной системы 
обыкновенных дифференциальных уравне-
ний. Последнее не позволяет использовать 
аналитическое решение непосредственным 
образом для формирования управления. По 
сути, представлен метод численного поиска 
решения. 

Та же задача, но применительно к лета-
тельным аппаратам, решалась в [3] методом 
Понтрягина. Как и в [2], была сформирова-
на схема ее решения численным путем, 
свойственным применяемому методу. Про-
блемой всех численных методов, исполь-
зующих формализм метода Понтрягина, 
является обеспечение попадания в терми-
нальную точку. Для ее разрешения приве-
дена методика определения управления, 
приближенного к оптимальному, с исполь-
зованием интерполяционных многочленов 
от высоты и дальности до точки встречи. 

Задача, аналогичная [2], решена в [4] ме-
тодом максимума Понтрягина, но для ли-
нейной модели с постоянными коэффици-
ентами для ракеты постоянной мощности и 
для функционала специального вида, обес-
печивающего ограничение управления в 
интегральном плане. Так же, как и в [2], 
получено решение в аналитическом виде, 
однако отмечено, что результат на практике 
тяжело реализовать. 

Таким образом, эти аналитические ре-
шения не позволяют даже проводить пара-
метрическую оптимизацию и имеют чисто 
теоретическое значение. 

На практике распространены численные 
методы поиска оптимальных траекторий, 
как то: 

 с использованием последовательного 
квадратичного программирования [5]; 

 с использованием специального про-
граммного пакета BOUNDSCO и метода 
пропорциональной навигации для обеспе-
чения попадания в конечную точку [6]; 

 с использованием метода пристрелки и 
нелинейного программирования [7]; 

 градиентный метод и метод покоорди-
натного спуска, методы второго порядка [8]. 

Неустранимым недостатком применения 
численных методов оптимизации является 
практическая невозможность доказать гло-
бальную оптимальность полученного резуль-
тата. Тем более что это существенно зависит 
от самого метода оптимизации, его про-
граммной реализации и выбора начального 
приближения. Поэтому постоянно будет ак-
туальным поиск оптимальных траекторий и 
соответствующих им законов управления 
практически всеми известными методами, 
количество которых постоянно растет, для 

 

ракет с разными наборами ограничений и 
характеристиками. 

Целью данной статьи является опреде-
ление вида оптимального закона управле-
ния гипотетической ЗУР с характеристика-
ми, соответствующими средней дальности 
полета, путем построения ее оптимальной 
траектории новым по сравнению с уже 
примененными методом численной опти-
мизации и для иных ограничений на пара-
метры движения и управления. Это можно 
выполнить, в частности, вновь разработан-
ным методом, обеспечивающим макси-
мальное использование опыта, полученного 
при проектировании баллистических ракет 
большой дальности и ракет-носителей.  

Постановка задачи 
Рассматривается динамическая система, 

описывающая механику полета ЗУР. В ка-
честве математической модели такой сис-
темы можно выбрать любую из известных 
широко описанных в литературе, напри-
мер в [9, 10]. Выбор модели не принципиа-
лен, так как при одинаковых исходных 
данных результаты расчетов должны сов-
пасть с точностью до вычислительной 
ошибки. 

Необходимо методом численной опти-
мизации построить оптимальную траек-
торию полета по выбранным критериям 
на дальности и высоты, предельные для 
возможностей рассматриваемой ЗУР. Ме-
тод оптимизации должен отличаться от 
уже рассмотренных в доступных инфор-
мационных источниках и обеспечивать 
максимальное использование предыдуще-
го опыта проектировщиков ракет. Он 
должен быть прозрачным, т. е. понятным, 
и его действия должны легко прослежи-
ваться при внешнем контроле процесса. 

В качестве объекта исследования рас-
сматривалась гипотетическая ЗУР сред-
ней дальности со следующими необходи-
мыми для расчета траектории характери-
стиками, практически типовыми для ракет 
данного класса: 
 вес – до 1000 кгс; 
 характеристическая скорость – 845 м/с; 
 аэродинамическое качество – до 24; 
 баллистический коэффициент – до 4∙10-5. 
Управление ракетой – аэродинамиче-

ское, с помощью рулей. 

Типовая схема полета ЗУР с точки зре-
ния наведения включает в себя три основ-
ных участка: начальный (старт), средний 
(как правило, командное наведение), ко-
нечный (самонаведение). С точки зрения 
механики полета траектория включает в 
себя два участка: активный (наличие тяги 
двигателя) и пассивный (тяги нет). 

Активный участок занимает начальный 
и частично средний участки. 

Старт проводится вертикально, после 
чего осуществляется разворот на опти-
мальный угол тангажа, и затем начинается 
выведение. 

В нашем случае конечный участок за-
менен продленным средним. Именно он в 
основном определяет оптимальность ре-
зультата, поскольку самонаведение обес-
печивает выполнение только краевых усло-
вий – попадание в заданную цель. 

Цель принималась неподвижной, по-
скольку именно самонаведение учитывает 
подвижный характер конечных условий на-
ведения и расходует ресурсы, сэкономлен-
ные на оптимальной траектории предыду-
щих участков. Поэтому оптимизацией 
среднего участка вместе с параметрами кон-
ца первого участка должны быть обеспече-
ны условия для осуществления успешного 
самонаведения. Это возможно обеспечить 
путем выбора соответствующего критерия 
оптимальности. 

В качестве альтернативных критериев 
выбраны следующие: 

 минимум времени полета minkT ; 

 максимум конечной скорости maxkV . 
Критерий времени полета является ти-

повым при оптимизации траекторий поле-
та беспилотных летательных аппаратов 
[11, с. 147]. В нашем случае выбор обосно-
вывается стремлением уменьшить время на 
маневр ухода от ожидаемой траектории. 

Конечная скорость среднего участка 
расходуется на маневр самонаведения, по-
этому ее максимуму однозначно соответст-
вует максимум конечной скорости полета. 
На участке самонаведения используется 
метод пропорциональной навигации в раз-
личных модификациях. Его особенностью 
является условие попадания в цель, суть 
которого в том, что скорость ЗУР должна 
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ракет с разными наборами ограничений и 
характеристиками. 

Целью данной статьи является опреде-
ление вида оптимального закона управле-
ния гипотетической ЗУР с характеристика-
ми, соответствующими средней дальности 
полета, путем построения ее оптимальной 
траектории новым по сравнению с уже 
примененными методом численной опти-
мизации и для иных ограничений на пара-
метры движения и управления. Это можно 
выполнить, в частности, вновь разработан-
ным методом, обеспечивающим макси-
мальное использование опыта, полученного 
при проектировании баллистических ракет 
большой дальности и ракет-носителей.  

Постановка задачи 
Рассматривается динамическая система, 

описывающая механику полета ЗУР. В ка-
честве математической модели такой сис-
темы можно выбрать любую из известных 
широко описанных в литературе, напри-
мер в [9, 10]. Выбор модели не принципиа-
лен, так как при одинаковых исходных 
данных результаты расчетов должны сов-
пасть с точностью до вычислительной 
ошибки. 

Необходимо методом численной опти-
мизации построить оптимальную траек-
торию полета по выбранным критериям 
на дальности и высоты, предельные для 
возможностей рассматриваемой ЗУР. Ме-
тод оптимизации должен отличаться от 
уже рассмотренных в доступных инфор-
мационных источниках и обеспечивать 
максимальное использование предыдуще-
го опыта проектировщиков ракет. Он 
должен быть прозрачным, т. е. понятным, 
и его действия должны легко прослежи-
ваться при внешнем контроле процесса. 

В качестве объекта исследования рас-
сматривалась гипотетическая ЗУР сред-
ней дальности со следующими необходи-
мыми для расчета траектории характери-
стиками, практически типовыми для ракет 
данного класса: 
 вес – до 1000 кгс; 
 характеристическая скорость – 845 м/с; 
 аэродинамическое качество – до 24; 
 баллистический коэффициент – до 4∙10-5. 
Управление ракетой – аэродинамиче-

ское, с помощью рулей. 

Типовая схема полета ЗУР с точки зре-
ния наведения включает в себя три основ-
ных участка: начальный (старт), средний 
(как правило, командное наведение), ко-
нечный (самонаведение). С точки зрения 
механики полета траектория включает в 
себя два участка: активный (наличие тяги 
двигателя) и пассивный (тяги нет). 

Активный участок занимает начальный 
и частично средний участки. 

Старт проводится вертикально, после 
чего осуществляется разворот на опти-
мальный угол тангажа, и затем начинается 
выведение. 

В нашем случае конечный участок за-
менен продленным средним. Именно он в 
основном определяет оптимальность ре-
зультата, поскольку самонаведение обес-
печивает выполнение только краевых усло-
вий – попадание в заданную цель. 

Цель принималась неподвижной, по-
скольку именно самонаведение учитывает 
подвижный характер конечных условий на-
ведения и расходует ресурсы, сэкономлен-
ные на оптимальной траектории предыду-
щих участков. Поэтому оптимизацией 
среднего участка вместе с параметрами кон-
ца первого участка должны быть обеспече-
ны условия для осуществления успешного 
самонаведения. Это возможно обеспечить 
путем выбора соответствующего критерия 
оптимальности. 

В качестве альтернативных критериев 
выбраны следующие: 

 минимум времени полета minkT ; 

 максимум конечной скорости maxkV . 
Критерий времени полета является ти-

повым при оптимизации траекторий поле-
та беспилотных летательных аппаратов 
[11, с. 147]. В нашем случае выбор обосно-
вывается стремлением уменьшить время на 
маневр ухода от ожидаемой траектории. 

Конечная скорость среднего участка 
расходуется на маневр самонаведения, по-
этому ее максимуму однозначно соответст-
вует максимум конечной скорости полета. 
На участке самонаведения используется 
метод пропорциональной навигации в раз-
личных модификациях. Его особенностью 
является условие попадания в цель, суть 
которого в том, что скорость ЗУР должна 
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быть не меньше скорости цели, иначе про-
исходит срыв процесса наведения. Поэтому 
максимум конечной скорости среднего уча-
стка обеспечивает максимум возможности 
попасть в цель при прочих выполняемых 
условиях движения. 

При этом должна быть решена краевая 
задача попадания в конечную точку по 
дальности L и высоте H . 

В расчетах траекторий полета ЗУР учи-
тывали систему ограничений на такие па-
раметры:  

 максимальный угол атаки max ; 
 максимальный угол отклонения аэ-

родинамических рулей max ; 
 максимальную угловую скорость из-

менения угла атаки max ; 
 минимальный скоростной напор minq ; 
 максимальную поперечную перегруз-

ку maxyn . 
Данная система ограничений отличается 

от ранее рассмотренных в литературе. 
Дополнительным (вторичным) критери-

ем принят минимум времени расчета одной 
траектории, следствием чего является фор-
мирование субоптимальной траектории, 
например, за счет: 

 применения менее эффективного по 
искомому критерию, но более быстродей-
ствующего метода оптимизации; 

 упрощения закона управления; 
 комбинации первых двух подходов.  
С целью определения возможности опе-

ративного получения оптимальной траек-
тории и применения таковой на борту раке-
ты необходимо также провести расчет бал-
листической траектории (БТ) и сравнить ее 
с оптимальными. 

Метод формирования оптимальной 
траектории случайным поиском 

Постановкой задачи, по сути, определен 
поиск глобально оптимальной траектории. 
Сейчас известны два основных метода гло-
бальной оптимизации [12]: перебора и слу-
чайного поиска (МСП).  

Оба метода имеют общий недостаток – 
чрезвычайно низкое быстродействие. Как 

следствие, на практике используют более 
быстродействующие методы локальной оп-
тимизации. 

В связи с этим в данном исследовании 
были применены методы случайного поис-
ка (для поиска наиболее близкого к опти-
мальному решения) и покоординатного 
спуска (для субоптимальной траектории). 

С целью сокращения времени расчета и 
повышения прозрачности процесса поиска 
оптимального решения (для исключения за-
цикленности и упрощения отладки) были 
приняты нижеследующие реализации мето-
дов. 

Важным моментом реализации любого 
метода является выбор оптимизируемых 
параметров. Оказалось, что он и принятая 
схема полета взаимозависимы. Поэтому 
реализацию методов следует излагать со-
вместно с описанием указанных схем. 

Итак, приведем описание реализации 
метода случайного поиска для следующей 
схемы полета ЗУР: 

1) вертикальный старт; 
2) разворот ракеты по тангажу до задан-

ного конечного угла участка zakl  по ли-
нейной программе на интервале времени 

1[0, ]t , 1t  в нашем случае равно 1,29 с; 
3) разворот по линейной программе угла 

тангажа на угол prog  на интервале времени 

1 2[ , ]t t , 2t  равно 3,8 с; 
4) формирование текущего профиля тра-

ектории – множества троек { , , }i i iL H  , 

1, ,i k k N  , где , ,i i iL H    дальность, 
высота, угол атаки с учетом того, что 

0 0 0{ , , }L H   формируются на предыдущем 
шаге. 

При этом заданными являются конечные 
значения ,L H  . 

Внутри интервала  1,j jL L   угол атаки 

 изменяется линейно от j  до 1j  . 
Варьируемыми случайным поиском пе-

ременными являются zakl , prog , 

 , 1, 1jH j k  , , 1,   , k  . При 
этом задаются начальные значения 

 0 0 0
1 2, , , ,i zakl progt t H   . 

 

Задача в общем виде формулируется 
следующим образом: 
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Выбор вида линейных программ угла 
атаки на упомянутых выше интервалах 
дальностей вызван аналогией линейных 
программ тангажа при выведении ракет-
носителей. 

Таким образом, имеет место двухуров-
невая оптимизация, выполняемая для двух 
разных критериальных функций. На верх-
нем уровне методом случайного поиска для 
этих функций осуществлялся поиск фикси-
рованного набора промежуточных для за-
данной дальности полета точек траектории, 
координаты которых в совокупности обес-
печивают необходимый оптимум. На ниж-
нем уровне для каждой пары последова-
тельных промежуточных точек решается 
краевая задача попадания в дальнюю точку 
интервала путем одномерной оптимизации, 
что символически можно записать так: 

  
   

 
 

\
( , ) , ,

min .

opt opt

U U

opt

u opt F U Q L

H H







 








   

Добавим, что в исследовании 3k  . 

Оптимизация траектории покоорди-
натным спуском 

По результатам оптимизации случайным 
поиском предполагается определение уп-
рощенного вида закона управления (в дан-
ном случае – угла атаки, который будет по-
казан далее) и последующее проведение 
параметрической оптимизации траекторий 
с этим законом. 

Использование метода покоординатного 
спуска (МПС) для субоптимального закона 
управления привело к следующей схеме 
полета: 

1) вертикальный старт; 
2) полет по программе угла атаки вида 
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до достижения значения 1  для значения 

числа Маха Mаk  ( Mа 0,8k  ); 

3) полет с   1t   до момента времени 

nept t ; 

4) линейный переход на 2  и полет с 

  2t   до достижения L L . 

Здесь также двухуровневая оптимизация 
методом покоординатного спуска: на верх-
нем уровне – тех же критериальных функ-
ций, а на нижнем – терминального крите-
рия, т. е. решение краевой задачи. Обеспе-
чение требуемой высоты H  на дальности 

L осуществляется выбором max , а поис-

ком 1 , 2  достигаются экстремумы одно-

го из критериев – minkT  или maxkV . 

Следовательно, задача в общем виде 
формулируется так: 
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Конкретизируется в своей реализации 
следующим образом: 
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Отметим, что вид программы угла атаки 
был выбран по результатам анализа опти-
мальных программ, полученных методом 
случайного поиска. 
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Выбор расчетных случаев 
Оптимизация траектории полета по при-

нятым критериям кроме терминального 
имеет смысл при стрельбе на максималь-
ные дальности и высоты.  

В работе [14] показано, что наиболее на-
груженным для системы управления явля-
ется случай стрельбы на максимальные 
дальность maxL  и высоту maxH .  

С другой стороны, максимальное тор-
можение ракеты проявляется при стрельбе 
на максимальную дальность maxL и мини-
мальную высоту minH . 

В данном исследовании принято 
max 20L  км, min 1H   км, max 15H   км. 

Методика проведения расчетов 
В соответствии с постановкой задачи 

расчеты проводились в следующем порядке 
действий: оптимизация методом случайно-
го поиска, анализ результатов, определение 
упрощенного вида программы угла атаки, 
общего для всех траекторий, затем форми-
рование субоптимальной траектории путем 
параметрической оптимизации упрощенной 
программы. Отдельно для принятых рас-
четных случаев были определены балли-
стические траектории. 

Результаты расчетов и их анализ 
Основные результаты расчетов (искомые 

времена и скорости полета) представлены 
для высоких траекторий max max,L H  в табл. 1, 
для низких max min,L H  – в табл. 2. 

Таблица 1 
Значения конечных параметров  
на оптимальных траекториях  

для высоких  траекторий max max,L H   
Параметры БТ Метод Tmin Vmах 
Время по-
лета kT , с 41,3 МСП 40,5 40,6 
Конечная 
скорость

kV , м/с 442,4 МСП 482,8 521,3 
Время по-
лета kT , с 41,3 МПС 40,7 42,0 
Конечная 
скорость 

kV , м/с 442,4 МПС 482,7 510,1 

Таблица 2 
Значения конечных параметров 

на оптимальных траекториях  
для низких траекторий max min,L H   

Параметры БТ Метод Tmin Vmах 
Время по-
лета kT , с 39,7 МСП 38,2 - 
Конечная 
скорость 

kV , м/с 290,0 МСП 318,3 - 
Время по-
лета kT , с 39,7 МПС 38,6 42,4 
Конечная 
скорость 

kV , м/с 290,0 МПС 318,7 352,1 

Анализ данных таблиц показывает, что 
оптимизируемые конечные параметры для 
обоих методов оптимизации и баллистиче-
ской траектории весьма близки. 

Оптимизация конечных времени полета 
привела к практическому совпадению на 
всех траекториях как для оптимальной 
(разница менее 0,3%), так и для субопти-
мальной (разница до 9%) программы атаки. 
Оптимизация скорости дает чуть менее 
точный результат (на субоптимальной тра-
ектории разница до 10%).  

Что же касается баллистической траекто-
рии, то конечная скорость и особенно время 
полета на ней дают хорошее начальное при-
ближение к оптимальным значениям: отли-
чие по времени до 1,6%, а по скорости до 9%. 

Графический вид закона управления 
(график программы угла атаки), получен-
ный случайным поиском для верхней тра-
ектории, представлен на рис. 1. 

 
Рис. 1. Программы угла атаки для высоких 

траекторий, полученных МСП 

 

Следует отметить, что оптимальная по 
времени программа угла атаки для низкой 
траектории практически совпадает с высо-
кой: отличие только в начальном участке – 
угле заклона, достигающем -30. Исходя из 
этого график здесь не приводится.  

Оптимальная программа угла атаки мо-
жет быть упрощенно представлена ступен-
чатой функцией со ступеньками разного 
уровня, как это показано на рис. 2 для низ-
ких траекторий, полученных МПС. 

 
Рис. 2. Программы угла атаки для низкой  

траектории, полученные МПС 

Соответствующие приведенным на рис. 1, 
2 графикам программ угла атаки траекто-
рии представлены на рис. 3 (высокая) и 4 
(низкая) соответственно. 

Из графиков на рис. 1 видно, что про-
граммы углов атаки, оптимальных по ко-
нечным времени и скорости, практически 
одинаковы и, как выше отмечалось, дают 
столь же близкие результаты. 

 
 

Рис. 3. Графики высоких траекторий,  
полученные МСП 

 
Рис. 4. Графики низких траекторий,  

полученные МПС 

Указанный упрощенный вид программы 
угла атаки был принят в качестве субопти-
мального при использовании метода поко-
ординатного спуска, о чем говорилось вы-
ше в постановке задачи. 

Графики низких траекторий, полученных 
МСП, и субоптимальные программы атаки 
для высоких траекторий для МПС не приво-
дятся, поскольку не влияют на выводы.  

Последнее обстоятельство, которое надо 
отметить,  это малость углов атаки на 
среднем участке траектории полета (менее 
5), что, видимо, и определяет близость ис-
комых конечных параметров на оптималь-
ных и баллистической траекториях. 

Выводы 

Проведенное исследование подтвердило 
работоспособность разработанной модифи-
кации метода случайного поиска для опти-
мизации траектории полета ЗУР средней 
дальности в условиях принятых ограниче-
ний. Адекватность результатов подтвер-
ждена методом покоординатного спуска, 
апробированного ранее другими авторами. 
Получен вид оптимального закона управ-
ления – программы угла атаки на среднем 
участке траектории полета. Субоптималь-
ная программа представляет собой двух-
ступенчатую функцию разного уровня с 
однократным переключением от отрица-
тельного значения к положительному.  

Следует отметить близость значений оп-
тимизируемых конечных параметров для 
обоих методов оптимизации и БТ. Отсюда 
следует практическая эквивалентность кри-
териев оптимизации по минимуму времени 
полета и по максимуму скорости прибытия 
к цели. 
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Кроме того, очень хорошим приближе-
нием для оценки полного времени полета и, 
в меньшей степени, конечной скорости яв-
ляется баллистическая траектория.  

Для проведения оперативных расчетов 
имеет смысл использование субоптималь-
ного управления и метода покоординатного 
спуска. 

Дальнейшие исследования рекомендует-
ся проводить в направлении применения 
других методов оптимизации и учета новых 
ограничений. 
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МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ ОЦЕНКИ БЕЗОПАСНОСТИ  
В  РАЙОНЕ   ПАДЕНИЯ   ЭЛЕМЕНТОВ   КАССЕТНОГО  БОЕВОГО 

ОСНАЩЕНИЯ  ПРИ  ОТРАБОТКЕ  РАКЕТНОГО  КОМПЛЕКСА 

Одним из основных типов боевого оснащения современных тактических и оперативно-
тактических ракет являются кассетные боевые части на основе неуправляемых осколочно-
фугасных боевых элементов, которые широко применяются для поражения групповых целей. Зна-
чительное место при их создании занимает натурная отработка (летные испытания). В процес-
се проведения летных испытаний тактических и оперативно-тактических ракет с кассетными 
боевыми частями актуальными являются вопросы обеспечения безопасности. Подобные испыта-
ния разрабатываемых в Украине тактических и оперативно-тактических ракет, исходя из воз-
можностей имеющихся полигонов, предполагается проводить в акватории Черного моря, где ос-
новную опасность кассетные боевые части с неуправляемыми осколочно-фугасными боевыми 
элементами (или их эквивалентами) будут представлять для судов. В статье предложены две 
математические модели оценки вероятности поражения (риска) судна, которое может находиться 
в зоне падения боевых элементов (эквивалентов боевых элементов) кассетной боевой части. 
Первая модель построена в предположении, что известными являются площадь накрытия кас-
сетной боевой части и групповое рассеивание боевых элементов. Такая модель может быть ис-
пользована для определения безопасности на начальных стадиях разработки кассетных боевых 
частей. Вторая модель предполагает, что конструктивно-компоновочная схема кассетной бое-
вой части и схема метания боевых элементов получили свое окончательное завершение, и в со-
ответствии с этим известными считаются номинальные точки падения боевых элементов, а 
также их групповое и индивидуальное рассеивание. Практическое использование обеих моделей 
требует применения численных процедур. 

Ключевые слова: полетная безопасность, летные испытания, кассетные боевые части. 

Одним з основних типів бойового оснащення сучасних тактичних і оперативно-тактичних ра-
кет є касетні бойові частини на основі некерованих осколково-фугасних бойових елементів, які 
набули широкого застосування для ураження групових цілей. Значне місце в процесі їх створення 
посідає натурне відпрацювання (льотні випробування). У процесі проведення льотних випробу-
вань тактичних і оперативно-тактичних ракет з касетними бойовими частинами актуальними 
є питання убезпечення. Подібні випробування розроблюваних в Україні тактичних і оперативно-
тактичних ракет, виходячи з можливостей наявних полігонів, передбачається здійснювати в ак-
ваторії Чорного моря, де головну небезпеку касетні бойові частини з некерованими осколково-
фугасними бойовими елементами (або їх еквівалентами) становитимуть для суден. У статті 
запропоновані дві математичні моделі оцінювання ймовірності ураження (ризику) судна, яке може 
перебувати в зоні падіння бойових елементів (еквівалентів бойових елементів) касетної бойової 
частини. Першу модель побудовано виходячи з припущення, що відомими є площа накриття ка-
сетної бойової частини та групове розсіювання бойових елементів. Така модель може бути ви-
користана для оцінювання безпеки на початкових стадіях розроблення касетних бойових частин. 
Друга модель передбачає, що конструктивно-компонувальна схема касетної бойової частини та 
схема кидання бойових елементів отримали своє остаточне завершення і відповідно до цього 
відомими вважаються номінальні точки падіння бойових елементів, а також їх групове й індиві-
дуальне розсіювання. Практичне використання обох моделей вимагає застосування числових 
процедур. 

Ключові слова: польотна безпека, льотні випробування, касетні бойові частини. 

One of the main types of arming of modern tactical and short-range missiles are cassette warheads 
based on nonguided blast-fragmentation submunitions that are widely used to kill group targets. The full-
scale testing (flight tests) is an integral part of their creation. In the process of flight tests of tactical and short-
range missiles with cassette warheads, the safety issues are topical. Based on the capabilities of existing 
test ranges, it is planned to conduct such tests for the tactical and short-range missiles, being under devel-
opment in Ukraine, in the Black sea water area where the cassette warheads with nonguided blast-
fragmentation submunitions (or their equivalents) will pose major hazard for ships. In the paper, two mathe-
matical models are proposed to assess probability of killing (risk) a ship that may be present in the impact 
area of submunitions (submunitions equivalents) of cassette warhead. The first model was constructed in the 
assumption that the coverage area of cassette warhead and group dispersion of submunitions are known. 




