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Моделирование замкнутых циклов измельчения руд 
на основе баланса контрольного класса крупности
Выполнен анализ замкнутых циклов тонкого измельчения руд с позиций решения главной 

технологической задачи – обеспечения раскрытия вкрапленных минералов при минимальных 
затратах энергии. На основе баланса расчетного класса составлены модели основных 
типов замкнутых циклов измельчения, используемых при обогащении железистых кварцитов, 
адекватность которых проверена по показателям измельчения, достигнутым на обогатительных 
фабриках Кривбасса. С помощью разработанных моделей установлена степень влияния 
гранулометрического состава измельчаемого материала на производительность мельницы, 
выявлен рост производительности мельниц при снижении содержания готового класса в их 
питании, что определяется эффективностью гидравлической классификации в замкнутом цикле. 
Ил. 3. Табл. 2. Библиогр.: 9 назв.
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The analysis of the thin grinding closed cycle of minerals is carried out from position of the main technological 
problem decision - maintenance of the interspersed mineral disclosing at the minimal expenses of energy is 
executed. On the basis of a design class balance basic type models of the grinding closed cycles used at 
ferriferous quartzite enrichment are made, its adequacy is checked up on the grinding parameters achieved at 
Krivbass concentrating factories. With the help of created models the influence degree of grinding material size 
distribution on mill productivity is established, a growth of mill productivity is revealed at decrease in the ready 
class contents of their feed that is determined by the hydraulic classification efficiency in the closed cycle.

Keywords: thin grinding of minerals, the closed cycle, design class balance, specific productivity, 
efficiency of classification.
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чета площади поперечного сечения емкостей КНК 
конструкции ИГТМ НАНУ принимаем наиболее про-
стую формулу (3).

Выводы и направление дальнейших исследо-
ваний

На основании выполненных исследований можно 
сформулировать следующие выводы:

1. Разработаны рекомендации  для расчета основ-
ных параметры КНК при проектировании для усло-
вий транспортирования  крупнокусковых насыпных 
грузов.

2. Предложена конструкция КНК нового качества, 
позволяющая транспортировать насыпной груз круп-
ностью свыше 300 мм при угле наклона конвейера от 
0 до 90°.
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Введение
Снижение энергопотребления при измельчении 

полезных ископаемых всегда являлось актуальной за-

дачей, поскольку этот процесс капиталоемкий, энер-
гоемкий и оказывает существенное влияние на себе-
стоимость продукции обогатительных фабрик.
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Технологической задачей измельчения на обога-
тительных фабриках является раскрытие минералов 
тонковкрапленных руд. Раскрытие должно осущест-
вляться при минимальном переизмельчении вкрапле-
ний. На переизмельчение дополнительно расходуется 
энергия, а образовавшиеся тонкодисперсные частицы 
ухудшают условия сепарации минералов, что приво-
дит к потерям полезного компонента.

Для снижения влияния указанных факторов в про-
мышленности используют технологии измельчения в 
замкнутых циклах. Идеология замкнутых циклов со-
стоит в том, что из мельницы за счет движения транс-
портирующей среды (вода, воздух) извлекают заведо-
мо недоизмельченный материал, который во внешнем 
классификаторе (гидравлические и пневматические 
классификаторы, циклоны, грохоты) разделяется на 
готовый по крупности продукт и крупный, направля-
емый на доизмельчение в ту же мельницу. Этот про-
дукт является циркулирующей нагрузкой.

К измельчаемому материалу в мельнице через из-
мельчающую среду с определенной интенсивностью 
(например, пропорциональной мощности электро-
привода) подводится энергия, которая расходуется на 
деформацию измельчаемого материала и образование 
новой поверхности при его разрушении. Удельные 
энергозатраты на единицу массы измельченного мате-
риала при этом составят , кВт ч/тe N Q= ⋅ , следо-
вательно, снижение энергопотребления при измельче-
нии в данном агрегате возможно при увеличении его 
производительности при условии выполнения техно-
логической задачи – получение измельченного продук-
та с заданной дисперсностью.

Анализ предыдущих публикаций и постанов-
ка задачи

Исходя из идеологии замкнутых циклов, из из-
мельчаемого материала (исходный материал, цирку-
лирующая либо комбинированная нагрузка) перед 
подачей его в мельницу необходимо удалить частицы, 
крупностью менее крупности готового продукта. Кро-
ме того, при мокром измельчении необходимо конди-
ционировать пульпу по содержанию твердой фазы, 

т.е. классификация по крупности должна осущест-
вляться перед подачей материала в мельницу и при 
выходе из него. Однако, технологическая необходи-
мость применения предварительной классификации, 
либо совмещения ее с контрольной классификацией 
определяется конкретными условиями измельчения. 

Из опыта обогащения руд [7, 8] следует, что для 
первой стадии измельчения, когда в мельницу посту-
пает дробленая руда, целесообразно применять зам-
кнутый цикл с контрольной классификацией слива 
мельницы и возвратом в мельницу песков классифи-
катора в виде циркулирующей нагрузки (рис. 1).

Для тонкого измельчения руд (вторая и последу-
ющие стадии) целесообразно применение замкнутых 
циклов с предварительной и контрольной классифика-
циями, совмещенными в одном аппарате, например, в 
гидроциклоне (рис. 2). Каждый из продуктов замкну-
тых циклов измельчения характеризуется величиной 
массового расхода Q , поверхностью Ѕ и функцией 
распределения частиц по крупности φ(х). Операция 
классификации измельченных продуктов по круп-
ности имеет сепарационную характеристику Е (х) 
– зависимость вероятности извлечения частиц от их 
крупности.

Рис. 2. Схема замкнутого цикла тонкого измельчения руд с 
совмещением предварительной и контрольной классифи-
кации

В мельнице к измельчаемому материалу через из-
мельчающую среду подводится энергия ΔN, что вы-
зывает разрушение частиц и образование новой по-
верхности ΔЅ, при этом, согласно гипотезе Риттинге-
ра [1] ΔN ~ ΔЅ.

Моделирование замкнутых циклов измельчения 
с целью оптимизации их параметров для увеличения 
производительности мельницы нами предпринято в 
работе [4]. Основой моделирования является то, что 
согласно гипотезе Риттингера прирост вновь обра-
зованной поверхности пропорционален количеству 
подведенной энергии. А увеличившейся поверхности 
соответствует новая дисперсность, которая описыва-
ется соответствующей функцией распределения. 

Дальнейшее развитие такого подхода должно осу-
ществляться после установления функций распреде-
ления частиц по крупности в измельченном продукте 
и взаимосвязи гранулометрического состава с удель-Рис. 1. Схема замкнутого цикла измельчения руд с кон-

трольной классификацией разгрузки мельницы
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ной поверхностью, а также получения уравнения ки-
нетики измельчения на основе пропорциональности 
величины вновь образованной поверхности измель-
ченных частиц времени процесса.

В единицу времени в мельницу поступает мате-
риал в количестве Q . Его разделение на готовый по 
крупности продукт и тот, который должен поступить 
на повторное измельчение (циркулирующая нагрузка 
C), осуществляется в операции классификации. Ее 
результаты зависят от сепарационной характеристи-
ки классификатора E (x), определяемой сочетанием 
конструктивных и режимных параметров аппарата.

Учитывая изложенные выше сложности описа-
ния замкнутых циклов измельчения, в работе рас-
сматривается упрощенная модель, сущность которой 
состоит в том, что процесс измельчения рассматри-
вается как превращение крупных классов в мелкие. 
При этом часть энергии, подводимой к измельчаемо-
му материалу, продуктивно расходуется именно на 
это превращение. Другая часть энергии расходуется 
на переизмельчение уже готового продукта. Пропор-
ции между этими энергозатратами определяются со-
держанием контрольного класса в продукте, посту-
пающем в мельницу θ , т.е. продуктивные затраты 
энергии пропорциональны 1 θ− . Здесь и далее со-
держания расчетного класса представлены в долях 
единицы.

Для снижения энергопотребления при тонком 
измельчении руд необходимо для данной руды с ее 
физико-механическими свойствами выбрать режим 
измельчения, обеспечивающий максимально возмож-
ную производительность по образованию контроль-
ного класса крупности при обеспечении такого его 
содержания, которое позволяет получить  необходи-
мую степень раскрытия вкрапленных минералов.

Основной материал исследования 
Для выяснения степени влияния управляемых 

факторов на производительность мельницы рассмо-
трим замкнутые циклы измельчения (рис. 1, 2), при-
меняемые на современных обогатительных фабриках. 
К управляемым факторам мы относим время пребы-
вания измельчаемого материала в мельнице и сепара-
ционную характеристику классификатора. Исходя из 
принятого формата рассмотрения процесса измель-
чения, эту сепарационную характеристику целесоо-
бразно представить в виде показателей вероятности 
извлечения в готовый продукт (слив классификатора) 
класса крупности менее E′  и более расчетного E′′ .

Модели рассматриваемых замкнутых циклов из-
мельчения составим на основе уравнений баланса 
расчетного класса в операции классификации и сме-
шения продуктов. В качестве показателя, характери-
зующего крупность продукта, используем величину 
остатка R  на контрольном сите в размерности долей 
единицы. 

Кинетику измельчения, т.е. закономерности 
уменьшения во времени остатка R  на контрольном 
сите, примем на основании принятого в практике 
уравнения [1, 6-9]

0
ktR R e−= ,                           (1)

где 0R - начальный остаток на контрольном сите; 
k - константа скорости измельчения; t  - время из-
мельчения.

Рассмотрим замкнутый цикл измельчения с кон-
трольной классификацией измельченного продукта 
с получением готового по крупности и циркулирую-
щей нагрузки (рис. 1).

Баланс остатка контрольного класса в операции 
классификации по крупности описывается уравнением 

( )1 m sc R R cR+ = + ,                       (2)
откуда остаток контрольного класса в измельчен-

ном продукте
( )

( ) ( )( ) ( )
1

1 1 1 1
m m

m m m m

c R E R ER
c R E c R E R E R E

′′+ ′′
= =

′′ ′ ′′ ′+ + + − + − ,(3)

либо 
( )1mR R c E′′= + ,

( )1m
RR

E c
=

′′ +
.                (4)

С другой стороны, остаток контрольного класса 
в разгрузке мельницы mR  можно определить по ки-
нетике измельчения, зная, что на измельчение посту-
пает комбинированная загрузка (исходный продукт и 
циркулирующая нагрузка) с остатком контрольного 
класса nR kt

m nR R e−= .                              (5)
Остаток контрольного класса в загрузке мельни-

цы определяется из уравнения его баланса
( )0 1
1n

R R E E
R

c
′′ ′′+ −

=
+

.                (6)

Учитывая (5), после преобразований, получаем

0 1 1kt Re E A
R

 ′′= − + = 
 

.               (7)

Поскольку время пребывания измельчаемого ма-
териала в мельнице определяется ее рабочим объ-
емом mV  и объемным расходом материала и транс-
портирующей среды через мельницу VQ , то:

( ) ( )
1

1 1
V V

mVt
Q c q c

= =
+ +

.               (8)

Здесь 
V

q - удельная объемная производитель-
ность мельницы по исходному продукту. Ее значение 
может быть получено с учетом (7) в виде

( )ln 1V

kq
A c

=
+

                          .(9)

В практике обогащения полезных ископаемых 
принято использовать в качестве комплексного крите-
рия, отображающего способность данной мельницы 
измельчать крупные частицы (крупнее контрольного 
класса) данного материала, удельную производитель-
ность по вновь образованному классу 

( ) ( )
( )
0

0 ln 1V

V
a

k R R
q q R R

A c
−

= − =
+

.              (10)

Выражение ( )1 c+  может быть определено из ба-
ланса крупного в операции классификации

( ) ( )( )1 1 1 1m mc R E c R E′′ ′= + + + − ,      (11)
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тогда с учетом (4) получаем

1 1 E Ec R E
E
′ ′′−  ′+ = + ′′ 

                  (12)

Во второй и последующих стадиях измельчения 
применяют замкнутые циклы с совмещением пред-
варительной и контрольной классификации (рис. 2). 
Отличительной особенностью таких циклов является 
то, что в мельницу поступают только пески класси-
фикатора после выделения готового продукта, как из 
исходного материала цикла, так и из разгрузки мель-
ницы.

Используя, как и в предыдущем случае, уравне-
ния баланса по остатку контрольного класса крупно-
сти при аналогичных преобразованиях, получаем 

( ) 01 n mc R R c R+ = + ;                      (13)

( ) ( )1
1
n

n
n n

R ER R E c
R E R E

′′
′′= = +

′′ ′+ −
;       (14)

( )1n sR c R R c+ = + ;                       (15)

kt
m nR R e−= ;                            (16)

0

1

1

kt Ee AR E
R

′′−
= =

′′−
;                      (17)

( )
( )
0

ln 1
V
a

k R R
q

A c
−

=
+

;                         (18)

1 1 E Ec R E
E
′ ′′−  ′+ = + ′′ 

.                 (19)

Сопоставляя представленные модели замкнутых 
циклов измельчения, следует отметить, что формулы 
(10) и (18) для расчета производительности мельни-
цы по вновь образованному классу V

aq  и формулы 
(12) и (19) для определения величины комбиниро-
ванной нагрузки ( )1 c+  идентичны. Отличны лишь 
выражения для параметра А, определяемого соотно-
шением остатка контрольного класса до и после из-
мельчения и степенью извлечения этого класса в слив 
классификатора. Для замкнутого цикла измельчения 
с контрольной классификацией разгрузки мельницы 
(рис. 1) он определяется исходя из формулы (7), а для 

Таблица 1. Показатели работы рудоразмольных мельниц железорудных обогатительных фабрик [8] 
α β Rо Rs R

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

I

1,98 1,07 0,3057 28,27 60 11,3 0,7173 0,887 0,4 0,7395 0,1943 0,3114
2,5 0,837 0,186 43,04 80 30,6 0,5696 0,694 0,2 0,4682 0,0884 0,1902
1,95 0,234 0,0468 81,53 96,4 77,6 0,1847 0,224 0,036 0,263 0,0611 0,0451
2,15 0,9 0,2571 29,51 68 14,7 0,7049 0,853 0,32 0,6402 0,1261 0,3057
1,51 0,55 0,1375 41,1 94,5 27,4 0,589 0,726 0,055 0,4782 0,0354 0,1385
2,06 1,12 0,32 28,72 60 14,5 0,7128 0,855 0,4 0,6529 0,1754 0,3071
2,63 0,96 0,2133 41,34 85 28 0,5866 0,72 0,15 0,4811 0,0598 0,2013

2 0,28 0,056 81,06 95,5 76,5 0,1894 0,235 0,045 0,2887 0,065 0,0577

II

2,49 1,38 0,3943 30,68 63 14,5 0,6932 0,855 0,37 0,6955 0,2052 0,4381
2,38 0,98 0,2178 49,32 83 26,8 0,5068 0,732 0,17 0,6743 0,1344 0,2223
1,74 0,29 0,058 81,54 96 71,2 0,1846 0,288 0,04 0,5063 0,1177 0,0595
2,79 1,48 0,4229 32,67 56,3 14,5 0,6733 0,855 0,437 0,7492 0,2822 0,438
2,8 0,77 0,1711 54,7 88 41,7 0,453 0,583 0,12 0,4687 0,103 0,1727
2,03 0,293 0,0586 82,77 97,8 77,5 0,1723 0,225 0,022 0,3167 0,0471 0,0622

III

4,53 2,13 0,6086 24,9 62,5 10,1 0,751 0,899 0,375 0,709 0,1411 0,5873
1,7 0,58 0,1289 61,09 86 49 0,3891 0,51 0,14 0,5106 0,2004 0,1295
1,78 0,3 0,06 88,16 94,5 85,5 0,1184 0,145 0,055 0,3338 0,1587 0,0595
3,5 1,6 0,4571 34,19 62 20,8 0,6581 0,792 0,38 0,6137 0,2357 0,4875
2,75 0,95 0,2111 52,09 89 38,2 0,4791 0,618 0,11 0,4842 0,0929 0,2122
1,81 0,4 0,08 86,62 97 83,2 0,1338 0,168 0,03 0,2772 0,0555 0,0827

IV

3,25 1,95 0,5571 30,18 61 11,7 0,6982 0,883 0,39 0,7407 0,1541 0,5466
2,53 0,78 0,1733 50,14 92,8 39,2 0,4986 0,608 0,072 0,3971 0,0597 0,1746
2,06 0,17 0,034 84,85 98,3 79,2 0,1515 0,208 0,017 0,3677 0,0702 0,0346
3,77 1,97 0,5629 28,11 63 5,4 0,7189 0,946 0,37 0,8782 0,1654 0,5571
2,44 0,91 0,1936 47,27 94,2 35,4 0,5273 0,646 0,058 0,4139 0,0412 0,2038
1,83 0,33 0,066 90,9 96,5 85 0,091 0,15 0,035 0,506 0,1295 0,0647

V
2,6 1,63 0,4657 32,34 55 10,2 0,6766 0,898 0,45 0,8718 0,4605 0,4689
2,62 0,75 0,1667 46,77 88 36 0,5323 0,64 0,12 0,4278 0,106 0,1714
1,8 0,24 0,048 76,26 98 67,8 0,2374 0,322 0,02 0,3815 0,0564 0,0492

q 74q 74
Vq ϑ E′ E′′ V

a расчq
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замкнутого цикла измельчения с совмещением пред-
варительной и контрольной классификации (рис. 2) – 
из формулы (17).

Таким образом, в результате моделирования по-
лучена зависимость для удельной производительно-
сти мельницы по вновь образованному контрольному 
классу при выполнении технологического задания 
получения требуемой дисперсности измельченного 
продукта. Рост производительности в данных усло-
виях обеспечивается повышением эффективности 
классификации по крупности разгрузки мельницы за 
счет улучшения сепарационной характеристики. Для 
данной модели это достигается при увеличении сте-
пени извлечения E′  в слив частиц крупностью менее 
контрольной и снижении степени извлечения частиц 
крупностью более контрольной E′′ . При неизменной 
мощности электропривода с ростом производитель-
ности мельницы снижаются и удельные энергозатраты

( ) ( )0 0 ,кВт ч/тV V
a a

N N R RNe
Q q V q V

β α
d d
− −

= = = ⋅  (25)

Таким образом, дальнейшие задачи исследований 
сводятся к доказательству адекватности моделей зам-
кнутых циклов и их использование для выбора кон-
структивных и режимных параметров, обеспечива-
ющих снижение энергозатрат на измельчение за счет 
роста производительности (табл. 1).

В первой колонке табл. 1 помещены номера горно-
обогатительных комбинатов Криворожского железоруд-
ного бассейна: I – Южный, II – Ново-Криворожский, III 
– Центральный, IV – Северный, V – Ингулецкий.

Колонки 2 и 3 содержат значения удельной произ-
водительности (т/ч·м3) по исходному продукту q  и по 
вновь образованному классу -74 мкм 74

Vq  из источни-
ка [8]. В колонке 4 приведены значения удельной объ-
емной производительности по вновь образованному 
классу -74 мкм 74

Vq  (м3/ч·м3), полученные путем де-
ления значений из колонки 3 на плотность измельчае-
мого материала. Содержание класса крупности менее 
74 мкм в питании гидравлического классификатора α, 
в его сливе β и в песках ϑ  в колонках 5, 6 и 7 соот-
ветствуют значениям из источника [8]. 

В колонках 8, 9, 10 в долях единицы представлены 
рассчитанные значения остатка контрольного класса 
в исходном продукте цикла измельчения Rо, в песках 
классификатора Rs и в его сливе (готовом, измельчен-
ном продукте) R. В колонках 11 и 12 представлены па-
раметры сепарационной характеристики классифика-
тора: извлечение в слив частиц крупностью менее E′  
и более контрольной E′′ . 

Анализ данных, приведенных в табл. 1, позволяет 
сделать вывод о том, что наиболее тесная корреляци-
онная связь удельной объемной производительности 
по вновь образованному расчетному классу наблюда-
ется с его содержанием в песках классификатора, об-
разующих циркулирующую нагрузку. Коэффициент 
достоверности аппроксимации колеблется от 0,9557 
до 1 (табл. 2). Это свидетельствует о высокой степени 
корреляции сопоставляемых величин и о наличии, при 
более детальном рассмотрении, их нелинейной связи. 

Таблица 2. Результаты аппроксимации зависи-
мости удельной производительности по вновь об-
разованному классу -74 мкм от его содержания в 
песках классификатора

Уравнение R²

1 2 3 4

I 0,9557 0,4037

II 0,9829 0,6055

III 0,9570 0,7315

IV 0,9346 0,6837

V 1,0000 0,6930

Такая нелинейность, вероятно, связана с тем, что 
гипотеза Риттингера в области тонкого измельчения 
не подтверждается, о чем отмечается в [1]. Вместе 
с тем, приведенная аргументация свидетельствует 
о снижении удельной производительности мельниц 
по вновь образованному классу при увеличении его 
содержания в питании мельницы. Когда содержание 
расчетного класса равно нулю, то удельная произ-
водительность мельницы будет иметь максимальное 
значение (колонка 4 табл. 2).

Эта величина может быть принята в качестве кон-
станты мельницы при измельчении данной руды и ис-
пользуется в уравнении кинетики измельчения (6) и 
в формулах (11) и (22) для расчета производительно-
сти замкнутых циклов измельчения. Ее применение 
в расчетах совместно с данными табл. 1 позволило 
рассчитать удельную производительность мельниц в 
замкнутом цикле (колонка 13 табл. 1). Сопоставление 
полученных результатов со значениями, достигнуты-
ми в промышленности (колонка 4 табл. 1) представ-
лено на рис.  3.

Высокое значение коэффициента надежности 
аппроксимации и угловой коэффициент линейного 
уравнения, близкий к единице, позволяют утверждать, 
что разработанные модели замкнутых циклов 
измельчения адекватны во всем рассмотренном 
диапазоне изменения режимных параметров.

Рис. 3. Результаты сопоставления расчетной и достигнутой 
в промышленности удельной объемной производительно-
сти мельниц по классу - 74 мкм

Анализ разработанных моделей позволяет 

max
V
aq

0,027
74 0, 4037Vq e ϑ−=

0,032
74 0,6055Vq e ϑ−=

0,029
74 0,7315Vq e ϑ−=

0,033
74 0,6837Vq e ϑ−=

0,039
74 0,6939Vq e ϑ−=
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сделать вывод о значительной роли классификации 
по крупности в циклах измельчения, эффективность 
которой предопределяется ее сепарационной 
характеристикой (в данных моделях это извлечения 
в слив классификатора мелкого  и крупного 
классов), а также соотношение крупности исходного 
и готового продуктов цикла измельчения.

Этот анализ, а также приведенная выше экспе-
риментальная зависимость удельной производитель-
ности мельницы от содержания расчетного класса в 
песках классификатора подтверждают, что снижению 
этого содержания способствует повышение эффек-
тивности классификации разгрузки мельницы. Для 
мокрого измельчения разработаны и апробированы 
в промышленных условиях технологии гидравличе-
ской классификации [3, 5], применение которых обе-
спечит повышение производительности замкнутых 
циклов измельчения и снижение удельных энерго-
затрат. Безусловно, применение более совершенных 
технологий гидравлической классификации потребу-
ет дополнительных энергозатрат, но они на порядок 
ниже, чем их экономия при измельчении.

Выводы
Разработанные математические модели замкну-

тых циклов измельчения, подтвержденные показате-
лями измельчения железных руд в промышленных 
условиях, могут использоваться для проектирования 
технологий измельчения и совершенствования суще-
ствующих, путем повышения эффективности класси-
фикации по крупности измельчаемых продуктов. 
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