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Постановка проблемы
Движение ходовых тележек по подвесному 

монорельсу неразрывно связано с силовыми 
воздействиями, которые возникают из-за упру-
гих деформаций и дополнительных переме-
щений, а также сил инерции. Силовые воздей-
ствия приводят к динамическим колебаниям и 
дополнительным нагрузкам, действующим на 
колеса ходовых тележек и подвеску монорельса, 
что увеличивает износ и уменьшает ресурс вза-
имодействующих элементов. 

Анализ последних исследований и публикаций
В работах [1, 2] исследовано взаимодействие 

подвижных транспортных средств и рельсового 
пути. Моделирование динамических процессов 
транспортных средств выполнено в работах [2, 4]. 
Поведение монорельсового вагона исследовано в 
работе [5]. Настоящая статья является продолже-
нием указанных исследований.

Цель работы заключается в установлении взаи-
мосвязи между параметрами ходовых тележек и по-
двесного монорельсового пути с учетом упругих де-
формаций монорельса и вертикальных сил инерции.

Изложение основного материала
Рассмотрим движение одиночной тележки по 

подвесному монорельсовому пути, секции ко-
торого имеют длину L и шарнирно соединены 
между собой (рис. 1). Монорельс в начале пути 
закрепляется, чем исключается его продольное 
раскачивание. Тележку представим в виде од-
номассовой модели c колесами. Под действием 
массы продольная ось монорельсового пути из-
гибается, и поступательное ее движение сопро-
вождается вертикальными смещениями, которые 
зависят не только от статической нагрузки, но и 
от вертикальной силы инерции.

Рис. 1. Схема деформации подвесного монорель-
сового пути под движущейся тележкой

Рассмотрим монорельс как невесомую балку, 
изгибаемую сосредоточенной силой , линия 
действия которой проходит через центр тяжести 
тележки. Дифференциальное уравнение изогнутой 
оси монорельса будет [6]

                     
 (1)

где  жесткость упругого основания, которая 
определяет погонную нагрузку , вызывающую 
прогиб монорельса Z.

Обозначим 

,
  .                      (2)

С учетом обозначений (2) найдем интеграл 
выражения (1)

          
(3)

Отсюда следует, что наибольший прогиб мо-
норельса, возникающий под нагрузкой, будет 
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. Входящий в это выражение 
параметр может быть получен как , 
где DZ усилие, которое необходимо приложить к 
монорельсовому пути для того, чтобы деформиро-
вать его подвеску на единицу длины.

Тогда

                       
(4)

где  коэффициент, учитывающий отно-
сительную жесткость монорельса и его подвески, 
равный .

Во время движения тележки с постоянной ско-
ростью вертикальная реакция в месте контакта ко-
леса с монорельсом составит

Уравнение движения тележки будет

                
(5)

В случае, когда , выражение (5) описывает 
свободные колебания тележки, перемещающегося 
по монорельсу. Прогиб монорельса под действием 
силы тяжести тележки в этом случае равен

  
(6)

где  начальное вертикальное перемещение 
колеса тележки относительно первоначального по-
ложение равновесия;  вертикальная скорость 
колеса в начальный момент времени.

В случае, когда , выражение (5) описывает 
вынужденные колебания, возникающие под дей-
ствием силы тяжести тележки, усилия прижатия ее 
колеса к монорельсу, силы инерции, вызываемой 
из-за несовпадения оси вращения колеса с его цен-
тром тяжести. 

При движении тележки по упругому монорельсу, 
за счет происходящих колебаний, усилие прижатия 
колеса может изменяться в широких пределах. Обо-
значим  отношение усилия прижатия колеса 
тележки к ее силе тяжести. При этом будет 

Тогда решение уравнения (5) имеет вид

  
(7)

где произвольные постоянные ин-
тегрирования, устанавливающие амплитуду и 
фазу свободных колебаний, соответствующие 
начальным условиям движения тележки.

Если имеется несовпадение оси вращения коле-

са с его центром тяжести, то выражение  можно 
представить как 

 
где  значение 

центробежной силы;  скорость вращения ко-
леса во время движения тележки по монорельсу.

Отсюда

.(8)

В выражениях (7) и (8) первые два слагаемые 
учитывают свободные колебания тележки с моно-
рельсом, а третье – вынужденные колебания. Вхо-
дящие в эти выражения постоянные должны 
выбираться так, чтобы выполнялись начальные 
условия. Так, если под действием силы тяжести в 
начальный момент движения прогиб монорельса 
равен статическому прогибу, а начальная скорость 
равна нулю, то значение прогиба монорельса будет

 

.  (9)

Следует отметить, что период свободных ко-
лебаний рассматриваемой системы не зависит от 
начальных условий и может быть найден как

µ

µαπ
k
m

T t

2
2= .                              (10)

На практике скорость движения тележки из-
меняется постепенно. Так, когда угловая скорость 

 принимает наибольшее значение, влияние 
действия центробежных сил 

 
снижается. При 

этом целесообразно учитывать только следующие 
вынужденные колебания

.

От статического прогиба монорельса, определяе-
мого как , амплитуда колебаний будет 
отличаться только множителем, так называемым 
динамическим коэффициентом центробежной 
силы

.

На практике данный коэффициент принимает 
значения больше единицы и определяется угло-
вой скоростью вращения , а также периодом 
собственных колебаний T. Используя время полно-
го оборота колеса  можно найти 
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Приведенные выше зависимости относятся для 
монорельса и колес идеальной формы, не имеющих 
впадин или выпуклостей. Если монорельс или ко-
леса имеет впадину от уровня идеальной формы 
глубиной , то при этом прогибу монорельса Z 
соответствует смещение тележки по вертикали 

. Тогда уравнение вертикальных перемеще-
ний тележки можно представить в следующем виде

        

(11)

Из (11) следует

 
(12)

Анализ выражения (12) показывает, что смеще-
нию  соответствует сила

.

При движении по монорельсовому пути воз-
никает ряд последовательных ударов. Считаем, 
что в какой-то момент времени  возникает сила 

. За время  эта сила изменит скорость дви-
жения тележки, что соответствует перемещению

.

С учетом (6) полное перемещение тележки за 
время t будет

 
.(13)

Для незагруженного участка монорельсового 
пути, соединенного из гнутых отрезков (рис. 2а), 
уравнение продольной оси можно представить

где –длина участка закругления, выполнен-
ного из гнутых отрезков монорельса.

Для этого случая выражение (12) примет вид

  
(14)

где  скорость движения тележки.
С учетом (13) решение уравнения (14) будет

   

(15)

Определим время движения тележки по впадине

Рис. 2. Схема сопряжений секций подвесно-
го монорельсового пути: а – из гнутых отрезков; 
б – из прямолинейных отрезков; в – со смещением
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Тогда, используя выражение (10), уравнение (15) 

для любого момента времени t, принимающего зна-
чения , можно записать 

  
 
 

     

(16)

Из (16) видно, что деформация монорельсового 
пути при отклонении  зависит главным образом 
от . Учитывая взаимосвязь между деформацией 
и действующими нагрузками, которые определяют-
ся жесткостью монорельса, следует, что для более 
жесткого пути одинаковые отклонения  будут 
приводить к более высоким нагрузкам, действую-
щим на тележку и подвеску монорельса.

Для закруглений монорельса, состоящих из 
прямолинейных отрезков (секций), возникают ко-
лебания при переходе с горизонтального участка 
на наклонный. Если обозначить  угол на-
клона отрезка пути (рис. 2б), то смещение можно 
найти как

.

При движении по горизонтальному отрезку 
вертикальные перемещения тележки определяются 
выражением (5). Далее, после прохода точки изги-
ба, когда вертикальная скорость еще равна нулю, 
считаем 

В дальнейшем, при движении тележки по на-
клонному участку, соответственно имеем

 

, 

Амплитуда вынужденных колебаний на этом 
участке будет

        (17)

Выражение (17) остается справедливым пока 

.

При  (см.  рис. 2б) участок монорельсового 
пути меняет знак уклона. Далее, пока , 
появляются новые колебания

  (18)

При переходе на горизонтальный участок опять 
добавляются новые колебания, которые с учетом 
(17) и (18) будут

Если монорельсовый путь имеет впадины глуби-
ной  (рис. 2в), то в начальный момент времени, 
когда тележка заезжает во впадину, возникают ко-
лебания с амплитудой

,

а когда выезжает

.

Выводы и перспективы развития направления
Полученные зависимости являются основой для 

разработки пространственной динамической моде-
ли подвесной монорельсовой дороги, необходимой 
для обоснованного выбора ее параметров.

В дальнейшем планируется провести 
экспериментальные исследования колебаний моно-
рельсовой дороги, обусловленные извилистым дви-
жением подвижного состава и действием возмуще-
ний от подвесного монорельсового пути.
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