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Постановка проблемы. Одной из важных 
информационных характеристик, необходи-
мых для управления напряженно-деформиро-
ванным состоянием массива горных пород и их 
эффективным разрушением при дезинтегра-
ции, является предел прочности и остаточная 
прочность образцов, определяемые по диаграм-
мам «нормальное напряжение – продольная деформа-
ция» их запредельного разрушения. Эти харак-
теристики определяют на специальных прессах, 
которые имеются в отдельных НИИ Украины, 
например в ИГТМ и ИФГП НАНУ. Эти работы 
требуют высококвалифицированного персона-
ла, а оборудование находится вдали от потреби-
теля, где как раз и нужна оперативная инфор-
мация о свойствах горных пород. 

Цель. Разработать аналитический метод рас-
чета пределов и остаточной прочности образ-
цов, путем использования показателей свойств 
горных пород, определяемых способами, до-
ступными для горных предприятий.

Изложение основного материала. Известно, 
что при одноосном сжатии образца правильной 
геометрии образуется клиновая форма его раз-
рушения – наиболее распространенная из пяти 
общеизвестных. Одна из первых попыток ана-
литического построения упомянутых диаграмм 
рассмотрена в работе [1]. Однако авторы ввели 
себя и читателей в заблуждение тем, что для по-
строения диаграмм «напряжение – деформация» 
были взяты три показателя свойств пород. Для 
построения этих диаграмм нужен еще четвер-
тый показатель Е – модуль упругости породы, 
определение которого имеет свои сложности. 
Так, поставленная авторами проблема опреде-
ления прочностных характеристик образца при 
знании трех показателей свойств пород – преде-
ла сопротивления материала сдвигу, коэффи-
циентов внутреннего и контактного трения – 
осталась нерешенной. Кроме того, предстоит 
объяснить экспериментально установленную 
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Цель. Совершенствование методики расчета предела прочности образцов горных пород для управ-
ления напряженно-деформированным состоянием горного массива и эффективного разрушения горных 
пород при дезинтеграции.

Методика. Аналитически проведено моделирование процесса разрушения образцов горных пород при 
их клиновой форме разрушения с использованием экспериментальных значений трех показателей свойств 
горных пород – предела сопротивляемости сдвигу, коэффициентов внутреннего и внешнего трения. 

Результаты. Метод позволяет определить предел и остаточную прочность образцов горных пород 
с использованием трех показателей свойств, которые простыми способами могут быть установлены 
экспериментально.

Научная новизна. Впервые проведено аналитическое моделирование процесса разрушения образцов 
горных пород при их клиновой форме разрушения с учетом внутреннего и внешнего трения.

Практическая значимость. Предложенный метод позволяет определить предел и остаточную проч-
ность образцов горных пород с использованием трех показателей свойств, которые простыми способа-
ми могут быть установлены экспериментально в условиях горных предприятий, где результаты расче-
та могут быть оперативно использованы для управления состоянием горного массива и эффективного 
разрушения при дезинтеграции. (Ил. 5. Библиогр.: 7 назв.)
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Л. И. Бароном [2] закономерность снижения вы-
соты клина с повышением временного сопро-
тивления образца одноосному раздавливанию, 
а также повысить точность соответствия резуль-
татов расчета предела прочности эксперимен-
тальным данным. 

Определение прочности образцов при этой 
форме разрушения представляется возможным 
производить по следующей методике. По мере 
развития трещины часть материала выходит 
из-под нагрузки. При знании в каждый момент 
значения координат вершины одной или двух 
трещин можно определить несущую часть мате-
риала образца, которая равна первоначальной 
площади последнего за вычетом части, вышед-
шей из-под нагрузки. Вышедшая из-под нагруз-
ки часть легко определяется по геометрии раз-
вития трещины по линиям скольжения (ЛС). 

При знании напряжений в вершине трещи-
ны, ее координат и закономерности распределе-
ния контактных напряжений на несущей части 
образца можно построить диаграмму «нормаль-
ное напряжение – ордината вершины трещины» 
при наличии значений упомянутых трех пока-
зателей свойств. 

На рис. 1 показан образец. Центр осей ко-
ординат располагаем в левом верхнем углу 
образца. На верхней левой половине образца 
контактные касательные напряжения τк имеют 
положительный знак, а на нижней – отрица-
тельный. На правой половине знаки имеют про-
тивоположные значения. 

Математическая модель формирования диа-
грамм «нормальное напряжение – ордината» может 
быть представлена аналитически. Текущее зна-
чение суммы нормальных напряжений – силу, 
действующую на контактной поверхности несу-
щей площадки, представим в виде:

Рис. 1. Схема ЛС при клиновой форме 
разрушения

 = σ ⋅∫
10,5

0

2 ( )
a

yP F x dx , (1)

где σy  – нормальное напряжение в вершине 
трещины; F(x) – функция приращения нор-
мального напряжения на единичной контакт-
ной поверхности части образца, не вышедшей 
из-под нагрузки.

Коэффициент, равный двум, означает две 
симметричные половины образца. Вышедшая 
из-под нагрузки часть образца определяется 
по значениям абсциссы вершины трещины как 

= ⋅D ⋅ α x n h ctg , где n – число слоев по ординате y, 
α – угол наклона ЛС в вершине трещины отно-
сительно оси аx, Δh – высота слоя.

Теперь, используя значение силы, действую-
щей на несущей (не вышедшей из-под нагрузки) 
части образца, следует перейти к напряжениям 
по его начальной площади горизонтального се-
чения (длине а1). Тогда на основании (1) получим:

 σ = σ∫
10,5

10

( )2
a

c y
F x dx

a
, (2)

В работе [3] дан метод расчета прочности гор-
ных пород при линейной связи между контактны-
ми напряжениями применительно к разрушению 
призматических образцов в виде усечённого кли-
на, особенностью которого является отсутствие 
пересечения линиями скольжения (ЛС) верти-
кальной оси симметрии. В отличие от этой фор-
мы клиновая форма характеризуется пересечени-
ем ЛС этой оси. Но математические подходы для 
обеих форм являются общими. Распределение 
контактных нормальных напряжений принима-
ется экспоненциальным согласно [4]:

 
⋅

σ = σ ⋅
2 f x

hyi y e , (3)

ƒ – коэффициент контактного трения; h – высо-
та образца, х – абсцисса.

Все ЛС пересекают среднюю линию верти-
кальной симметрии и выходят на протиполож-
ную половину контактной плоскости. Вначале 
необходимо определить, в каком направлении 
будет развиваться трещина – сверху вниз или 
снизу вверх; в данном случае по ЛС ξл’ и ξn’ или 
ηл’ и ηn’. Трещина начинает развиваться в на-
правлении меньшего значения необходимой 
нагрузки. Сущность задачи не меняется, если 
будем рассматривать развитие трещины по схе-
ме (рис. 1), начиная с верхней горизонтальной 
половины образца. Так более наглядно. Для это-
го случая нами разработана программа на ЭВМ 
на основе метода итераций. Отметим, что под 
действием вертикальной нагрузки образец при-
обретает выпуклую форму. Поэтому в углах об-
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разца применимо правило парности касатель-
ных напряжений.

Тогда распишем конечные формулы для всего 
цикла развития трещины (рис. 2) для построения 
диаграммы «нормальное напряжение – ордината».

Для этого используем левую ЛС ξл’ и пра-
вую ЛС ηn или правую ЛС ξп’ и левую ЛС ηл. Как 
следует из рис. 2, образуется разнородная пара 
линий скольжения (одна выпуклая, другая – во-
гнутая), в точке встречи которых напряжения 
должны иметь одинаковые значения. Такой 
точкой встречи является точка О’ на вертикаль-
ной линии симметрии (рис. 1). В этой точке кон-
тактные касательные напряжения равны нулю. 
Представим, что сначала трещина образуется в 
точке h. По нашим представлениям формирует-
ся в первую очередь ЛС ξ’п (или ЛС ξ’л), вторая 
из них подключается (рис. 2), когда трещина вы-
ходит на ЛС ηл (или ЛС ηп), нагрузка на ней воз-
растает и достигает значения, превышающего 
на первой ЛС ξ’п 

Распишем формулы расчета пределов дав-
ления (прочности) по всему циклу развития 
трещин по правой ЛС ξ’п и левой ЛС ηл, опре-
деляемые с учетом выхода части образца из-под 
нагрузки согласно выражению (2) с использова-
нием уравнения (3) и схемы рис. 2в.

Итак, при x ≥ 0.5 a1:

а) б) в) г)

а) – в момент предразрушения; б) – в момент образования стороны клина;
в) – в момент формирования стороны клина; г) – в момент образования клина.

Рис. 2. Схема образования клина при сжатии образца горной породы
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при x ≤ 0.5 a1:
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где ξσy  и 
η

σy  – вертикальные нормальные на-
пряжения в вершине трещины на ЛС ξ’n и ЛС ηл; 
′ξn

х  и 
ηлx  – значения абсцисс вершин трещин на 

ЛС ξ’n и ЛС ηл.

Теперь необходимо определить напряжения 
σу по методу, изложенному в статье [1]. Тогда 
систему расчета напряжений для правой ЛС ξ’n 
следует записать в виде:
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где μ и ρ = µarctg  – коэффициент и угол вну-
треннего трения; kn – предел сопротивления 
материала сдвигу; ′ξβ n

 – угол поворота ЛС ξ’n от 
контактного трения в вершине трещины; kо – эф-
фективное касательное напряжение в точке О’; 

η
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′ξ
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ρ
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ρ− − 2
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n
n

n

b
arctg

b
,

При этом необходимо соблюдать условие:  
х ≥ 0,5а1 ′ξn

x = а1 – х.

Угол наклона ЛС ξ’n определяется по фор-
муле:

 
′ξ ′ξ

π
α = −ρ +β

3 2
4 nn

. (7)

Теперь рассмотрим развитие трещины по ЛС 
ηл при х ≤ 0,5а1. Напряжения 

η
σy  определяются 

по системе уравнений:
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ηβ л и βc  – углы поворота ЛС ηл от контактного 
трения самой линии и на нижней контактной 
плоскости в точке с;

η
η

η

ρ
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ρ− − 2

cos1 arctg
2 sin 1
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л

л

b

b
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ρ
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с
с

с

b

b
.

Угол наклона ЛС ηл описывается формулой:

 η η
π

α = −ρ −β
3 2
4л л. (9)

При этом необходимо соблюдать условие:  
х η  ≤ 0,5а х η= х. 

Теперь по изложенным формулам (3)–(9) 
проведем построение запредельных кривых 
диаграмм «напряжение – ордината» кубического 
образца со сторонами а1 = h = 1,0 при kn=10 МПа,  
f = 0,25 и различных значениях угла внутренне-
го трения. 

На рис. 3 приведены эти теоретические диа-
граммы. По внешнему виду запредельных кри-
вых они хорошо согласуются с диаграммами, 
полученными на прессах при разрушении об-
разцов из пород алевролита и аргиллита [5]. 

Анализ запредельных кривых разрушения 
свидетельствует, что имеет место сброс напря-

жения σс в момент перехода с ЛС ξn’ на ЛС ηл. 
Сбросы формируют площадки, напоминающие 
площадки текучести при деформировании ме-
таллов. Кривые имеют известный так называе-
мый зуб текучести. Мы эти площадки объясня-
ем переходом разрушения с выпуклой ЛС ξ’n 
на вогнутую ЛС ηл, имеющие разный характер 
запредельных кривых. Развивается одна тре-
щина до пересечения оси симметрии. Вторая 
(левая) трещина, формирующая клин, примы-
кает к правой последовательно с некоторым не-
большим опозданием. Согласно наблюдениям 
Б. Поля [6], в «испытаниях на сжатие косое и 
коническое (клиновое) разрушение происходит 
почти одновременно». С этого можно сделать 
вывод, что процесс формирования клина идет 
неодновременно, с некоторой задержкой во вре-
мени. Как видно из рис. 3, имеет место перегиб 
кривых, и линейность их заканчивается при низ-
ких значениях σс. В. В. Виноградов [5] отмечает, 
что при конусообразной (клиновой) форме раз-
рушения и нагрузке свыше 70 % максимальной 
имеет место существенная нелинейность. Доба-
вим, что в запредельной кривой идет так назы-
ваемое упрочнение материала согласно возрас-
тающей кривой с последующим ее спадом. На 
рис. 4 приведена теоретическая ниспадающая 
зависимость высоты клина от возрастания пре-
дела прочности образца, что экспериментально 
и наблюдал Л. И. Барон [2]. 

Проведем сопоставление расчетных зна-
чений предела прочности при kn = 10,0 МПа и  
f = 0,25 с экспериментальными данными (рис. 5), 
позаимствованными из кадастра [7], пересчи-
танные под kn = 10,0 МПа.

Сравнение этих значений свидетельствует о 
том, что в совокупности данных сходимость со-
ставляет 82–85 % при f = 0,25. Надо отметить, что 
в кадастре не представлены раздельно клиновая 
и диагональная формы. Известно, что слабые 
породы имеют наибольшую вероятность разру-
шения по диагональной форме, которая имеет, 
по нашим расчётам, более высокую достовер-
ность, чем клиновая форма.

Рис. 3. Диаграммы «напряжение – ордината»
Рис. 4. Зависимость высоты клина от предела 

прочности образца
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Выводы
1. Разработан аналитический метод постро-

ения диаграмм «напряжение – ордината» при 
клиновой форме разрушения горных пород с 
использованием трех показателей их свойств 
(kn – предела сопротивления материала сдвигу, ƒ 
и μ – коэффициентов контактного и внутренне-
го трения), доступных для экспериментального 
определения в лабораториях производствен-
ных предприятий. По максимальным и мини-
мальным значениям нормальных напряжений 
запредельных кривых диаграмм могут быть 
определены значения пределов и остаточной 
прочности образцов, которые по значению рав-
ноценны получаемым по диаграммам «нормаль-
ное напряжение – продольная деформация».

2. Запредельные кривые диаграмм имеют 
сбросы напряжений, подтверждающиеся экс-
периментальными наблюдениями. В момент 
сброса возникают площадки в виде так называ-
емого зуба пластичности, образование которых 
мы объясняем переходом процесса разрушения 
с выпуклой линии скольжения на вогнутую, 
формирующих разный характер запредельных 
кривых. В средней части запредельные кривые 
имеют кривые упрочнения, не получившие 
пока теоретического обоснования. Мы это яв-
ление объясняем переходом процесса разруше-
ния с выпуклой линии скольжения на вогнутую 
линию скольжения, характеризующуюся такой 
особенностью. Получена теоретическая ниспа-
дающая зависимость высоты клина от возрас-
тания предела прочности образца, что экспери-
ментально и наблюдал Л. И. Барон. 

3. В процессе построения запредельных кри-
вых представляется возможным определение 
прочности образцов при их одноосном сжатии. 
Сопоставление расчетных пределов прочности 
с экспериментальными данными подтвердило 
достоверность разработанного метода в преде-
лах 82–85 %. Это позволит улучшить методы 
управления горным массивом, а также даст воз-
можность повысить эффективность дезинтегра-

Рис. 5. Зависимость предела прочности образца 
от угла внутреннего трения при клиновой форме 

разрушения

ции горных пород и уменьшить при этом энер-
гозатраты.

4. В перспективе планируется проверка мето-
да при других формах разрушения (диагональ-
ной, продольной и взрывоподобной).
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Purpose. Improving the method for calculating the 

limit of rock samples strength to control the stress-strain 
state of the rock mass and effective destruction of rocks 
during disintegration.

Methodology. Analytically, the simulation of the 
process of destruction of rock samples in their V-shaped 
fracture using the experimental values of the three 
indicators of rock properties – resistance to shear limit, 
coefficients of internal and external friction.

Findings. The method allows to define and limit the 
residual strength of rock samples using three indicators 
properties that simple methods can be established 
experimentally.

Originality. For the first time, an analytical modeling of 
the fracture image of samples of rocks at their V-shaped 
fracture in view of the internal and external friction.

Practical value. The proposed method allows to 
define and limit the residual strength of rock samples 
using three indicators of the properties that are simple 
ways can be established experimentally in terms of 
mining enterprises, where calculation results can be 
promptly used to control the state of the rock mass and 
effective destruction upon disintegration. 

Key words: rock; strength limit; destruction; crack; 
diagram “voltage-ordinate”.
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