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ТЕРМОНАПРУЖЕНИЙ СТАН ЦИЛІНДРА ЗІ ЗМІННИМИ 
ТЕПЛОФІЗИЧНИМИ ВЛАСТИВОСТЯМИ ПРИПОВЕРХНЕВОГО ШАРУ 
ЗА НАГРІВУ ОБ’ЄМНИМИ ДЖЕРЕЛАМИ ТЕПЛА 
 

Побудовано структуру розв’язку задачі термопружності для довгого цилінд-
ра з тонким приповерхневим шаром, зведені параметри тепловіддачі та 
теплоємності якого змінюються в часі, за нагріву розподіленими по об’єму 
джерелами тепла змінної в часі інтенсивності та охолодження навколишнім 
середовищем. На температуру поверхні циліндра, що входить в структуру 
розв’язку, отримано інтегро-диференціальне рівняння з інтегральним опера-
тором типу Вольтерра зі змінними коефіцієнтами, для розв’язання якого 
адаптовано схему методу сплайн-апроксимацій. Проаналізовано розподіл 
температури та напружень в часі на поверхні циліндра та на різних його 
глибинах залежно від заданих законів зміни інтенсивності джерел тепла і 
зведених теплофізичних параметрів приповерхневого шару. Розглянуто 
можливість підбирання таких змінних теплофізичних параметрів, які би 
частково компенсували дію залежних від часу джерел тепла. 

 
Вступ. Відомо, що приповерхневі шари реальних тіл мають неоднакові 

з основним матеріалом фізико-механічні властивості [33]. Крім того, часто 
цілеспрямовано змінюють поверхневі властивості елементів конструкцій, 
деталей машин чи механізмів або наносять покриття на них [1, 2, 9, 33, 47]. 
У процесі теплообміну тіл з навколишнім середовищем визначальними па-
раметрами вважаються тепловіддача та теплоємність приповерхневого ша-
ру [3, 11, 30, 41]. Ці параметри можуть змінюватися в часі внаслідок утво-
рення окалини чи оксидних плівок, мікророзтріскування поверхні, запов-
нення газом або рідиною поверхневих мікропор і мікронерівностей, забруд-
нення поверхні та інших факторів [33, 38, 45]. Тому актуальною є проблема 
адекватного урахування змінних властивостей приповерхневої неоднорід-
ності тіл для аналізу і прогнозування їх фізико-механічної поведінки. 

Вплив різноманітних фізичних полів часто спричинює об’ємний нагрів 
тіла, що, в свою чергу, впливає на його напружено-деформований стан. Як 
приклади можна навести, зокрема, нагрів високочастотним електромагніт-
ним полем, радіоактивним опроміненням, перетворення частини енергії де-
формування в тепло під час циклічного механічного навантаження тощо [5]. 
Схожу теплову дію можуть мати хімічні реакції, що відбуваються всереди-
ні тіла, процеси цементації й багато інших. Під час дослідження фізико-ме-
ханічної поведінки тіл, які зазнають впливу зазначених чинників, їх дію 
моделюють за допомогою об’ємних джерел тепла [10, 11]. 

Урахування неоднорідності приповерхневої структури тіл, зміни в часі 
теплофізичних властивостей їх приповерхневих шарів та інтенсивності 
джерел тепла вимагає постановки відповідних задач термопружності і роз-
робки методів їх розв’язання. 

Дослідженню процесу теплопровідності та термонапруженого стану в 
тілах з тонкими приповерхневими шарами чи покриттями зі сталими тепло-
фізичними параметрами присвячено чимало праць [2, 11, 29–31, 37, 38, 41, 
47]. Ширший огляд таких досліджень наведено в [9, 37, 38]. Для більшості з 
них характерним є моделювання тонких приповерхневих шарів за допомо-
гою тонкостінних елементів (пластинок, оболонок) [28]. Набув поширення 
підхід, згідно з яким вплив тонких шарів на фізико-механічну поведінку 
тіла задають за допомогою некласичних узагальнених нестаціонарних гра-
ничних умов крайової задачі, які, зокрема, містять похідну за часом [23, 24, 
29, 30, 38]. Це дозволяє розглядати задачу теплопровідності для однорідного 
тіла, але з ускладненими граничними умовами. Для розв’язування задач 
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переносу тепла чи речовини з такими умовами переважно використовували 
операційний метод Лапласа. Через громіздкість виразів, які отримували, а 
також ускладнення при переході до оригіналів розв’язки часто розглядали 
при малих і великих значеннях часу. Тому було розвинуто метод власних 
функцій побудови аналітичних розв’язків задач з узагальненими нестаціо-
нарними граничними умовами, оснований на формулюванні співвідношень 
узагальненої ортогональності для відповідної задачі Штурма – Ліувілля [34, 
40]. Одночасно з цим було запропоновано метод зведення крайових задач з 
ускладненими граничними умовами до інтегро-диференціальних рівнянь з 
інтегральними операторами типу Вольтерра [35, 41]. Огляд досліджень, в 
яких використовували узагальнені граничні умови, що враховують вплив 
приповерхневих шарів і міжконтактних прошарків на фізико-механічну 
поведінку тіл, а також інших випадків задання умов такого типу з похідною 
за часом в них і способів їх виведення, зроблено в працях [37, 38, 42]. 

Крім розвитку традиційних «макроскопічних» підходів до моделювання 
і вивчення фізико-механічної поведінки тонких приповерхневих шарів і 
покрить та їх взаємодії з основою, також розвивають напрямки, які ба-
зуються на «мікроскопічних» описах явищ і поведінки систем з урахуван-
ням багаторівневого характеру процесів деформування та руйнування [15, 
16, 25]. Галузь механіки, в якій деформівне тіло розглядається як бага-
торівнева система, в якій поверхневі шари і внутрішні межі розділу є са-
мостійними підсистемами з різним масштабом, своєю криволінійною геомет-
рією і властивостями, а фізико-механічні процеси є самоузгодженими на 
мікро-, мезо- і макрорівнях, отримала назву мезомеханіки. Цей підхід дає 
змогу враховувати, зокрема, наноструктурування приповерхневих шарів 
тіл, описувати складні процеси деформування, втрату стійкості, виникнення 
тріщин і руйнування покрить, виробити рекомендації з підвищення втомної 
міцності матеріалів [15, 16, 25]. Для дослідження зародження і розвитку 
деформаційних процесів в наноструктурованих покриттях (з урахуванням 
текстури поверхні, її кристалічної структури, адгезії до підкладки) роз-
роблено схему методу збуджувальних кліткових автоматів [15, 16, 25], на 
основі якого вивчено еволюцію формування кліткової мезоструктури (подіб-
ний до шахової дошки порядок розподілу напружень і деформацій) під час 
деформування спряження покриття–підкладка [15, 16, 25]. 

У працях [12, 13, 18, 20] вивчали стаціонарні температурні поля і на-
пруження в кусково-однорідних структурах зі змінним уздовж поверхонь 
розмежування контактним термоопором, яким змодельовано неоднорідні 
міжфазні прошарки. Досліджено [7, 17, 19, 21, 22, 45] термопружну взаємо-
дію тіл, контактний термоопір між якими змінюється у процесі наванта-
ження внаслідок зміни висоти міжконтактних зазорів, заповнених тепло-
провідною речовиною, або перерозподілу контактного тиску на ділянках з 
шорсткими поверхнями. 

У більшості публікацій, присвячених дослідженню теплопровідності в 
тілах зі змінним в часі параметром тепловіддачі з поверхні тіла, розглядали 
однорідні тіла. Але навіть у цьому випадку наявність в граничній умові за-
дачі залежного від часу коефіцієнта ускладнює знаходження розв’язку че-
рез труднощі у забезпеченні одночасного задоволення такої умови й рів-
няння і унеможливлює пряме використання традиційних аналітичних 
методів. Тому часто застосовували числові методи, розробляли різноманітні 
наближені аналітичні та аналітично-числові підходи до розв’язання таких 
задач. Детальний огляд таких підходів зроблено в статті [42]. Тут лише від-
мітимо чи не першу працю [32] для задачі зі змінним в часі коефіцієнтом 
тепловіддачі, для розв’язання якої використовували числовий метод 
скінченних різниць і з якою порівнювали свої результати більшість роз-
робників наближених аналітичних та аналітично-числових підходів, мо-
нографію [26], яка стала класичною, а також працю [44], що є логічним під-
сумком тривалого періоду розвитку наближених підходів, в якій з викорис-
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танням перетворення задачі, основаного на застосуванні до крайових задач 
сучасних результатів теорії груп Лі, отримано аналітичний розв’язок задачі 
про нагрів однорідної плити. 

Термопружність тіл з приповерхневими шарами, теплофізичні пара-
метри яких змінюються в часі, досліджено недостатньо. Серед нечисленних 
публікацій наведемо працю [3], в якій розглядається задача про нагрів пів-
простору з термічно тонким покриттям, коефіцієнт теплопровідності якого 
кусково-сталий в часі, а коефіцієнт теплоємності – сталий. При постановці 
задачі використовували узагальнені граничні умови з похідною за часом від 
температури, а для розв’язання задачі організовували послідовні набли-
ження шуканої температури в області зображень за Лапласом. 

Одночасно залежними від часу обидва визначальних теплофізичних 
параметри приповерхневого шару в довгому циліндрі – зведені коефіцієнти 
тепловіддачі і теплоємності, приймали в праці [42]. Для відшукання темпе-
ратури в циліндрі зі змінними межовими параметрами було поширено під-
хід, розроблений для випадку тіл з приповерхневими та межовими тонкими 
неоднорідностями, теплофізичні властивості яких є сталими [41]. Вихідну 
задачу зводили до інтегро-диференціального рівняння з інтегральним опе-
ратором типу Вольтерра зі змінними коефіцієнтами, яке розв’язували за 
допомогою сплайн-апроксимацій розв’язку. 

Задачі нагріву однорідних тіл об’ємними джерелами тепла стали кла-
сичними [6, 8, 14]. Важливі результати досліджень нагріву неоднорідних тіл 
різноманітними джерелами тепла наведено в монографії [10] та частково – 
в [27]. Деякі випадки дослідження розподілу температури і напружень у 
тонкостінних елементах при їх нагріві джерелами тепла сталої інтенсив-
ності зі змінним в часі коефіцієнтом тепловіддачі з поверхні розглянуто в 
[26]. Розподіл температурних напружень у пластинці з покриттями, яка на-
грівається джерелами тепла, отримано в [11]. 
 Об’ємні джерела тепла використовувались в [5] для моделювання на-
гріву складених елементів конструкцій фізичними полями різноманітної 
природи, зокрема досліджено температурні поля в металевих трубах у про-
цесі їх зварювання високочастотним електромагнітним полем. У праці [2] з 
використанням моделі «зосередженої ємності» отримано аналітичний роз-
в’язок задачі про нагрів нескінченного тіла високотемпературним заповню-
вачем сферичної порожнини, на стінки якої нанесено тонке термоактивне 
(теплопоглинальне) покриття зі сталими параметрами тепловіддачі та теп-
лоємності. На основі отриманого розв’язку досліджено можливість керова-
ного впливу на процес формування температурного поля в тілі за допомо-
гою зміни інтенсивності поглинання тепла покриттям. 

Дослідження нагріву об’ємними джерелами змінної в часі інтенсивності 
тіл з приповерхневими шарами із залежними від часу теплофізичними 
властивостями нам невідомі. У цій статті на прикладі довгого циліндра, 
який є однією з найпоширеніших складових частин елементів конструкцій, 
проаналізуємо вплив на термонапружений стан тіла змінних у часі і об’єм-
них джерел тепла, і теплофізичних параметрів приповерхневого шару. 

1. Постановка задачі теплопровідності. Розглянемо довгий суцільний 
ізотропний циліндр радіуса 1r , тонкий приповерхневий шар якого має неод-
накові з основним матеріалом змінні в часі теплофізичні властивості. Рів-
номірно нагрітий до початкової температури 0T , циліндр починає нагріва-

тись рівномірно розподіленими по об’єму джерелами тепла змінної в часі 
інтенсивності ( )q τ  і охолоджуватись середовищем сталої температури CT . 
Запишемо в циліндричній системі координат рівняння нестаціонарної теп-
лопровідності за наявності в циліндрі об’ємних джерел тепла [6]: 

 2
1

( , ) 1( , ) ( ),         0
T r

T r q r r
∂ τ∆ τ = α + τ ≤ <

∂τ λ
, (1) 
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де ( , )T r τ  – температура циліндра; λ  – коефіцієнт теплопровідності ци-

ліндра; 2 1c−α = λ  – параметр, обернений до коефіцієнта температуропро-

відності циліндра, c  – коефіцієнт теплоємності циліндра; 
2

2
1
r rr

∂ ∂∆ = +
∂∂

 – 

оператор Лапласа в циліндричній системі координат. 
Теплообмін циліндра з середовищем через тонкий приповерхневий шар 

задаємо за допомогою узагальненої некласичної граничної умови [30, 41]: 

 1
( , )

( ) ( , ) ( ) 0,         C
T r TB T r T H r r

r
∂ τ ∂+ τ τ − + τ = =

∂ ∂τ
[ ] . (2) 

Тут ( )B τ  та ( )H τ  – змінні в часі зведені параметри тепловіддачі та тепло-
ємності приповерхневого шару: 
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1
sl(2 )h −= δ λ ; sl sl( ) 2 ( )с c∗ τ = δ τ ; sl ( )η τ , sl ( )c τ  – змінні в часі відповідно коефі-

цієнт тепловіддачі з поверхні шару та його теплоємність, slλ  – коефіцієнт 

теплопровідності шару, 2δ  – товщина шару, CT  – температура середови-
ща. Умова (2) містить похідну за часом від температури на межі циліндра і 
тому є нестаціонарною. Вона дозволяє враховувати кінетику процесу тепло-
провідності на поверхні тіла з тонкою приповерхневою неоднорідністю. 

Записуємо початкову умову задачі 

 0( , ) ,         0T r Tτ = τ = . (3) 

На осі циліндра виконуватимуться фізичні умови обмеженості темпе-
ратури і відсутності теплового потоку: 

 
( , )

( , ) ,       0,        0
T r

T r r
r

∂ ττ < ∞ = =
∂

. (4) 

2. Побудова розв’язку задачі теплопровідності. Застосовуючи розви-
нуту раніше для випадку змінних коефіцієнтів методику розв’язування за-
дач з некласичними нестаціонарними умовами [42], розділимо граничну 
умову (2) за допомогою межової зв’язувальної функції ( )Φ τ  на класичну 
умову 

 1( , ) ( ),        T r r rτ = Φ τ = , (5) 

і некласичну нестаціонарну умову 

 1
( , )

( ) ( ) ( ( )),         C
T r TH B T r r

r
∂ τ ∂+ τ = τ − Φ τ =

∂ ∂τ
. (6) 

Тут зв’язувальна функція ( )Φ τ  є температурою поверхні циліндра, од-
нак її можна було вибрати і як комбінацію поверхневої температури та по-
току тепла через поверхню [35, 36]. 

Задача (1), (3)–(5) є класичною задачею із крайовою умовою першого 
роду. Запишемо її розв’язок у вигляді розвинення у ряд Фур’є за власними 
функціями [6, 14]: 
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1 1 111

( )2( , ) ( ) ( )
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n
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n nn

J rrT r E
r J rr

∞

=

αµ
τ = Φ τ + τ

αµ αµ∑ . (7) 

Тут 
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0 2
1 0

4( ) 1 ( ) ( )
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E T e t e dt
r

τ
−µ τ −µ τ− τ = − − Φ τ + µ Φ + 

 αµ ∫  
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1 1 1 0

( )
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n
W t e dt

r J r

τ
−µ τ−µ

+
α αµ ∫ , 

nµ  – нулі функції Бесселя 0 ( )J µ . 

Підставивши вираз (7) в невикористану некласичну умову (6), отрима-
ємо для визначення невідомої функції ( )Φ τ  інтегро-диференціальне рівнян-
ня з інтегральним оператором типу Вольтерра зі змінними коефіцієнтами: 

 
1 1 1

( ) 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )n C
n

H B E B T
r r

∞

=

∂Φ τ  τ + + τ Φ τ − τ = τ  ∂τ ∑ . (8) 

Знайшовши з цього рівняння функцію ( )Φ τ  і підставивши її у подання 
(7), отримуємо розв’язок вихідної задачі теплопровідності, який задоволь-
няє нестаціонарну граничну умову (6) зі змінними в часі зведеними коефі-
цієнтами тепловіддачі приповерхневого шару та теплоємності. 

Інтегро-диференціальне рівняння (8) розв’язуємо числово, апроксиму-
ючи ( )Φ τ  на рівних часових проміжках кубічними сплайнами: 

 
3

1
1

( ) ( ) ,       , ,       1, ,j
i ij i i i

j

s a i N− −1
=

τ = τ − τ τ ∈ τ τ =∑ …[ ] . 

Для визначення коефіцієнтів сплайнів ija  записуємо рівняння (8) у 

вузлових точках (кінцях часових проміжків) для апроксимованої ( )Φ τ , а 
також умови сумісності і гладкості сплайнів [4]: 

 ( ) ( ),           0, ,i i is i Nτ = Φ τ = … , 

 1( ) ( ),        1, , 1i i i is s i N+τ = τ = −… , 

 1( ) ( ),        1, , 1i i i is s i N+
′ ′τ = τ = −… , 

 1( ) ( ),        1, , 1i i i is s i N+
′′ ′′τ = τ = −… , 

 1 0( ) ( ) 0N Ns s′′ ′′τ = τ = . 

В матриці отриманої системи лінійних алгебраїчних рівнянь (СЛАР) 
переважають діагональні елементи, що забезпечує необхідну точність і 
стійкість розв’язку. Розв’язуємо СЛАР методом Ґаусса. 

3. Визначення термонапруженого стану. Знайдемо напруження в ци-
ліндрі, спричинені нерівномірним розподілом температури. Для цього запи-
шемо рівняння рівноваги в переміщеннях [8]: 

 1 1
1(1 2 ) grad div 2(1 )(1 2 ) grad ,   0,Tu u T r r− −∆ + − ν = + ν − ν α ∈ [ ] . (9) 

Тут u  – вектор переміщень в циліндрі; ν  – коефіцієнт Пуассона ма-
теріалу циліндра; Tα  – коефіцієнт його лінійного температурного роз-
ширення. 

Впливом тонкого приповерхневого шару, як механічного об’єкта, на на-
пружений стан циліндра нехтуємо. Вважаємо, що поверхня циліндра вільна 
від навантаження: 

 10,           rr r rσ = = . (10) 

У випадку осесиметричної задачі колові переміщення 0uθ = . Запише-

мо решту розв’язків рівнянь рівноваги (9) у вигляді подання Папковича – 
Нойбера [8] 
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 1 ( )
4(1 )r r r zu r z

r
∂= Λ + Λ − Λ − Λ

− ν ∂
, 

 1 ( )
4(1 )z z r zu r z

z
∂= Λ + Λ − Λ − Λ

− ν ∂
, (11) 

де 1 2( , ) ( ) ,  ( , ) ( )z rz K z r K rΛ τ = τ Λ τ = τ , а складова ( , )rΛ τ  цього подання є до-

вільним частковим розв’язком рівняння 

 ( , ) 4(1 ) ( , )Tr T r∆Λ τ = + ν α τ . (12) 

Довільні функції часу 1( )K τ  і 2 ( )K τ  визначатимемо з умови (9) та 
умови рівноваги поперечного перерізу циліндра: 

 
1

0

0
r

zzr drσ =∫ . (13) 

Для цього запишемо вирази для напружень в тілі, використавши спів-
відношення Дюгамеля – Неймана [8]: 

 2 (1 ) (1 ) ( , )
1 2

zr
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uuG u T r
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z r
zz r T

u uG u T r
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∂ ∂ν σ = − ν + + ν − + ν α τ − ν ∂ ∂ 
, (14) 

G  – модуль зсуву. 
Вибравши, зокрема, частковий розв’язок рівняння (12) у вигляді 
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∑ , (15) 

підставляємо вираз для температури (7) і подання для переміщень (11) у 
співвідношення для напружень (14). Задовольняючи умови (10) і (13), ви-
значаємо 1( )K τ  і 2 ( )K τ  через ( , )rΛ τ : 
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Відповідно напруження теж подамо через функцію ( , )rΛ τ : 

 
11

2 1 1
4(1 )rr

r r

G
r r r r =

∂Λ ∂Λ σ = − + − ν ∂ ∂ 
, 

 
1

2

2
1

2 1
4(1 ) r r

G
r rr

θθ
=

∂ Λ ∂Λ σ = − + − ν ∂ ∂
, 

 
1

2

2
1

2 1 2
4(1 )zz
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∂ Λ ∂Λ ∂Λ σ = − − + − ν ∂ ∂ ∂
. (16) 

З урахуванням (15) вирази (16) дають розподіл напружень в циліндрі, 
що нагрівається рівномірно розподіленими за об’ємом джерелами тепла 
змінної в часі інтенсивності та охолоджується середовищем сталої темпера-
тури, тонкий приповерхневий шар якого має залежні від часу теплофізичні 
властивості. 
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4. Аналіз числових результатів. Термонапружений стан циліндра до-
сліджено для різних законів зміни в часі як інтенсивності джерел тепла, 
так і зведених теплофізичних параметрів приповерхневого шару. Обчис-
лення проведено для таких безрозмірних величин: 
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Для спрощення записів на рисунках і в тексті символ «тильда» в без-
розмірних величинах надалі опускаємо. На рис. 1 і рис. 2 проілюстровано 
залежність від часу безрозмірних температури T  і колових напружень θθσ  

на поверхні циліндра 1ρ =  у випадку рівності нулеві теплоємності припо-

верхневого шару ( 0)H =  для сталого зведеного коефіцієнта тепловіддачі з 
поверхні ( 2)B =  при заданні різних законів зміни в часі інтенсивності дже-
рел тепла: нульової інтенсивності ( 0)W = , сталої інтенсивності ( 1)W = , 
лінійно зростаючої в часі інтенсивності ( )W = τ , спадної за експоненційним 

законом ( )W e−τ= . Бачимо, що інтенсивність джерел тепла для сталих 
теплофізичних параметрів має визначальний вплив на температуру по-
верхні. Коли джерела відсутні ( 0)W = , відбувається охолодження циліндра 
навколишнім середовищем. Наявність джерел, інтенсивність яких загасає з 
часом, сповільнює охолодження поверхні. Якщо інтенсивність джерел зрос-
тає в часі, то після деякого періоду охолодження поверхні циліндра внут-
рішній нагрів джерелами починає переважати відтік тепла в середовище і 
температура поверхні зростає. В окремих випадках при сталій інтенсивнос-
ті теплоутворення можна так підібрати параметр тепловіддачі, що через 
деякий час охолодження середовищем зрівноважить внутрішній нагрів 
джерелами, і температура поверхні майже не змінюватиметься. Так, напри-
клад, при інтенсивності теплоутворення 1W =  це відбуватиметься, коли 
зведений параметр тепловіддачі 2B = . Колові напруження θθσ  на поверхні 

циліндра якісно повторюють поведінку температури, зростають і спадають 
у тих самих випадках, коли зростає чи спадає температура поверхні ци-
ліндра, та практично не змінюються, коли кількість тепла, що виділяють 
джерела, приблизно дорівнює кількості тепла, яке циліндр віддає у 
навколишнє середовище. 

  

 Рис. 1 Рис. 2 
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На рис. 3 наведено зміну в часі температури поверхні циліндра, коли 
інтенсивність джерел тепла лінійно зростає в часі ( ( )W τ = τ ), для різних 
лінійних та експоненційної залежностей від часу зведеного параметра теп-

ловіддачі ( )B τ : ( ) 4B τ = , ( ) 4B τ = + τ , ( ) 4 4B τ = + τ , ( ) 3B eττ = + , при сталій 
зведеній теплоємності приповерхневого шару 1H = . В усіх випадках задан-
ня ( )B τ  бачимо, що безпосередньо після початку дії джерел тепла, коли їх 
інтенсивність є незначною, температура поверхні циліндра різко знижуєть-
ся внаслідок охолодження навколишнім середовищем. Через невеликий 
проміжок часу процес тепловиділення в циліндрі починає переважати 
тепловіддачу з поверхні і після досягнення температурою локального міні-
муму відбувається її зростання. Коли параметр ( )B τ  є або сталою 
величиною, або лінійно спадає в часі, тоді зростання температури про-
довжується необмежено в часі. Однак, коли параметр ( )B τ  лінійно зростає 
в часі, можна підібрати швидкість його зростання (див. криву для 

( ) 4 4B τ = + τ ) так, що кількість тепла, яка генерується джерелами, при-
близно буде дорівнювати кількості тепла, що передається в навколишнє се-
редовище: температура поверхні залишатиметься після деякого моменту 
часу практично незмінною. При експоненційному ж законі зростання в часі 

параметра тепловіддачі ( ( ) 3B eττ = + ) температура поверхні циліндра після 
локального мінімуму і дуже малої ділянки зростання швидко прямує до 
температури середовища. 

На рис. 4 показано зміну в часі температури поверхні циліндра для 
різних законів зміни в часі зведеної поверхневої теплоємності ( )H τ : ( )H τ =  

0= , ( ) 1H τ = , ( )H τ = τ , ( )H eττ = , коли сталими є параметр тепловіддачі 
( 4)B =  та інтенсивність джерел тепла ( 1)W = . Бачимо, що вплив ( )H τ  є 
слабшим, ніж ( )B τ . Так, для приблизного балансу між нагріванням 
циліндра джерелами тепла та його охолодженням середовищем потрібно 

вибирати вже експоненційний закон зростання ( )H eττ = , тоді як у випадку 
змінного параметра ( )B τ  достатньо було його лінійного зростання в часі. 

  

 Рис. 3 Рис. 4 
На рис. 5 – рис. 7 показано, як змінюються в часі температура, колові 

та радіальні напруження на різній глибині в циліндрі у випадку сталої ін-
тенсивності джерел тепла ( 1)W = , сталої теплоємності прошарку ( 1)H =  

та експоненційного зростання параметра тепловіддачі ( ( ) 3B eττ = + ).  
На початковій стадії в тілі спостерігається різка зміна температури та 

напружень. Поверхня та близькі до неї шари охолоджуються, а внутрішні 
шари розігріваються, досягаючи свого локального максимуму. Далі 
температура тіла по всій товщині спадає, поки не встановлюється рівновага 
між теплоутворенням в об’ємі циліндра і тепловіддачею з його поверхні. 
Максимальна температура встановлюється в центрі циліндра і спадає до 
мінімальної на поверхні. 
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Колові напруження θθσ  близько поверхні (криві для 1ρ =  і 0.8ρ = , 

рис. 6) від’ємні і спадають (за модулем) в часі. Від певної глибини ( 0.6)ρ ≈  в 
тілі колові напруження додатні. Як і температура, колові напруження 
близько центра циліндра (до 0.5ρ ≈ ) на початковій стадії зростають до 
локального максимуму, після чого спадають, виходячи на усталений рівень. 

Стискальні радіальні напруження rrσ  також зростають на початковій 
стадії нагріву, досягаючи локального максимуму, після чого виходять на 
усталений режим (рис. 7). За товщиною напруження зростають від нуля на 
поверхні ( 1)ρ =  до максимальних значень в центрі циліндра. 

  

 Рис. 5 Рис. 6 

 
Рис. 7 

Досліджували також зміну в часі температури (рис. 8) і колових на-
пружень (рис. 9) на різних глибинах циліндра, коли інтенсивність тепло-
утворення зростала з часом ( W = τ ) при сталій теплоємності приповерхне-
вого шару ( 1H = ), а параметр тепловіддачі ( )B τ  зростав за експоненційним 

законом ( ) 3B eττ = + . 

  

 Рис. 8 Рис. 9 
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Як і на попередніх рисунках, можемо виділити характерний початко-
вий етап зміни термонапруженого стану тіла, протягом якого як температу-
ра тіла, так і колові напруження (розтягувальні близько до поверхні, стис-
кальні всередині циліндра) спадають до локального мінімуму. Після цього 
внутрішнє тепловиділення починає перевищувати втрати тепла з поверхні, 
і температура циліндра починає зростати, швидкість нагріву є більшою 
ближче до центру тіла. У тілі зростають колові напруження: розтягувальні 
біля поверхні, а починаючи з глибини 0.6ρ ≈ , – стискальні. 

У центрі циліндра нагрів і ріст напружень починається відразу. Тем-
пература поверхні після стадії зростання починає спадати, прямуючи до 
температури навколишнього середовища. 

На рис. 10, рис. 11 для того самого лінійного закону зміни інтенсивності 
теплоутворення ( W = τ ) розглядається зміна в часі температури T  і ко-
лових напружень θθσ  на різних глибинах циліндра ( 0, 0.2, 0.5, 0.8, 1ρ = ), ко-

ли теплоємність приповерхневого шару зростає за експоненційним законом 

( ( )H eττ = ), а параметр тепловіддачі з поверхні є сталим ( 4B = ). Як і в 
попередньому випадку, протягом початкового етапу спостерігаємо часткове 
охолодження циліндра до певної мінімальної температури, яка відрізня-
тиметься для різних глибин тіла. Після цього внутрішній нагрів починає 
перевищувати втрати тепла, і температура циліндра зростає. На поверхні 
тіла в цьому випадку вдалося досягнути лише приблизного балансу між 
внутрішнім нагрівом та охолодженням середовищем. Напруження ж, як і в 
попередньому випадку, досягають локального мінімуму протягом початко-
вого етапу, потім зростають. 

   

 Рис. 10 Рис. 11 
Висновки. Розвинутий раніше [42] підхід до розв’язання некласичних 

задач теплопровідності у тілах із тонкими приповерхневими шарами, 
теплофізичні характеристики яких змінюються в часі, поширено на 
випадок нагріву тіла розподіленими джерелами тепла змінної в часі ін-
тенсивності. Досліджено термонапружений стан довгого циліндра із тонким 
приповерхневим шаром, параметр тепловіддачі та зведеної теплоємності 
якого змінюються в часі, при нагріві розподіленими по об’єму джерелами 
тепла та охолодження навколишнім середовищем. 

Досліджено вплив змінних в часі джерел тепла, а також залежних від 
часу зведених параметрів тепловіддачі та теплоємності тонкого приповерх-
невого шару на термонапружений стан довгого циліндра, що охолоджується 
середовищем. Проаналізовано зміну в часі температури і напружень на по-
верхні циліндра та на різних його глибинах для заданих законів залежності 
від часу інтенсивності джерел тепла і зведених теплофізичних параметрів 
приповерхневого шару (сталих, лінійно залежних, експоненційно залежних). 
Виявлено, що для заданої інтенсивності джерел тепла можна так підібрати 
закони зміни теплофізичних параметрів, що в циліндрі, починаючи з 
деякого моменту часу, реалізовується усталений термонапружений стан. 
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ТЕРМОНАПРЯЖЕННОЕ СОСТОЯНИЕ ЦИЛИНДРА С ПЕРЕМЕННЫМИ 
ТЕПЛОФИЗИЧЕСКИМИ СВОЙСТВАМИ ПРИПОВЕРХНОСТНОГО СЛОЯ ПРИ НАГРЕВЕ 
ОБЪЕМНЫМИ ИСТОЧНИКАМИ ТЕПЛА 
 
Построена структура решения задачи термоупругости для длинного цилиндра с 
тонким приповерхностным слоем, приведенные параметры теплоотдачи и теп-
лоемкости которого изменяются во времени, при нагреве распределенными по 
объему источниками тепла переменной во времени интенсивности и охлаждении 
внешней средой. На температуру поверхности цилиндра, входящую в структуру 
решения, получено интегро-дифференциальное уравнение с интегральным опе-
ратором типа Вольтерра с переменными коэффициентами, для решения кото-
рого адаптирована схема метода сплайн-аппроксимаций. Проанализировано рас-
пределение температуры и напряжений во времени на поверхности цилиндра и 
на различных глубинах в зависимости от заданных законов изменения интенсив-
ности источников тепла и приведенных теплофизических параметров припо-
верхностного слоя. Рассмотрена возможность подбора таких переменных теп-
лофизических параметров, которые частично компенсировали бы действие 
зависимых от времени источников тепла. 
 
THERMOSTRESSED STATE OF CYLINDER WITH THIN 
SURFACE LAYER HAVING TIME DEPENDENT THERMAL PROPERTIES 
UNDER HEATING BY VOLUME HEAT SOURCES  
 
The structure of solution to the problem of thermostressed state investigation in a long 
circular cylinder with thin surface layer having variable in time thermal normalized 
surface parameters of heat transfer and heat capacity under heating by volume heat 
sources with variable in time intensity and cooling by environment is constructed. For 
cylinder surface temperature which is contained in this structure of solution the 
integro-differential equation with variable coefficients having Volterra-type integral 
operator is obtained. The spline approximation method to solving this equation is 
adopted. Temperature and stress distributions in time on the surface and on various 
depths inside of the cylinder are analyzed for different laws of changing the intensity 
of the heat sources and thermal normalized surface parameters in time. The possibility 
of finding such variable thermal parameters that maintain reduction of heating by 
time-dependent sources is considered. 
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