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УДК 519.6 
 
Б. М. Подлевський, О. С. Ярошко  
 
МЕТОД НЬЮТОНА РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ОБЕРНЕНОЇ СПЕКТРАЛЬНОЇ ЗАДАЧІ  
 

Розглядається матрична обернена задача на власні значення. Для чисельного 
розв’язання цієї задачі пропонується алгоритм на базі ітераційного процесу 
Ньютона, у якому для побудови якобіана використовується чисельна проце-
дура обчислення точних похідних від детермінанта матриці. 

 
Вступ. Обернена матрична задача на власні значення – це задача 

реконструкції матриці (знаходження невідомих параметрів деякої матриці) 
за заданим скінченним набором спектральних даних (точок спектра). 
Спектральні дані, які беруть у цьому участь, можуть містити повну або 
лише часткову інформацію про власні значення або власні вектори. Метою 
оберненої задачі на власні значення є побудова матриці, яка зберігає деяку 
специфічну структуру, а також задані спектральні властивості. 

Є два основні питання, пов’язані з будь-якою оберненою задачею на 
власні значення, – теоретичне питання про можливість розв’язання і прак-
тичне питання про її обчислення. Основні дослідження, пов’язані з розв’яз-
ністю, полягають у встановленні необхідних або достатніх умов, при яких 
обернена задача на власні значення має розв’язок. З іншого боку, основною 
проблемою при обчисленні є розробка процедури, за допомогою якої за на-
перед заданими спектральними даними матриці можна побудувати чисель-
но саму матрицю. Обидва ці питання є важливими і складними. 

Існує значна кількість літератури стосовно умов існування і єдиності 
розв’язку для різних постановок матричної оберненої спектральної задачі, 
а також методи її розв’язування (див., наприклад, [1–3, 7, 9–13, 15], а та-
кож цитовану там літературу). У цій статті мова йде про чисельний алго-
ритм розв’язування оберненої задачі на власні значення за припущення, 
що розв’язок існує. 
 Отже, розглядаємо алгебраїчну обернену задачу на власні значення. 

Задача З (Загальна обернена задача на власні значення.)  

Нехай = i
i jkaA { }  – комплексні матриці, 0, ,i n= … , і 1, , n

nλ λ ∈… C . 

Знайти такі параметри 1 2, , , n
np p p ∈… C , що матриця  

0
1

( )
n

i i
i

p p
=

= + ∑A A A  

має власні значення 1 2, , , nλ λ λ… . 

 Ця задача включає класичні часткові випадки адитивної та мульти-
плікативної обернених задач на власні значення. 

Задача А (Адитивна обернена задача на власні значення.)  

Нехай jka=A { }  – комплексна матриця і 1, , n
nλ λ ∈… C . Знайти діаго-

нальну матрицю 1diag ( , , )np p=D … , 1 2, , , n
np p p ∈… C , таку, що матриця 

+A D  має власні значення 1 2, , , nλ λ λ… . 

Задача М (Мультиплікативна обернена задача на власні значення.) 

Нехай jka=A { }  – комплексна матриця і 1, , n
nλ λ ∈… C . Знайти діаго-

нальну матрицю 1diag ( , , )np p=D … , 1 2, , , n
np p p ∈… C , таку, що матриця 

AD  має власні значення 1 2, , , nλ λ λ… . 

 В. М. Кублановською [3] був запропонований алгоритм для задачі З, 
згідно з яким розв’язок задачі обчислюється як нуль функції 
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1 1( )
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( )n n

p
f p

p

λ − λ 
 =
 λ − λ 

M , (1) 

де 1( ) ( )np pλ < < λ…  – власні значення матриці ( )pA , а 1 nλ ≤ ≤ λ…  – за-

дані власні значення. 
 Цей алгоритм ітераційного процесу Ньютона потребує на кожному кро-
ці обчислення всіх власних значень і власних векторів матриці ( )pA  з ме-

тою обчислення функціональної матриці ( )f p . 
 У роботі [9] запропоновано ще один метод Ньютона для задачі З, який 
обчислює нулі функції 

 
1det ( ( ) )

( )
det ( ( ) )n

p
F p

p

− λ 
 =
 − λ 

A I

A I
M  (2) 

і вимагає на кожному кроці n  обернень матриць ( ( ) )ip − λA I , 1,2, ,i n= … . 
 На основі аналізу проведених числових експериментів у [9] зазначено, 
що швидкість збіжності та затрати машинного часу алгоритмами, запропо-
нованими у роботах [3] і [9], є приблизно однакові в багатьох випадках, але 
є приклади, коли тільки алгоритм, який обчислює нулі функції (2), зна-
ходить розв’язок. 
 У цій роботі запропоновано ще один алгоритм методу Ньютона для 
задачі З, який обчислює нулі функції (2), але не потребує обернення 
матриць і вимагає дещо меншу кількість машинного часу, а точніше – дещо 
меншу кількість операцій при тій самій швидкості збіжності, що й алгоритм 
роботи [9]. 

Алгоритм ітераційного методу Ньютона розв’язування обернених 
задач на власні значення. Нехай i jλ ≠ λ  для i j≠ , а 

 
1 1det ( ( ) ) ( )

( )
det ( ( ) ) ( )n n

p F p
F p

p F p

− λ   
   = =
   − λ   

A I

A I
M M . 

Вектор 1 2( , , , ) n
np p p p= ∈… � C  є розв’язком задачі З тоді й тільки тоді, 

коли ( ) 0F p = . Щоб належним чином застосувати ітераційний процес Нью-

тона до F , потрібні частинні похідні від ( )F p  за 1, , np p… : 

 , 1

( )
,           ( ) ni

ij ij i j
j

F p
g p g

p =
∂

= =
∂

J { } . 

 У роботі [9] для обчислення цих похідних застосовується теорема про 
слід матриці [14].  

Теорема 1. Якщо елементи квадратної матриці ( )cB  є диференційов-
ними функціями за параметром c , тоді для будь-якого c  для похідної 
детермінанта det ( )cB  матриці ( )cB  справджується співвідношення 

 
(det ( )) ( )

tr adj( ( ))
d c d c

c
dc dc

 = ⋅  
B B

B  

і, якщо det ( )cB  не перетворюється в нуль, то 

 1(det ( )) ( )
det ( ) tr ( )

d c d c
c c

dc dc
− = ⋅ ⋅  

B B
B B . 

Тут 
( )( ) ijdb cd c

dc dc
 =  
 

B
. 
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 З цієї теореми випливає, що, коли ( ) 0iF p ≠ , то 

 1( ) ( ( ) )
( ) ( ) tr ( ( ) )i i

ij i i
j j

F p p
g p F p p

p p
−∂ ∂ − λ = = ⋅ − λ ⋅ = ∂ ∂ 

A I
A I  

 −= ⋅ − λ ⋅1( ) tr ( ( ) )i i ijF p pA I A[ ] , 

 
∂ − λ

=
∂

( ( ) )i
ij

j

p
p

A I
A , 

і метод Ньютона подається як 

 
1( 1) ( ) ( ) ( )( ) ( ),       0,1,2,m m m mp p p F p m

−+ = − =J …[ ] . (3) 

 Оскільки матрицю ( )pJ  можна записати у вигляді 

 1 2( ) diag ( ( ), ( ), , ( )) ( )np F p F p F p p= ⋅J H… , 

де 

 −= − λ ⋅1( ) tr ( ( ) )i ijp pH A I A[ ] , (4) 

то ітераційний процес (3) набуде вигляду 

 ( 1) ( ) ( ) 1( ) ,         0,1,2,m m mp p p e m+ −= − =H …[ ] , 

де (1,1, ,1)e = … � , (0) (0) (0) (0)
1 2( , , , )np p p p= … �  – початкове наближення. Отже, 

алгоритм можна записати так. 
 

Алгоритм 1  

Крок 1. Задаємо початкове наближення (0)p . 

Крок 2. for 0,1,2,m = …  до досягнення точності do. 

Крок 3. Обчислюємо ( )( ( ) ),  1, ,m
ip i n− λ =A I … . 

Крок 4. Обчислюємо ( ) 1( ( ) ) ,  1, ,m
ip i n−− λ =A I … . 

Крок 5. Будуємо матрицю ( )( )mpH , використовуючи (4). 

Крок 6. Обчислюємо ( 1)mp + , розв’язуючи систему 
( ) ( 1) ( )( )( )m m mp p p e+ − = −H . 

Крок 7. end for m . 
Крок 8. Кінець. 

 
 Цей алгоритм вимагає таких обчислювальних затрат: 
 Оскільки Крок 3 виконується в усіх алгоритмах для розв’язування за-
дачі (2), то кількість операцій множення для його виконання не будемо 
включати у загальні обчислювальні затрати. Відомо [8], що обчислення 

матриці ( ) 1( ( ) )m
ip −− λA I  (Крок 4) для кожного i  вимагає 3(4 3)n/  операцій 

множення. Легко перевірити, що Крок 5 для кожного i  вимагає 3n  опе-

рацій множення, а на Кроці 6 необхідно 3(1 3)n/  операцій множення. 
 Таким чином, алгоритм 1 вимагає 

 3 3 3 5 4 3

1 1

4 1 4 1
3 3 3 3

n n

i i

n n n n n n n
= =

+ + = + +∑ ∑  

операцій множення на кожній ітерації. 
У цій роботі для обчислення похідних детермінанта матриці використо-

вуємо інший підхід, який ґрунтується на LU -розкладі матриці [5]: 
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Теорема 2. Якщо елементи квадратної матриці ( )λD  є диференційов-
ними функціями за параметром λ , то для будь-якого λ  для похідних 
детермінанта det ( ) ( )fλ ≡ λD  матриці ( )λD  справджуються співвідно-
шення 

 
1 1,

( ) det ( ) ( ) ( )
nn

kk ii
k i

i k

f v u
= =

≠

′′ λ ≡ λ = λ λ∑ ∏D[ ] , (5) 

 ( ) det ( )f′′ ′′λ ≡ λ =D[ ]  

 
1,1 1 1,1,
,

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
n nn n n

kk ii kk jj ii
ik k ji

j ki k i k
i j

w u v v u
== = ==

≠≠ ≠
≠

 = λ λ + λ λ λ 
 ∑ ∑ ∑∏ ∏ , (6) 

де ( ),  ( )ii iiu vλ λ  та ( )iiw λ  – відповідно елементи верхніх трикутних 

матриць ( )λU , ( )λV  та ( )λW  у розкладах 

 ( ) ( ) ( )λ = λ λD L U , (7) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )λ = λ λ + λ λB M U L V , (8) 

 ( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( )λ = λ λ + λ λ + λ λC N U M V L W , (9) 

а ( )λL  – нижня трикутна матриця з одиничними діагональними еле-
ментами. 
 Д о в е д е н н я.  Відомо, що матриця ( )λD  порядку n , у якої при 
будь-якому λ  головні мінори всіх порядків від 1  до 1n −  відмінні від нуля, 
за допомогою LU -розкладу може бути записана у вигляді (7), де ( )λL  – 
нижня трикутна матриця з одиничними діагональними елементами, а ( )λU  
– верхня трикутна матриця. Тоді 

 
1

( ) det ( ) det ( ) ( )
n

ii
i

f u
=

λ = λ λ = λ∏L U . 

Оскільки елементи квадратної матриці ( )λD  (а, отже, й ( )λU ) є диферен-
ційовними функціями за λ , то для будь-яких λ  отримуємо, що 

 
1 1,

( ) ( ) ( )
nn

kk ii
k i

i k

f u u
= =

≠

′ ′λ = λ λ∑ ∏ , (10) 

 
1,1 1 1,1,
,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
n nn n n

kk ii kk jj ii
ik k ji

j ki k i k i j

f u u u u u
== = ==

≠≠ ≠ ≠

 ′′ ′′ ′ ′λ = λ λ + λ λ λ 
 ∑ ∑ ∑∏ ∏ . (11) 

Для знаходження значень ( )iiu′ λ , продиференціювавши (7) за λ , отримуємо  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )λ = λ λ + λ λB M U L V , 

тобто розклад (8), де ( ) ( )′λ = λB D , ( ) ( )′λ = λM L , ( ) ( )′λ = λV U , а ( ) ( )ii iiv u′λ = λ  

є елементами матриці ( )λV . Тепер, диференціюючи останню рівність за λ , 
отримуємо (9), а саме: 

 ( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( )λ = λ λ + λ λ + λ λC N U M V L W , 
де 
 ( ) ( ) ( )′ ′′λ = λ = λC B D , ( ) ( )′λ = λN M , ( ) ( ) ( )′ ′′λ = λ = λW V U , 

а ( ) ( ) ( )ii ii iiw v u′ ′′λ = λ = λ  є елементами матриці ( )λW . Отже, з (8), (9) отри-

муємо (10), (11), тобто (5) і (6). Теорему доведено.  
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 Таким чином, для обчислення ( )mf λ , ( )mf′ λ  та ( )mf′′ λ  необхідно при 

фіксованому mλ = λ  обчислити 

 =D LU , 

 = +B MU LV , 

 = + +C NU 2MV LW , (12) 

звідки 
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( ) ,            ( )
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m ii m kk ii
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j ki k i k
i j

f w u v v u
== = ==
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 ′′ λ = +  
 ∑ ∑ ∑∏ ∏ . (13) 

 Елементи матриць у розкладах (12) можуть бути обчислені за допомо-
гою рекурентних співвідношень, 1,2, ,r n= … : 
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rk rk rj jk rj jk rj jk
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=
= − + + =∑ …l , 

 
1

1

1( 2 ) 2
r

ir ir ij jr ij jr ij jr ir rr ir rr
rrj

n c n u m v w m v w
u

−

=

 = − + + − −  
∑ l l , 

 1, ,i r n= + … . 

 Якщо деякі головні мінори порядку 1j n≤ −  матриці дорівнюють нуле-
ві, то розклад (7) може не існувати або ж, якщо він існує, то він не є одно-
значним. 
 На практиці найкращий спосіб встановити можливість LU -розкладу – 
це спробувати обчислити його. Може виникнути ситуація, коли 0rru =  ( r  
– порядок головного мінора матриці, який дорівнює нулеві). Щоб уникнути 
цього, в процесі розкладу застосовують низку перестановок рядків (і/або 
стовпців) матриці D  з вибором головного елемента. У цьому випадку роз-
клади (12) запишуться у вигляді 

 =PD LU , (14) 

 = +PB MU LV , (15) 

 = + +PC NU 2MV LW , 

де P  – матриця перестановок, причому det ( 1)q= −P , де q  – число пере-
становок (наприклад, рядків), і співвідношення (13) набудуть вигляду 
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 Отже, нехай відоме деяке наближення 
( ) ( ) ( ) ( )

1 2( , , , )m m m m
np p p p= … . Тоді, 

враховуючи останні співвідношення, ітераційний процес методу Ньютона 
знаходження нулів функції (2) набуде вигляду 

 ( 1) ( ) ( ) 1 ( )( ) ( ),         0,1,2,m m m mp p p F p m+ −= − =J …[ ] , (17) 
з матрицею 

 
( )

( )

,

( )
( ) matr

nm
m i

j i j

f p
p

p
∂ =  ∂ 

J  

та вектором 

 ( ) ( ) ( ) ( )
1 2( ) ( ( ), ( ), , ( ))m m m m

nF p f p f p f p= … , 

де 

 ( ) ( )( ) det ( ( ) ),         1,2, ,m m
i if p p i n= − λ =A I … . 

 Таким чином, алгоритм можна записати у такому вигляді. 
 

Алгоритм 2  

Крок 1. Задаємо початкове наближення (0)p . 

Крок 2. for 0,1,2,m = …  до досягнення точності do. 

Крок 3. Обчислюємо ( )( ( ) ),  1, ,m
ip i n− λ =A I … . 

Крок 4. Обчислюємо LU -розклади (14), (15) та ( )( )m
if p  і 

( )( )m
i

j

f p
p

∂
∂

 за (16). 

Крок 5. Формуємо матрицю ( )( )mpJ  і вектор ( )( )mF p . 

Крок 6. Обчислюємо ( 1)mp + , розв’язуючи систему 
( ) ( 1) ( ) ( )( )( ) ( )m m m mp p p F p+ − = −J . 

Крок 7. end for m . 
Крок 8. Кінець. 

 
 Запропонований алгоритм 2 вимагає таких обчислювальних затрат. 

Як уже зазначалося, обчислювальні затрати на Кроці 3 алгоритму 2 
є ті ж самі, що й алгоритму 1, тому їх не включаємо у загальні затрати. 
Отже, обчислювальні затрати (кількість операцій множення) при обчисленні 
детермінанта та однієї частинної похідної (16) з використанням розкладів 
(14), (15) становлять: 

– для отримання розкладу (14), (15) – 3n n−  операцій,  
– для обчислення детермінанта та похідної від детермінанта матриці – 

3 2n n n+ −  операцій.  

Тому для формування матриці ( )( )mpJ  і вектора ( )( )mF p  необхідно 
5 4 3n n n+ −  операцій множення. Крок 6, як і в алгоритмі 1, вимагає 

3(1 3)n/  операцій множення. 

 Отже, загальні обчислювальні затрати становлять 5 4 32
3

n n n+ −  опе-

рацій множення на кожній ітерації, що є дещо меншим від кількості 
операцій алгоритму 1. 



33 

 Якщо матриця ( )( )mpJ  є невиродженою, то алгоритм 2, як і алго-
ритм 1, є локально квадратично збіжним. Це випливає з теореми про 
збіжність методу Ньютона (див., наприклад, [4]). 

 Теорема 3. Нехай задача (2) має власне значення p∗  і матриця ( )p∗J  

є неособливою. Тоді існує такий окіл ( )N p∗  власного значення p∗ , що для 

всіх (0) ( )p N p∗∈  ітераційний процес алгоритму 2 збігається до власного 

значення p∗  квадратично. 
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МЕТОД НЬЮТОНА РЕШЕНИЯ ОБРАТНОЙ СПЕКТРАЛЬНОЙ ЗАДАЧИ  
 
Рассматривается матричная обратная задача на собственные значения. Для 
численного решения этой задачи предлагается алгоритм на основании итера-
ционного процесса Ньютона в котором для построения якобиана используется 
численная процедура вычисления точных производных детерминанта матрицы. 
 
NEWTON’S METHOD FOR SOLVING THE INVERSE SPECTRAL PROBLEM 
 
The matrix inverse eigenvalues problem is considered. For numerical solution of this 
problem an algorithm based on Newton’s iterative process is proposed. In this iterative 
process, a numerical procedure of calculating exact derivatives of the matrix 
determinant to construct the Jacobian is used. 
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