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ТЕРМОПРУЖНА ВЗАЄМОДІЯ ТІЛ З РЕГУЛЯРНОЮ ТЕКСТУРОЮ 
ПОВЕРХОНЬ ЗА НАЯВНОСТІ ТЕПЛОПРОНИКНОГО СЕРЕДОВИЩА В 
МІЖКОНТАКТНИХ ЗАЗОРАХ 
 

Досліджено термопружний контакт двох ізотропних півбезмежних тіл із 
періодичною системою виїмок на поверхні одного з них при заповненні утво-
рених міжконтактних зазорів теплопроникним середовищем. Сформульова-
ну контактну задачу зведено до системи нелінійних сингулярних інтегро-
диференціальних рівнянь відносно висоти зазорів і стрибка температури 
між їх поверхнями, яку розв’язано числово. З урахуванням ефекту напрямле-
ності теплового потоку проаналізовано вплив термомеханічного наванта-
ження і коефіцієнта теплопровідності заповнювача на контактні парамет-
ри розглянутої системи. 

 
Вступ. Широке використання різноманітних технологій мікротекстуру-

вання поверхонь з метою покращення функціональних і трибологічних 
властивостей, яке полягає у формуванні на них періодично розташованих 
виїмок однакового профілю [33, 37, 39], і моделювання шорстких поверхонь 
у вигляді періодичної системи нерівностей із заданим розподілом висот [10, 
41] зумовило інтенсивне дослідження контактної взаємодії тіл з регулярною 
структурою поверхонь в умовах силового навантаження [11, 13, 15, 22–26, 
27, 28, 31, 38, 42]. Водночас, для сучасної мікроелектроніки, надпровідників, 
ядерної техніки, авіа- і ракетобудування, мікротермометрії, біомедичної 
інженерії характерним є комбіноване механічне і термічне навантаження 
спряжень. Незважаючи на високу ступінь гладкості поверхонь в таких 
спряженнях, їх мікрогеометрія, зумовлена природною шорсткістю або 
спеціально нанесеним рельєфом, і середовище, яке заповнює міжповерхневі 
зазори, істотно впливають на фактичну площу контакту, розподіл контакт-
них напружень і контактну теплопередачу. 

На сьогодні тепловий і термопружний контакт двох півбезмежних тіл з 
регулярним рельєфом в основному досліджено за припущення про тепло-
ізоляцію поверхонь міжконтактних зазорів та ідеальний тепловий контакт 
ділянок налягання поверхонь тіл [18, 21, 35]. Задачу теплопровідності про 
контакт двох півпросторів за наявності періодичної системи міжповерх-
невих зазорів, заповнених теплопровідним середовищем, розв’язано у [19, 
20]. Періодичні контактні задачі теплопровідності та термопружності для 
нескінченної площини з теплопроникними тріщинами розглянуто у мо-
нографії [1]. 

Раніше було вивчено термопружну взаємодію двох півпросторів із за-
повненим теплопроникним середовищем міжконтактним зазором, зумовле-
ним локальною виїмкою [5, 32] або 
розшаруванням на ділянці з по-
верхневим термоопором [4]. Нижче 
дослідимо термопружний контакт 
двох півбезмежних тіл, поверхня 
одного з яких має регулярну текс-
туру, з урахуванням заповнення 
міжконтактних зазорів теплопро-
никним середовищем. 

Формулювання задачі. Розгля-
немо контакт двох півбезмежних тіл 

1S  і 2S  (рис. 1), матеріали яких є 
пружними й ізотропними та характе-
ризуються різними модулями Юнга Рис. 1 
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1E , 2E , коефіцієнтами Пуассона 1ν , 2ν , коефіцієнтами лінійного теплового 

розширення 1α , 2α  і коефіцієнтами теплопровідності 1λ , 2λ . Поверхня 

нижнього тіла 1S  є ідеально плоскою, а поверхня верхнього тіла 2S  має 
мікротекстурований рельєф, утворений періодичною системою виїмок 
однакової форми довжини 2b  кожна, розташованих з періодом d . При 

2 2d x d− ≤ ≤/ /  форма виїмки описується неперервно диференційовною 
функцією 

 
3 22

0 2

tg ( )
( ) 1 ,       ( ) ,      ( ) 1

tg ( )
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r x r r x b r x

b d

π  ′= − 
 π

= =
//

/
. (1) 

Тіла вступають у контакт під дією номінального тиску p  і номінально-
го теплового потоку q , прикладених 
на нескінченності. Вважаючи, що в 
тілах реалізується двовимірне поле 
температури і стан плоскої деформа-
ції, розглядатимемо взаємодію двох 
півплощин 1D  і 2D , утворених пере-
тином тіл координатною площиною 
Oxy  (рис. 2). Внаслідок початкової 
регулярної текстури межі верхнього 
тіла між поверхнями, що контакту-
ють, утворяться періодично розміщені 
зазори, висота ( )h x  і довжина 2a  
( )a b<  яких невідомі та залежать від 
прикладеного термомеханічного на-
вантаження. Кожен зазор містить 
теплопроникне середовище (газ, ріди-
ну) з однаковим коефіцієнтом теплопровідності λ . Його вплив на контакт-
ний теплообмін моделюватимемо термоопором [5, 32]: 

 
( )

( )
h x

R x =
λ

. (2) 

У цій роботі вважаємо, що заповнювач не чинить тиску на поверхні 
зазорів. Механічний вплив заповнювача міжконтактних зазорів на контакт-
ну поведінку півбезмежних тіл досліджувався в працях [2, 3, 7]. 

Контактний термоопір зумовлює неідеальний тепловий контакт тіл, у 
зв’язку з чим між поверхнями кожного зазору виникає стрибок темпера-
тури 

 ( ) ( ,0) ( ,0),    ( , ),  0, 1, 2,x T x T x x a md a md m− +γ = − ∈ − + + = ± ± … . (3) 

Тут T  − температура, індексами « + » і « − » позначено граничні значення 
функції на осі x  у верхній і нижній півплощинах. 

На ділянках налягання поверхонь тіл сили тертя відсутні, а тепловий 
контакт є ідеальним. Щоб запобігти глобальному викривленню тіл, зумовле-
ному тепловим потоком q , до півплощини jD , 1,2j = , прикладено лінійно 

залежні від координати y  зусилля xx
∞σ  [18]. 

Інтегральний вплив періодичної системи міжконтактних зазорів на 
температуру півплощин є відчутним в обох тілах навіть на далеких відста-
нях від лінії спряження ( )y → ± ∞  і проявляється у вигляді усередненого 

стрибка температури avγ  між ними. У випадку періодичної системи неодно-

рідностей на межі двох півплощин усереднений стрибок температури avγ  
дорівнює [19] 

 
Рис. 2 
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Крайові умови сформульованої періодичної контактної задачі термо-
пружності мають вигляд 

– на ділянках контакту ( , ( 1)x a md a m d∈ + − + +[ ] ): 

 ( ,0) ( ,0),         ( ,0) ( ,0)y yT x T x q x q x− + − += = , (5) 

 ( ,0) ( ,0),       ( ,0) ( ,0) 0yy yy xy xyx x x x+ − − +σ = σ σ = σ = , (6) 

 ( ,0) ( ,0) ( )y yu x u x g x+ −= − ; (7) 

– уздовж міжконтактних зазорів ( ( , )x a md a md∈ − + + ): 

 
( )

( ,0) ( ,0) ( ,0),        ( ,0) ( ,0)y y y
h x

T x T x q x q x q x− + + + −− = =
λ

, (8) 

 ( ,0) 0,     ( ,0) ( ,0),    ( ,0) ( ,0) 0yy yy yy xy xyx x x x x+ − + − +σ = σ = σ σ = σ = ; (9) 

– на нескінченності в кожній із півплощин jD : 

 0,         x yq q q∞ ∞= = , (10) 

 ,     0,     ,     1,2
(1 )

j j
yy xy xx

j j

E q
p y j∞ ∞ ∞ α

σ = − σ = σ = − =
λ − ν

. (11) 

Тут ( ) ( )g x r x= , якщо ( ,x b md a md∈ − + − + ]  та , )x a md b md∈ + +[ , і 

( ) 0g x = , якщо 2 ,x d md b md∈ − + − +[ / ]  та , 2x b md d md∈ + +[ / ] ; m =  

0, 1, 2,= ± ± … ; ( , )xq x y , ( , )yq x y  – компоненти вектора теплового потоку; 

( , )xx x yσ , ( , )yy x yσ , ( , )xy x yσ  – компоненти тензора напружень; ( , )yu x y  – 

компонента вектора переміщень в напрямку осі y . 
Розв’язування задачі. Використовуючи метод комплексних потенціалів 

[6], температуру, теплові потоки, напруження і похідні від переміщень у 
тілах подамо через комплексні потенціали ( )F z , 1( )zΦ , 2( )zΦ  у вигляді, 
який враховує умови (10), (11) на нескінченності [4, 5, 9, 32]: 

 Re ( ) ,        ( )x y j
j

q
T F z y q iq F z iq′= − − = − λ −

λ
, 

 4Re ( )
(1 )

j j
xx yy j

j j

E q
z y p

α
σ + σ = Φ + −

λ − ν
, 

 ( ) ( ) ( ) ( )yy xy j j ji z z z z z p′σ − σ = Φ − Φ + − Φ − , 

 (3 4 ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

yj x
j j j j

j

uE u
i z z z z z

x x

∂∂  ′+ = − ν Φ + Φ − − Φ + + ν ∂ ∂ 
 

 ( ) ,      ,    1,2j j j jE F z p z D j+ α + ν ∈ = . (12) 

Комплексні потенціали ( )F z , 1( )zΦ , 2( )zΦ  для сформульованої періо-
дичної контактної задачі мають вигляд 

 12 ( )1( ) ( 1)
2

a md
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i t z
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 2 1( ) ( ),       ,       1,2jz z z D jΦ = − Φ ∈ = , (13) 

де (1 )j j j jδ = α + ν λ/  – термічна дистортивність матеріалу півплощини jD  

[21]; 2 2
1 1 2 24(1 ) 4(1 )K E E= − ν + − ν/ / ; 12 1 2 1 22 ( )λ = λ λ λ + λ/ . Вони побудовані 

таким чином, що задовольняють всі крайові умови (5)–(9), за винятком пер-
шої з умов (8) і першої з умов (11). 

Враховуючи періодичність функцій ( )xγ , ( )r x  і ( )h x , а також форму-

лу підсумовування 1 ctg
m

z
z md d d

∞

=−∞

π π=
−∑ , комплексні потенціали (13) запи-

шемо так: 

 12 ( )1( ) ( ( ) )ctg ( 1)
2

a
j

av av
j a

t z
F z t dt

di d
−

λ π − = − γ − γ + − γ λ  ∫ , 

 1
( 1) ( ) ( )

( ) ( )ctg ( )ctg
b aj

b a

t z t z
z r t dt h t dt

dK d d
− −

− π − π − ′ ′Φ = − − 
 ∫ ∫  

 1 2( )
( )j F z

K

λ δ − δ
− , 

 2 1( ) ( ),      ,      1,2jz z z D jΦ = − Φ ∈ = . (14) 

Зі співвідношень (12) і (14) знайдемо температуру, нормальну компо-
ненту вектора теплового потоку та нормальні контактні напруження на лі-
нії розмежування півплощин: 

 12 12

2 1
( ,0) ( ),        ( ,0) ( )

2 2
T x x T x x+ −λ λ

= − γ = γ
λ λ
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 12 ( )
( ,0) ( )ctg
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a

t x
q x t dt q

d d
±

−

λ π −′= γ +∫ , 

 
( ) ( )2 2( ,0) ( )ctg ( )ctg

a b
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a b

t x t x
x h t dt r t dt

d d d d
±

− −

π − π −′ ′σ = − −
π π∫ ∫  

 12 1 2( )
( ( ) ) ,     2avx p x d

K
λ δ − δ

− γ − γ − < / , (15) 

де ( ) 0xγ =  при x a> . 
Підставивши вирази (15) в першу умову з (8) і першу умову з (9), для 

знаходження висоти зазору ( )h x  і стрибка температури між берегами за-
зору ( )xγ  одержимо систему нелінійних сингулярних інтегро-диференці-
альних рівнянь 

 12 1 2( )( )2 ( )ctg ( ) ( )
a a

a a

t x
h t dt d x x dx

d d d
− −

λ δ − δπ −  ′ − γ − γ = 
 ∫ ∫  

 
( )2 ( )ctg ,     

b

b

t x
r t dt Kp x a

d d
−

π −′= + <∫ , (16) 

 12( ) ( )
( )ctg ,        

( ) 2

a

a

x t x
t dt q x a

h x d d
−

λγ π −′λ − γ = <∫ . (17) 

Шукані функції задовольняють умови [5, 32]: 

 ( ) 0,      ( ) 0,      ( ) 0,      ( ) 0a a h a h a′ ′γ ± = γ ± = ± = ± = . (18) 
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Здійснивши заміну змінних tg ( )x dξ = π / , tg ( )t dη = π / , tg ( )a dα = π / , 

tg ( )b dβ = π /  і ввівши безрозмірні величини 0 0r r d=% / , h h d=% / , 12 1γ = λ δ γ% , 

12λ = λ λ% / , 1q d q= δ% , p Kp=% , 2 2 1δ = δ δ% / , систему рівнянь (16), (17) запишемо 
в такому вигляді: 

 
2

02
2 2 2 2

61( ) ( ) 12 ( )
2(1 ) 1 1

rh p
d d

α α

−α −α

′ π− δη γ ξ ξ   η − πγ ξ − ξ = − +   η − ξ β   π + ξ + ξ β + ξ∫ ∫
%% %% %% , 

 ξ < α , 

 ( ) ( ) 0h h′± α = ± α =% % , (19) 

 
22

( ) ( )1 ,        
2 1( )(1 )

q
d

h

α

−α

′γ ξ γ ηλ − η = ξ < α
η − ξ + ξξ + ξ ∫

% % %%
% , 

 ( ) ( ) 0′γ ± α = γ ± α =% % . (20) 

До розв’язування системи рівнянь (19), (20) застосовано розроблену у 
[32] аналітично-числову методику, в основу якої покладено метод послідов-
них наближень і розвинутий у [5] аналітично-числовий підхід до розв’я-
зування сингулярного інтегро-диференціального рівняння типу Прандтля у 
класі функцій, що дорівнюють нулеві разом з їх першими похідними в 
крайніх точках відрізку інтегрування. 

Числові результати. Числові розрахунки проведено для безрозмірної 
максимальної висоти виїмки 0 0.001r =%  і відношення між термічними дис-

тортивностями матеріалів тіл 2 0.5δ =%  (термічна дистортивність 2δ  матеріа-

лу верхньої півплощини 2D  є вдвічі меншою, ніж термічна дистортивність 

1δ  матеріалу нижньої півплощини 1D ). Алгебраїчний знак q%  вказує на 
напрям прикладеного теплового потоку: знак плюс означає, що тепловий 
потік напрямлений до матеріалу з меншою термічною дистортивністю; знак 
мінус означає, що тепловий потік напрямлений до матеріалу з більшою 
термічною дистортивністю. 

На рис. 3 – рис. 5 зображено залежність безрозмірної довжини зазору 
a a d=% /  від безрозмірних прикладеного тиску p% , абсолютного значення 

теплового потоку q%  і коефіцієнта теплопровідності заповнювача λ%  для двох 
напрямів теплового потоку. Суцільні криві відповідають напряму теплового 
потоку до матеріалу з меншою термічною дистортивністю ( 0q >% ), штрихові 

криві – до матеріалу з більшою термічною дистортивністю ( 0q <% ). На 

рис. 3 крива 1 відповідає значенням 0.005λ =% , 0.2q =% , крива 2 – 0.5λ =% , 

0.2q =% , крива 3 – 0.01λ =% , 0.2q = −% , крива 4 – 0.005λ =% , 0.2q = −% , крива 5 

– 0.0035λ =% , 0.2q = −% . На рис. 4 крива 1 відповідає 0.005p =% , 0q >% , крива 

2 – 0.005p =% , 0q <% , крива 3 – 0.0055p =% , 0q >% , крива 4 – 0.0055p =% , 

0q <% . На рис. 5 крива 1 відповідає 0.005p =% , 0.2q =% , крива 2 – 0.005p =% , 

0.2q = −% , крива 3 – 0.0055p =% , 0.2q =% , крива 4 – 0.0055p =% , 0.2q = −% . На 
рисунках бачимо, що у випадку теплового потоку, напрямленого до матері-
алу з меншою термічною дистортивністю (суцільні криві), довжина зазору 
спадає зі збільшенням прикладених тиску і теплового потоку та зростає зі 
збільшенням коефіцієнта теплопровідності міжконтактного середовища. 
Якщо тепловий потік спрямований до матеріалу з більшою термічною 
дистортивністю (штрихові криві), довжина зазору спадає зі збільшенням 
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прикладеного тиску і коефіцієнта теплопровідності заповнювача та зростає 
зі збільшенням абсолютного значення теплового потоку. Для значення теп-

лового потоку 0.2q = −%  при 0.0035λ =%  проявляється неєдиність розв’язку 
контактної задачі термопружності (крива 5 на рис. 3): для одного й того ж 
зовнішнього навантаження існує два розв’язки контактної задачі, що дають 
різну довжину міжконтактного зазору. Цей результат підтверджує резуль-
тати про неєдиність розв’язку контактної задачі термопружності у випадку 
теплового потоку, напрямленого до тіла з більшою термічною дистортив-
ністю, коли зазор між поверхнями тіл зумовлений локальною виїмкою [9] 
або розшаруванням на ділянці з поверхневим термоопором [4]. 

  

 Рис. 3 Рис. 4 

 
 Рис. 5 

На рис. 6 – рис. 8 зображено розподіли безрозмірних висоти зазору h% , 
модуля стрибка температури γ%  між берегами зазору та контактного тиску 

yyP K += − σ%  відповідно за фіксованого навантаження 0.005p =% . На цих ри-

сунках криві 1 відповідають 0.1q =% , 0.005λ =% ; криві 2 – 0.1q =% , 0.01λ =% ; 

криві 3 – 0.1q = −% , 0.005λ =% ; 4 – 0.1q = −% , 0.01λ =% . У випадку теплового 
потоку, напрямленого до тіла з більшою термічною дистортивністю 
(криві 3, 4), збільшення коефіцієнта теплопровідності заповнювача зумов-
лює зменшення максимальних значень висоти зазору (рис. 6) і модуля 
стрибка температури між його берегами (рис. 7). Якщо тепловий потік має 
протилежний напрям (криві 1, 2), збільшення коефіцієнта теплопровідності 
середовища в зазорі зумовлює збільшення максимального значення висоти 
зазору (рис. 6) і зменшення абсолютного максимального значення стрибка 
температури (рис. 7). Як і у випадку термопружного контакту тіл за наяв-
ності локального міжповерхневого зазору, зумовленого виїмкою на поверхні 
одного з тіл [9, 32], вплив теплопровідності заповнювача зазору на розподіл 
контактного тиску проявляється незначною мірою (рис. 8). 
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 Рис. 6 Рис. 7 

 
 Рис. 8 

З результатів, наведених на рис. 3 – рис. 8, чітко простежується за-
лежність контактних параметрів від напряму теплового потоку. Це є про-
явом так званого ефекту напрямленості теплового потоку або термічної 
ректифікації. Цей ефект був виявлений раніше експериментально [12, 16, 
30, 34, 36, 40] і полягає у тому, що ефективний контактний термоопір тіл з 
неоднакових матеріалів залежить від напряму теплового потоку. Теоретичні 
дослідження теплового та термопружного контакту тіл також підтвердили 
явище термічної ректифікації [8, 14, 17, 21, 29]. 

Висновки. Досліджено термопружний контакт двох ізотропних півбез-
межних тіл, поверхня одного з яких має регулярну текстуру, утворену пе-
ріодичною системою виїмок однакової форми. Періодична система зазорів 
між поверхнями тіл заповнена теплопроникним середовищем, вплив якого 
на контактну теплопередачу змодельовано термоопором, прямо пропорцій-
ним до висоти зазорів та обернено пропорційним до коефіцієнта теплопро-
відності заповнювача зазорів. Інтегральний вплив періодичної системи між-
контактних зазорів на температуру в тілах враховано усередненим стриб-
ком температури між тілами. 

Сформульовану періодичну контактну задачу термопружності зведено 
до системи нелінійних сингулярних інтегро-диференціальних рівнянь від-
носно висоти міжконтактних зазорів і стрибка температури між їх по-
верхнями, яку розв’язано числово. 

На цій основі проведено аналіз впливу коефіцієнта теплопровідності 
заповнювача, термомеханічного навантаження на довжину і висоту зазорів, 
стрибок температури між їх берегами та контактний тиск для двох напря-
мів теплового потоку: коли тепловий потік напрямлений до матеріалу з 
меншою термічною дистортивністю і коли тепловий потік напрямлений до 
матеріалу з більшою термічною дистортивністю. Встановлено наступне: 

– коли тепловий потік спрямований до матеріалу з меншою термічною 
дистортивністю, довжина зазорів спадає зі збільшенням прикладеного тер-
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момеханічного навантаження і зростає зі збільшенням коефіцієнта тепло-
провідності міжконтактного середовища; 

– коли тепловий потік спрямований до матеріалу з більшою термічною 
дистортивністю, довжина зазорів спадає зі збільшенням прикладеного тис-
ку і коефіцієнта теплопровідності заповнювача та зростає зі збільшенням 
абсолютного значення теплового потоку; 

– у випадку теплового потоку до тіла з меншою термічною дистортив-
ністю збільшення коефіцієнта теплопровідності заповнювача зумовлює 
збільшення максимального значення висоти зазорів і зменшення абсолют-
ного максимального значення стрибка температури між берегами зазорів; 

– у випадку теплового потоку до тіла з більшою термічною дистортив-
ністю збільшення коефіцієнта теплопровідності міжконтактного середовища 
зумовлює зменшення максимальних значень висоти зазорів і модуля стриб-
ка температури між їх берегами; 

– вплив теплопровідності заповнювача зазорів на розподіл контактного 
тиску проявляється незначною мірою для двох напрямів теплового потоку. 
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ТЕРМОУПРУГОЕ ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ ТЕЛ С РЕГУЛЯРНОЙ 
ТЕКСТУРОЙ ПОВЕРХНОСТЕЙ ПРИ НАЛИЧИИ ТЕПЛОПРОНИЦАЕМОЙ 
СРЕДЫ В МЕЖКОНТАКТНЫХ ЗАЗОРАХ 
 
Исследован термоупругий контакт двух изотропных полубесконечных тел с пе-
риодической системой выемок на поверхности одного из них при заполнении 
образованных межконтактных зазоров теплопроницаемой средой. Сформулиро-
ванная контактная задача сведена к системе нелинейных сингулярных интегро-
дифференциальных уравнений относительно высоты зазоров и скачка темпера-
туры между их поверхностями, которая решена численно. С учетом эффекта 
направленности теплового потока проанализировано влияние термомеханической 
нагрузки и коэффициента теплопроводности заполнителя на контактные пара-
метры рассмотренной структуры. 
 
THERMOELASTIC INTERACTION OF SOLIDS WITH REGULAR 
SURFACE TEXTURE IN THE PRESENCE OF HEAT-PERMEABLE MEDIUM 
IN INTERCONTACT GAPS 
 
Thermoelastic contact of two isotropic semi-infinite solids with periodic array of gro-
oves on the surface of one of the solids in the presence of a heat-permeable medium in 
the intercontact gaps is investigated. The contact problem is reduced to a system of non-
linear singular integro-differential equations for the height of the gaps and the tempe-
rature jump between the surfaces, which is solved numerically. With taking into 
account the directional effect of heat flow, the influence of thermomechanical load and 
thermal conductivity of the filler on contact parameters of the structure is analyzed.  
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